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 2 حسابان

 مشتق 
fتابعفرض كنيد  مشتق تابع در يك نقطه: (x)  ي همسايگي نقطهيك درa.اگر حد تعريف شده باشد

x a

f (x) f (a)lim
x a�

�
�

موجود  
fگوييم تابع  مي حاًاصطلاعدد شود يعني  ،باشد (x)  درx a� پذير است و مقدار آن را با نماد مشتق � �f a� دهيم. نمايش مي 

 
� �

x a

f (x) f (a)f a lim
x a�

�� �
�

 

 ارز است به صورت زير است: تعريف فوق همعريف ديگري كه با ت
� �

h

f (a h) f (a)f a lim
h�

� �� � m  

 
f تايي نشود و يا وجود نداشته باشد، تابعاگر اين حد عدد يك :تذكر (x) ي در نقطه x a� مشتق ناپذير است. 

 
 شود. هاي زير استفاده مي وشبراي محاسبه مشتق تابع در يك نقطه از يكي از ر

� �1
x a

f (x) f (a))f a lim
x a�

�� �
�

 � �2
h

f (a h) f (a))f a lim
h�

� �� � m  

 
 كنيم: روش اول به شكل زير عمل ميدر  �

f. محاسبه 1 (a)    2 . تعيينf(x) f(a)�    3 تشكيل و ساده كردن .f (x) f(a)
x a
�
�

محاسبه حد . 4     
x a

f (x) f(a)lim
x a�

�
�

كه داراي  

0ابهام 
 اي رفع ابهام آن را در حد ديديم.ه است و روش0

 

 كنيم: روش دوم به شكل زير عمل ميدر  �
f. محاسبه 1 (a)    2 تعيين .f (a h)�    3 محاسبه .f(a h) f(a)� . محاسبه حد 4    �

0h

f (a h) f (a)lim
h�

� 0كه داراي ابهام �
 است. 0

 

2f(x)پذيري تابع  با استفاده از تعريف مشتق، مشتق    1      x | x |� 2xرا در نقطه �  )94(شهريور  مورد بررسي قرار دهيد.  �
 پاسخ:�

� � x

x x

x

x(x )lim f '( )
f (x) f ( ) x | x | xf lim lim

x x x(x )lim f '( )
x

�

�

�

�

� �
�

�

�	 � �
� � � 
 �� � � � �
� � � �
 � � �
 ��

2
2 2

2

2 2 22 2 22 2 2 2 2 22

x
lim

���
�






� �



���

2  

 تابع در اين نقطه مشتق پذير نيست. زيرا مشتق چپ و راست آن با هم برابر نيست.
 

1fبا استفاده از تعريف مشتق، مشتق تابع    2      (x) x� 1xي ا در نقطهر�  بيابيد.�
 پاسخ:�

1 1 1 1

11 1 0 1 11 1 1 1 1x x x x

(x )f (x) f( ) ( x ) ( ) x xf ( ) lim lim lim lim
x x x x� � � �

�� � � � �� � � � 
 �
� � � � 1(x )�

1
21( x )

�
�
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 3 فصل پنجم، مشتق

2با استفاده از تعريف مشتق، مشتق تابع    3     1f (x) x�� xي نقطه را در� a�.94(خرداد  محاسبه كنيد( 
 پاسخ:�

2 2 2 2 2

2

1 1 2 1 1

2 2 2

h h h

h h

f (a h) f(a) (a h) a a ah h af (a) lim lim lim
h h h

ah hlim lim a h a
h

� � �

� �

� � � � � � � � � � �� � � �

�
� � � �

m lim lim
h h hh hhh hh

2 2
h

m lim a h a2 2
h �

 

 
2مشتق پذيري تابع      4     1f (x) x� 1x اطرا در نق �  .بررسي كنيد �

 پاسخ:�

� �

� � � � � �

� � � � � �

2
1

1

1

1 1 2 11 0 11 1 1 1 2 11

x

x

x

x x
lim fx xf lim

x x x
lim f

x

�

�

�
�

�

�
�

	 � �
�� �
� � 
 �� � � �

� � � �
 �� � �
 ��

 

 

1fه از تعريف، مشتق تابع دبا استفا     5     (x)
x

1xا در نقطه ر �  بررسي كنيد. �

 پاسخ:�

1 1 1 1 1

1 111 1 11 11 1 1 1x x x x x

x
f (x) f( ) xx xf '( ) lim lim lim lim lim

x x x x(x ) x� � � � �

�
�� � �

� � � � � � �
� � � �

 

3 مشتق تابع     6     3f(x) x x� 1xي  را در نقطه �  .با استفاده از تعريف مشتق بيابيد �
 پاسخ:�

� �
� � � �

� �

23
2

1 1 1 1

1 41 3 41 4 61 1 1x x x x

x x xf(x) f ( ) x xf lim lim lim lim x x
x x x� � � �

� � �� � �� � � � � � � �
� � �

                                      راه اول) 

 

� � � � � � � � � � � �

� � � �

3 3 3

23 2
2

1 3 3 3 3 41 1 1 3 1 41

3 66 3 3 6 6

h h h

h h h

h h h hf h f ( ) h h
f lim lim lim

h h h
h h hh h hlim lim lim h h

h h

� � �

� � �

� � � � � �� � � � � �
� � � �

� �� �
� � � � � �

m lim lim
h h hh hh

� �3 6 6�
h h

m lim lim h� 3
h hhh �

                        )راه دوم 

 
4f، مشتق تابع با استفاده از تعريف مشتق     7     (x) x�   )88(هماهنگ كشوري  را به دست آوريد.  �
 پاسخ:�

 
 

� �
� � � � � �

� �
� �
� �� � � �� �

4 4 4 4 4 4
4 4

4 4 1
2 44 4 4 4

h h

h h

x h x x h x x h x
f x lim lim

h h x h x

x h x hlim lim
xh x h x h x h x

� �

� �

� � � � � � � � � � � �
� � � 
 �

� � � �

� � � � � �
� � �

�� � � � � � � �

m lim
h hh

� � � ��h� �� �
m lim

� � h� �h �h � 4 � �4 44� � � �� � h� �4 4� � � ���

 

 
 

 ناپذير است. تابع در اين نقطه مشتق

 گويا كردن
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 4 حسابان

 ي پيوستگي و مشتق پذيري و رابطه مشتق چپ، مشتق راست 
yمشتق راست: در تابع f(x)اگر��

0h

f (a h) f(a)lim
h��

� fموجود باشد (عدد شود) اين حد را مشتق راست تابع� (x)درx a�  ناميده
fو با نماد (a)دهند. نشان مي�� 
y: در تابعچپمشتق  f(x)اگر�

0h

f (a h) f(a)lim
h��

� fتابع چپ(عدد شود) اين حد را مشتق موجود باشد � (x)درx a�  ناميده و
fبا نماد (a)دهند. نشان مي�� 

 
 اي مشتق پذير نيست. هر تابع مشتق پذير، پيوسته است ولي هر تابع پيوسته

 .ي كافي نيستعملاً پيوستگي شرط لازم مشتق پذيري است ول
 .اند ولي مشتق پذير نيستند يوستهوجود دارند كه پ يعني توابعي

 
 

 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 

�هاي چپ و راست تابع  مشتق ،با استفاده از تعريف مشتق     8     � 2f x x� 2xرا در  �  )92در صورت وجود بيابيد. (خرداد  �

2x تابع درسخ: پا� � .پذير نيست مشتق � �
� �

� � � �

2

2 2

2

2 1 22 0 22 0 2 2 22 1 22

x

x x

x

xlim f
x xlim x f( ) f lim

xx
lim f

x

�

�

�
�

� �

�
�

� �� �
� � ��� � � � � �

� ��
�� � �

�

 

 

 براي حل مسائل مربوط به مشتق پذيري در يك نقطه به روش زير عمل كنيد:
x) پيوستگي تابع در 1 a� را بررسي كنيد. يعني بايد

x a
lim f(x) f(a)

��
تق آن نيز ها برقرار نبود مش اگر يكي از پيوستگي�

 اي و براكتي) خصوص در توابع قدرمطلقي، چند ضابطه وجود ندارد. (عدم وجود مشتق را بيان كنيد. به
 كنيم. اگر داشته باشيم: ) مشتق چپ و راست را از راه تعريف بررسي مي2

x a x a

f (x) f (a) f (x) f (a)lim lim
x a x a� �� �

� �
� �

� �
عدد شود     

xگوييم تابع در  مي aير است.مشتق پذ� 
 

 

xاگر تابعي در  a�  فقط پيوستگي راست داشته باشد در آن نقطه مشتق چپ ندارد و مشتق راست نيز بايد بررسي شود و
 نقطه مشتق راست ندارد و مشتق چپ آن بايد بررسي شود. چنين اگر تابعي فقط پيوستگي چپ داشته باشد در آن هم

 

 بررسي پيوستگي
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 5 فصل پنجم، مشتق

��، مشتق تابع از طريق تعريف مشتق    9      � � �� �2 1f x x x� 1xرا در  �  .بررسي كنيد �
� پاسخ:� �2

1
1 0 1 0 1

x
lim(x ) x ( ) f( )

�

�

�
� �� � � �� � 

 

� �� � � � � �� � � �� �
� �
� �

2

1 1 1

2 1 2 11 1 1 11 1 2 1 0 1x x x

fx x x x x
lim lim lim x x

x x f

�
�

�� � �
�

	 �� � � �� � � 
 � �� � � � �
� � �� � � �
 � ��

 

xمشتق پذيري تابع    10     x
f(x)

x x

	 �
� �
� � �
�

2

2

3 1
2 5 1

1xي  را با استفاده از تعريف مشتق در نقطه  بررسي كنيد.�

 پاسخ:�
2 2

1 1
3 1 3 1 2 1 5 3

x x
limf(x) ( ) f( ) limf(x) ( )

� �� �
� � � � � � � �  

 حال بررسي مشتق چپ و راست:
2 2

1 1 1 1

2 11 2 5 3 2 11 1 1 1x x x x

(x )f (x) f( ) x (x )f ( ) lim lim lim lim
x x x� � � ��

� � � �

� �� � � � � �� � � � �
� � �

1
1
(x )

x
�

�

2

1 1 1

4

1 3 3 3 1 11 3 2 61 1 1x x x

f (x) f( ) x (x )(x )f ( ) lim lim lim ( )
x x x� � ��

� � �

� �

� � � �� � � � � �
� � �

 

 
 

2تابع      11    

8 2
2 1 2

x x
f(x)

x x
�	

� �
� ��

 .ستمفروض ا 

 

�) الف � � �2 2f ,f� �� 2xدر  f) آيا تابع ب را به دست آوريد.  �  چرا؟؟ مشتق پذير است �
 پاسخ:�

كنيم.  پيوسته بودن مشتق چپ و راست را از ضابطه مربوطه محاسبه و باهم مقايسه مي كنيم، درصورت مرزي را بررسي مي ي در نقطه اول پيوستگياي  در توابع چند ضابطه
 در صورت برابري مشتق پذير است.

� � 2
2 2

8 16 2 2 1 9
x x
lim x f lim x

� �� �
� � � � �  

2xتابع در   پيوستگي راست ندارد. بنابراين مشتق راست ندارد و داريم: فقط پيوستگي چپ دارد و �

� � � �
2 2

8 28 162 82 2x x

xxf lim lim
x x� ��

� �

��� � � �
� �

  

 

� مشتق پذيري تابع    12     �
2 2 2

1 1 22

x x
f x

x x

	 � �

� �

� �
�

2xرا در     )خارج كشور 90(نهايي خرداد   .بررسي كنيد �

 پاسخ:�

� �

� � � � � �

2
2 2

12 2 2 2 1 22
2 2 12 4 21 222

x x
lim x f lim

x x
f x f f

x

� �� �

� �

� � � � 
 � �

�	

� � �� � � � ��

�
�

 

 توان بررسي نمود. البته از راه تعريف مشتق هم مي

  .تابع در اين نقطه مشتق ناپذير است 

fتابع  (x)1ي در نقطهx  پيوسته است.�

fتابع  (x)1ي در نقطهx  ست.مشتق پذير ني�

  .است پيوستهتابع در اين نقطه  

 ها باهم برابر نيستند. چون مشتق چپ و راست .ولي مشتق ناپذير است

 يوسته است. تابع در اين نقطه پ

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 

 KIMIA_MAHAN                                            09121859780@               آكادمي رياضي مهندس روحاني                  

 6 حسابان

��مشتق تابع   13    �f (x) x x1ي  را در نقطه�x  بررسي كنيد.�
 پاسخ:�

� � � �
1 1

1 1 1 1 1 1 0
x x
lim x x f( ) lim x x

� �

� �

� �
� � � �� � � � � �� � � �  

1xتابع در   پيوستگي چپ ندارد بنابراين مشتق چپ ندارد ولي براي مشتق راست آن داريم:�

� �
1 1 1

1 11 11 11 1 1x x x

xx x xf ( ) lim lim lim
x x x� � �

�

�
� � �

� � �� �� �� � � � �
� � �

 

 
�آيا تابع     14     � � �f x x x� 91(خرداد  دليل خود را توضيح دهيد) ( پذير است؟ مشتق در صفر ( 
 پاسخ:�

� � � � � � � � � �

� � 1
x

x x

x

lim xx x
lim x x f , f lim

x lim x

�

�

�

�

�� �

�

� �� �� ��
�� � � �

� � �� � �� �

�x

� �x� �� ����
� � �

x
� � �m x x f� � �

x� � � �x�

� � ��������
x
lim x�
�

�m x�
�

� � � � �x x�
, f lim� � ���� � �

x
� � �, f lim� � �

x� � lim
�

�
limm

�

�
1� � � �������
  

 

�مشتق پذيري تابع    15     � � �2x x x
f x

x

	 �
� �
�
� x �

0xرا در      . بررسي كنيد �

 پاسخ:�

� � � � � � � � � � � � � � � �
2

2
0

0
x x x x

f x f x x
limx x f , f lim lim limx x f

x x� � � �

� �
� �� � � � � � � �

� xxx �
� � �

x
� � �mx x f� � �

x�

� � �2x x� �2

� �lim limx x f� � � �� � � � � �f x f� � �
, f lim� � � � � �0�� � � � �

x x
lim limx x f� �
x��� �

� � �
x

� � �
0

, f lim� � �
�

� � � � �x x� �
lim limx x

� � � � ��
  

 
. 
 
�با رسم نمودار تابع     16     � 1f x x�   )86(خرداد  ست؟تابع در چه نقاطي مشتق پذير نيتعيين كنيد   �

 پاسخ:�
1ي  تابع در سه نقطه 0 1x ,x ,x� � �  .دار است بنابراين مشتق ناپذير است زاويه �

 
 
 
 
 
 

 نكته 
                                                                                                                               � �

h

f (x mh) f (x )lim mf x
h�

� � �� �mh) f(x ) mf x�mh) f(x ) ��  �m

                         
 

                                                                                                       � � � � � �
h

f x mh f x nh m nlim f x
rh r�

� � � �� � �� � �
� �

� � �mh f x nh� �� � � ���
�  �m 

                     

  

xتابع در  مشتق ناپذير است.�

xيعني تابع در  مشتق پذير است. �

 بررسي پيوستگي

 بررسي پيوستگي
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اگر          17  
x x x

f (x)
x x x

		 � �
� �
� �  
�

2

2

3 1
3 6 1

حاصل  
� � � �

h

f f h
lim

h�

� � 2

2

1 1
m   78چقدر ا ست ؟  ( آزاد   ( 

        1  (5            2  (1-          3  (4           4  (2-  
 
 

                    
� � � � � � � �� �

� � � � � � � �
h h

f h ff f h
lim lim f x x x

h h
�

� �

� � �� � ��� � � � � � � � � � �
22

2
2 2 11

1 11 1
1 1 3 6 2 3 1m lim

h hh2 2limlim
hh

 

 
 
 

�در شكل مقابل  ،      18 �A x  مساحت مستطيل سايه زده مي باشد . حاصل� � � �
h

A h A
lim

h�

� �4 4
m  كدام ا ست ؟ 

       1  (1                            2  (2                            3  (3                             4  (4  
 
 
 
 
 

                                                                                                                   
� � � � � � � �

h

A h A xlim A x x x x
h x�

� � � �� ���� � � � � � �� �� �
� �� �4

4

4 4 4 6 6 3
2

m               � � � �A x x x x x x� � � �6 6           

 
 

�مشتق پذير با شد  و  xدر  fاگر  تا بع   19 � � � � �/

h

f x h f x
lim f x

h� �
�

� �
�

� � � � �/h f x� �
f x

� � � �/f  ��
�

 آنگاه   
� � � �

h

f x h f x
lim

h��

� �2 � � �h f x� �2
�

 كدام ا ست ؟

       1  (� �/f x� �             2  (� �/f x�2 � 

      3  (� �/f x�
1
2 �         4  (� �/f x�4 �  

  

                                                                                                                        � � � � � � � �
h

f x h f x
lim f x f x

h� � �
�

� �
� �� �

2 2 2� � � � �h f x� �
f

� � � � ���
2

f x� � � �f x� ���f�2����
�

 

 
 
 
 
 
 
 

 است mهمون 

� �h � � �� � � � � �
221 1 1 1�� � �2 1 1�� �� � �  

 عرض مستطيل

 طول مستطيل

 
y x�  y � 6  

 چون گفته مشتق پذيره پس مشتق چپ وراست برابرند
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  قضاياي مشتق
 

gاگر  ,f  هر دو در نقطهx a��   مشتق پذير با شند  ،  آنگاه  توابعf g ,kf ,f g
 xنيز در    � a�  آن گاه :مشتق پذيرند و 
 

                                                                                                                                       

� � � � � � � �

� � � � � �

� � � � � � � � � � � �

) f g a f a g a

) kf a kf a

) f g a f a g a g a f a

� � �� � �

� ��

� � �
 � �

1

2

3
  

 
xدر  gو   fاگر  a�   مشتق پذير  وg  در يك همسايگيa            :  مخا لف صفر با شد آنگاه 

                                                                                                                                                 

                               
� � � �

� �

� � � � � � � � � �
� �

g a
) a

g g a

f a g a g a f af) a
g g a

� ��� �
�� �

� �

� � ��� �
�� �

� �

2

2

11

2
 

 
fفرض كنيد    20     (x)    پذير و تابعي مشتقa دي حقيقي باشد با محاسبه و حدگيري نشان دهيد تابععدg(x) f(ax)�  نيز مشتق پذير
gو (x) af (ax)�  )93(خرداد   باشد. مي ��

 پاسخ:�

0 0 0h h h

g(x h) g(x) f(ax ah) f(ax) f(ax ah) f(ax)g (x) lim lim (a)lim af (ax)
h h ah� � �

� � � � � �� �� � � �  
 
 

�اگر    21    �f x    :  تابعي مشتق پذير  و داشته باشيم� � � �2 2 5
x

f x f
lim

x�

� � �
�m   و� � � �2g x x f x� �آنگاه  � �2g� �    

 كدام است ؟

   1  (3-                                     2  (5                                                         3  (1                                   4  (9 

 

                                                                                        
� � � � � � � � � �

� � � � � � � �� �
x x

f x f f x f
lim lim f

x x

g x x f x g x f x

� �

�

� � � � � � �
�� � � �

� �� � � � � � � � � �2
2

2 2 2 2 2 5

2 2 4 5 1
x

m lim
x xx�
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fاگر      22     ,g ي  در نقطهx a�� نشان دهيد ،شندمشتق پذير با. � � � � � � � � � �f g f a g a g a f a� � �
 � � 
 سخ:پا�

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � �� � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � �

x a x a

x a x a x a

f g x f g a f x g x f a g x f a g x f a g a
f g a lim lim

x a x a

f x f a g x g x g a f a f x f a g x g a
lim lim g x lim f a

x a x a x a

f a g a g a f a

� �

� � �


 � 
 � � ��
 � � �
� �

� � � � �
� � �

� � �

� ��

 

 

xدر  fتابع     23     a�  مشتق پذير و� � 0f a  :ثابت كنيد �

� � � � � �
� �2

1 f a
a

f x f a

� �� �
� �� �� �

� �
  

 پاسخ:�

� � � �
� � � �

� � � �
� � � � � � � �� �

� � � � � �
� � � �

� � � �

� � � � � �
� �
� �2

1 1
1 1

1

x a x a x a x a

f a f x
f x f af x f a f x f a f x f a

a lim lim lim lim
f x x a x a x a f x f a x a f a f a

f a
f a

f a f a f a

� � � �

� � � � �
�� � � �� � � � � � �� � � �� � � �� � � � 
� �� � � � � �� �

����� 
 �

 

 

f(x)مشتق تابع    24     sinx�.را محاسبه كنيد 
 پاسخ:�

0 0 0

0 0

2 2 2

2 12
2

h h h

h h

h hsin cos(x )f (x h) f(x) sin(x h) sinxf (x) lim lim lim
h h h

hsin hlim limcos(x ) cos x cos xh

� � �

� �

�� � � �� � � � �


 � � 
 �

 

21مشتق تابع       25     1f (x) x� � 0xرا در �  بررسي كنيد. �
 

2 2

0 0 2

2 0

0 0

0

0 1 1 0 1 10 0 0 1 1
1 01 1 2 2

12 2 02 2

x x

'

x

x x
'

x

f (x) f ( ) x xf ( ) lim lim
x x x

xlim f ( )xx xlim lim
xx x lim f ( )
x

�

�

� �

�
�

� �

�
�

� � � � � �� � � 

� � � �

	 � �
� � 
� � � � � �
 � �

�

 

 ناپذير است. تابع در اين نقطه مشتق
 
 

a b a b� !"""�  مزدوج �
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 ع:مشتق تواب ي هاي محاسبه روش 
0f(x) c f (x)��� � �  

� � � �2 2 1 0f (x) sin x cos x f x ��� � � � �  
� �

� �

1

1

n n

n n

f (x) ax f x nax

f x au f '(x) anu u

�

�

�� � �

�� � �
 

� �7 62 14f(x) x f x x�� � �   
 

� � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � �

h(x) f (x) g(x) h x f x g x

h x f x g x h x f x g x g x f x

� � �� � � � �

� � �� 
 � � �

 

� � � � � � � �� � � � � �2 3 2 3 2 2 22 3 1 4 2 3 4 3 4 2 3 12 4 2 3 1f(x) x x x x f x x x x x x x x�� � � � � � � � � � � � � �  
  
 

� � � �
� � � � � � � � � � � �

� �2
f x f x g x g x f x

h x h x
g x g x

� ��
�� � �  

� � � �
� � � � � �

� �

22

2

2 1 1 11
1 1

x x xxh x h x
x x

� � �� �� � �
� �

 

 

� � � �
� �

� �
� �

� � � �

2

2

n m

n n m

ax b ad bcf x f x
cx d cx d

au b ad bcf (x) f x u
cu d cu d

muf x u f x
n u �

� ��� � �
� �

� �� �� � �
� �

�
�� � �

 

 
 

� �
� �

� � � � � �
� � � �

2

2

1
1

f (x) sinkx f x k coskx

f (x) coskx f x k sinkx

f x tankx f x k tan kx

f (x) cot kx f x k cot kx

�� � �

�� � � �

�� � � �

�� � � � �

 

 
 
� � � � � �

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �� �

1

1

1 2

1 2

1

1

n n

n n

n n

n n

f x sin u f x n u sin ucosu

f (x) cos u f x n u cos u sinu

f (x) tan u f x n u tan u tan u

f(x) cot u f x n u cot u cot u

�

�

�

�

� �� � �

� �� � � �

� �� � � �

� �� � � � �
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 ي آن و دامنه تابع مشتق
fاگر  (x)گاه تابع مشتق  تابعي مشتق پذير باشد آنf (x)  را باf (x)نمايش داده و مقدارش به ازاي هر��x ي  متعلق به دامنه

 آيد. از حد رو به رو به دست ميتابع 
0h

f (x h) f(x)f (x) lim
h�

� ��  برابر است با:ي تابع مشتق  و دامنه �
 

f fD D {x |� � � وجود ندارد f (x)}�  
 

1fي تابع مشتق تابع دامنه    26    (x) x�  را تعيين كنيد.�
 پاسخ:�

11 1 1 1
2 1f fD [ , ) , f (x) D [ , ) { } ( , )

x ��� � �# � � � � �# � � � � �#
�

 

 
 

2ي تابع با ضابطهتابع مشتق      27    1f (x) x�  ي آن را بنويسيد. را تعيين نموده و دامنه�
 پاسخ:�

 ه است. خب ميريم سراغ مشتق پذيريتابع در تمام مجموعه اعداد حقيقي پيوست
1 12 1 22 22 1 1 12 1 22 2

1 12 22 2
1
2f

x x x
f (x) x f (x)

x x x

f ( ) f ( )  

D R

� �

�

	 	� � �
 

 
�� � � � �� �

 
� �  �  

 
� �

� �� � � � �

	 $� � � %
� &

 

 

 وجود ندارد.  مشتق توابع زير را حساب كنيد. در كدام نقطه از دامنه تابع، مشتق    28   
2

23
21 2 3 1 11

x) f (x) cos x ) f (x) ) f (x) x
x

� � � � �
�

 

 پاسخ:�
3

3 2

11 0
3 f)f (x) sin x D R { }

x
�

�� � � � �  

 

2 2

2 2
2 2

2 2

2
12

2 11 1

f f

x
x(x ))f (x) D D R

x x(x )
x x

�
�� � � � � �

�
� �

 

 

2

2 2 2

2
2 13

2 1 1 2 1 1 1
f f

x
xx)f (x) D D R

x x x
�

�� � � � � �
� � � � �

 

 ي مخرج كسر مشتق ريشه

 در اين نقطه مشتق پذير نيست.
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 ندارد: گوييم مشتق وجود در حالات زير مي  
 

x) تابع در 1 a�� :پيوسته نباشد مانند� �f (x) x0ي كه در نقطه�x پيوستگي چپ ندارد، بنابراين مشتق چپ نخواهد داشت. �

� باشد. پذير نمي در نتيجه مشتق �
0

0 00 00x

x
f ( ) lim

x��
�

�
� � � � 

  
 

fراست با هم برابر نباشند، مانند: ) مشتق چپ و 2 (x) x0ي در نقطه�x  . تابع در اين نقطه پيوسته است ولي�
 پذير نيست. مشتق

� �

� �

0 0

0

0 0

0 1 00 00 0 0 1 00

x x

x

x x

x xlim lim fx x xf ( ) lim
x x xlim lim f

x x

� �

� �

�
� �

�

�
� �

	 �
�� � �
� 
 �� � � �

� � �
 �� � � �
� �

 

 

3: نهايت شود. مانند ) مشتق چپ يا راست بي3 1f (x) x� 1xي  در نقطه� � . 
3

21 1 3

1 1 11 1 01x x

xf ( ) lim lim
x (x )

�� �

�� � � � � �#
� �

 

 
 

 :) مشتق تابع قابل تعيين نباشد. مانند4
1 0

0 0

x cos x
f (x) x

x

	 �
� �

 ��

0xي  در نقطه � 

0 0

1 0 10 0x x

xcos
xf ( ) lim limcos cos

x x� �

�
� � � � #

�
قابل تعيين نيست          

 

 انتخاب كنيد. Bهاي ستون  را از بين گزينه Aبارت ستونهر عپاسخ     29    
 

 
 
 
 
 
 

 پاسخ:�

1 صحيح است.» و«ي  ) گزينه1 2 11 2 0 2 22 1 2f fx D , f (x) D ( , )
x �

�� � �� � � � �# � � � � �#� ' �� �
 

1xتابع در  صحيح است.» ج«ي  ) گزينه2 � پيوستگي چپ ندارد، بنابراين مشتق چپ آن وجود ندارد.� �
1

2 2 1 1 2
x
lim x f( )

�

�

�
� �� � � �� � 

 

2 صحيح است.» د«ي  ) گزينه3

2 2

2

2 12 0 2 22 2 2 02 2 2 12

x

x x

x

x
limx x xf ( ) lim lim f ( ) f ( )

x x x
lim

x

�

�

�

� �� �

�

	 �
�
� � � 
 �� � �� � � � � ��

� � �
 � �
 ��

 

 

 Bستون 
 د) صفر 1الف) 

1ب) 
2( ,  4هـ)  #�(

1و)  ج) وجود ندارد
2( , )�# 

 Aستون 
1ي مشتق پذيري تابع ) دامنه1 2y x�  كدام است؟�
�) مشتق چپ تابع 2 �2y x1ي در نقطه�x  كدام است؟�
2y) در تابع 3 x� 2حاصل � 2f ( ) f ( )� ��  كدام است؟ ��

 مطلق
 حدي
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مشتق بگيريم عبارت   براي محاسبه برخي مشتق ها ، حتما بايد ابتدا عبارت را ساده  نمود و سپس مشتق گرفت زيرا اگر سريعاً 

 .پيچيده تر و كار دشوار تر خواهد شد 
 

��مشتق تابع     30  �f x
x x

�
� � 2

1
1

  را به دست آوريد  

�اگر عبارت را گويا نكنيم و مشتق بگيريم داريم               �
� �

x
xf x

x x

�
�� �

� �

2

2
2

21
2 1

1
 كه امكان ساده كردن آن نيست از طرفي           

                             
� �

� �

x xf x x x
x x x x

xf x
x

� �
� 
 � � �

� � � �

� � �
�

2
2

2 2

2

1 1 1
1 1

21
2 1

 

� مشتق توابع      31   � � � x x) f (x) x x x , ) f (x)
x

�
� � � � �

�

32 21 1 2 1 2
1

                                                               را محاسبه كنيد .    

                                                              
� � � � � � � � � �

� �
� �

f (x) x x x x f x x

x xx xf (x) x f x
x x x

�� � � � � � � � �

�� �� � � � �
� �

32 8 721 2 1 1 8 1

1 1
1 1 2

 

 :مشتق توابع شامل عامل صفر كننده 
�هرگاه تابع  �f x  به ازاي نقطهx a�  صفر باشد براي محاسبه مشتق تابعf  درx a�  بهترين كار استفاده از تعريف مشتق است زيرا در اين

�حالت مي توان نوشت  � � � � �f x x a g x� �            :                     و داريم  � � � � � � � � � � � �
x a x a

f x f a x a g x
f a lim lim g a

x a x a� �

� � �
� � � �

� �
� �g a�

 

�                        شود. رو محاسبه مي هضرب به شكل روب دانيم مشتق حاصل طور كه مي همان � a a a aa
uv u v v u� � �� � 

�در توابعي به فرم  حال � � � � �x xf x u v�  كه در آن� � 0au �و  � �xv  درx a� داريمپيوسته باشد ،: 
� � � � � �a af a u v� ��  

 
� �f a ( )( )� �  

 

� اگر   32   � x xf x cot
x x
�

�
�

2
�حاصل  1 � � �

x

f x f
lim

x�

�
�2

2
 )  86كدام ا ست ؟ ( خارج كشور    2

      1   (�(                              2  ((
� 2                                        3  ((

2                                         4  (( 

 
� � � � � �

x
x

f x f
lim f cot

x xx�
�

� �� �� �� ��� � � 
 �� �� �� � � �� �� �� � � �

2
22 2

2 2 42 12 2 1cot
������� � 
�
��
��

��
� ��2 2�

��
x�

����
��

�
��
���
��

�
��
�� �

2
2 2x

�xx������ ��
��
����
��
�� �

��
�� �

��
��

2
2 

 مشتق عامل صفر

 مشتق عامل صفر كننده مابقي عوامل

 مابقي عوامل
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1مشتق تابع    33     2 3 4f(x) (x )(x )(x )(x )�� � � � 4xمفروض است. مشتق آن را در نقطه � �  به دست آوريد. �
 

�پاسخ: عامل صفر � �4xكنيم. ين عبارت مشتق گرفته در الباقي فقط مقدار گذاري ميا است. بنابراين از� 
4 1 4 1 4 2 4 3 6f '( ) ( )( )( )( )� � � � � � � � � �6( )( )( )4 1 4 2 4 34 1 4 2 4 3  

 
 

�ي مقدار مشتق تابع با ضابطه    34    � xy x
x
�

� �
�

3 21 2 1xي را در نقطه1  به دست آوريد.�

 
 پاسخ:�

3
1

21 1 2 1 x

xy ( ) ( )
x |

�

� ��� � � �� ��� �

33 31 31( )� �  

 
 

2تابعمشتق     35    3 4
x x xf(x) sinxsin sin sin� درx �  .آوريد به دسترا )

 پاسخ:�
x در � ( ،sinx :صفره بنابراين 

3 2 61 12 3 4 2 2 4f ( ) (cos x)(sin cos sin ) ( )( )
� �� �( ( ( �� ( � 
 
 � � �� �� �� �� �
� �� �  

 
 

�اگر      36 � � �f x x x x x� � � �32 22 �باشد ، حاصل  7 � � �
h

f h f
lim

h�

� � � �1 1
m   92كدام ا ست ؟ ( سراسري  ( 

        1  (6-                               2  (3-                           3  (�3
2                           4  (�3

4 

 

                                                                                    � � � � � � � �� �h x

f h f
lim f x x x

h� ��

� � � �
�� � � � 
 � � �3 2

1

1 1 1 2 1 7 6m

 

ها در  خواهند كه يكي از عاملاي ب باشند، اگر مشتق را در نقطه در توابعي كه به صورت ضرب چند عامل در هم مي
ها ضرب كنيم، و سپس  شود، كافي است فقط از عامل صفركننده مشتق گرفته و در بقيه عبارت آن صفر مي

 . طول نقطه را در آن قرار دهيم
 

 

 مشتق عامل صفر الباقي

 مشتق عامل صفر

 الباقي

 الباقي مقدارگذاري شده مشتق عامل صفر

 الباقي مقدارگذاري شده مشتق عامل صفر
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 مشتق عبارات جبري  
 

 
 
 
 
 

 مشتق بگيريد .     37    

                                                                                     �� � � � � �) f x x x f x x x
x

�
�

�� � � � � �
1 1 112 2 21 1 11 12 2 2

  

 
 

                                                                                              

                                                                            � � � �
� �

x (x ) ( )( x ) x) f (x) f x ( )( )
x xx
� � � � �� � �� � �� �� �� � �

4
3

2
2 1 2 2 1 2 1 2 12 42 22

 

                                                              � �
� �

� �
� � � � � � � � � �

� �
x x x x x

) f x f x
x x

� � � � �
�� � �

� �

3 2 32 2 2

2

3 1 3 6 3 1 1 3 1 1
3 1 1

 

 

� � � � � � � �) y x x y x x x
x

�� � � � � � �5 5 414 2 1 2 1 5 2 2 1
2

 

 

  مشتق عبارات مثلثاتي   

  
 
 
 
 
  

2تابع  مقدار مشتق    38    

3 4
xy cos (� �� �� �

� �
3xبه ازاي   (

 )90(سراسري تجربي  كدام است؟ �

1 (1
4
� 2 (1

8
� 3 (1

8 4 (1
4 

 
 

 سخ:پا�
2: يادت باشه( 2sinucosu sin u�( 

3

1 1 2 1 5 1 1 12 4 3 4 3 4 4 3 2 4 6 4 2 8
x x xy sin cos sin sin

(

� �( ( � ( � ( � �� � � � � � � � � �� � � � � � � � � 
 �� �� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �� �

 

 
 

 توان

 مشتق كمان

 مشتق نسبت مثلثاتي

 يك توان كمتر نسبت مثلثاتي با

� � � � � � � � 1nny y n
�

�� � � 
 
 
 هاي مثلثاتي نسبت مشتق نسبت مثلثاتي مشتق كمان هاي مثلثاتي نسبت    

� � � � � �n n 1y y n ��� � � 
 
    
 

 هاي جبري  عبارت مشتق عبارت جبري عبارت هاي جبري 

 توان  عبارت كسري با يك توان كمتر مشتق عبارت كسري
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  مشتق توابع زير را به دست آوريد.     39    

�� � 35 2 21 4 2 2 1 3 1 3) y x cosx ) y x sinx ) y cos x� � � � � � �  
 

 پاسخ:�
4 51 20 4 2) y' ( x )cosx sinx( x )� � �  

 

� �223

22
3 1

x cos x)y '
x sin x

�
�

� �
 

 
� �3 3 2)y' ( sinx)cosx� �  

 
 )93(خرداد  مشتق توابع زير را بيابيد. (ساده كردن مشتق الزامي است)    40   

� �
3 323 1 11 2 1 3 22 1

x) y ) y x ) y
x tan x
�

� � � �
�

 

 پاسخ: �
2 3

2

2 2

9 2 1 2 3 11 2 1
2 3 2 1

x ( x ) ( x ))y '
( x )

)y ' ( x)(x )

� � �
�

�

� �

 

 
2

2
13 2 ( tan x))y '
tan x

� �
�  

 
 خارج كشور) -94(خرداد  مشتق توابع زير را محاسبه كنيد. (ساده كردن مشتق الزامي است)    41    

� �2 2 21 1 2 1 1) y sin (x ) ) y sinx x� � � � �  

 پاسخ: �
� � � � � �2 2

2
2

1 2 2 1 1
22 1 1

2 1

) y ' x cos x sin x

x) y ' (cos x) x ( sin x)
x

� � �

� � � �
�

 

 مشتق توابع زير را به دست آوريد. (ساده كردن مشتق الزامي نيست.)   42    
42 11 x)f (x)

x
�� �� � �

� �
                  2 5 7 4 3

x) g(x) ( x)( )� � �  33 2 2) h(x) tanx cos ( x)� �  

 پاسخ: �
3

2

2 2

2 1 2 1 2 11 4

7 12 4 5 73 32 5 7
3 1 2 3 2 2 2

(x) ( )( x ) x) y ( )( )
xx

x) y ( ) ( x)
x

) y tan x ( )( )(cos x) ( sin x)

� � �� �

�� � � � �
�

� � � � �

 

 
  .ستسوالات از امتحانات نهايي ا ي همه. (ساده كردن مشتق الزامي نيست) مشتق توابع زير را محاسبه كنيد   43   
 پاسخ:�

� � � � � � � �5 5 411 2 1 2 1 5 2 2 1
2

) y x x y x x x
x

�� � � � � � �  
 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 

 KIMIA_MAHAN                                            09121859780@                               آكادمي رياضي مهندس روحاني   

 17 فصل پنجم، مشتق

�� �
� � � � � � � �

� �

2 22

2 4

2 3 5 2 3 3 5 112
3 5 3 5

x x x xx) y y
x x

� � � �� �� � �
� �

 

 

� �3 25
5 4

3 3
5

sin x) y sin x cos x y cos x sin x
cos x

��� � � � �  

 

� �
3 32 2

223

2 54 5 3 3 3 3 5
3 5

x) y x x sin x y sin x cos x x x
x x

��� � 
 � � � 
 �
�

 

� � � �
� �

2 2

222

2 2

2

2 1 2
1

5 1
2 1

x x x x

xx) y y
x x

x

� �

�
�� � �

�

�

  

 

3اگر    44    
2

11 1g(x) x , f (x)
x x

� � �
� �

f، حاصل باشد  g g f�  .را به دست آوريد ��
 پاسخ:�

� �
� � � �

� � � � � �
23

2 2

1 11 1 1 11 1
x x xxf g g f f g f g x f g g f x

x x x x

� � ��� �� � � �� � 
 � 
 � � � � � � � � �
� � � �

 

 
 

  )89(دي ماه  . (ساده كردن الزامي نيست.)مشتق بگيريد   45    

الف(  � � 1
1

xf x
x
�

�
�

� (ب   � � � 21 3f x sinx tan x� �  

 پاسخ:�

الف(  � � � �1 11
1 2 1

xf x x f x
x x
� �� � � � �
� �

  

(ب  � � � � � � � � � �� �� � � �2 2 21 3 3 2 3 1 3 3 1f x sinx tan x f x cosx tan x tan x tan x sinx�� � � � � � �   
 
 

  )90(خرداد  . مشتق بگيريد    46   

(الف � �
� �323 1

1
x

f x
x
�

�
�

(ب   1 2 3g(x) cos x� �  

� (ج � 2 42 3k x tan x sin x
x

� � �   

 پاسخ:�

الف( � �
� � � � � � � �

� �

2 32 2

2

3 6 3 1 1 3 1
1

x x x x
f x

x

� � � �
� �

�
  

ب( � � 6 3
2 1 2 3

sin xg x
cos x

� �
�

  
 

ج( � � � � � �2
2
42 1 3 2k x tan x cosxsinx

x
�� � � � � �  
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 ) 91خرداد ( . (ساده كردن الزامي نيست) مشتق بگيريد   47    

� �43 3
2

11 2 3 2 5 3 1
sin x) y x ) y x x ) y

x x
� �� � � � � �� � �� �

 

 پاسخ:�

� � � �

2
2

3
3 2

13

13 4 2 2 5
3

y x
x

y x
x

�� � �

� � 
 � �
 

� � � �

� �

2

22

1 1 2
2

1

cos x x x sin x
xy

x

� �
� �

�
 

 
  )92(خرداد  كردن الزامي نيست). (ساده مشتق بگيريد   48    

� �5 3 331y x x y sin x y x cos x� � � � �  

 پاسخ:�

� � � �5 4

2

2
3 2

1 1 5
3

1 3
3

y x x x

y sin xcos x

y ( sin x)(cos x)
x

� � 
 � �

� �

� � � �

 

 

yمشتق تابع     49  sin x� x در3 (
�

2

 )94بهمن – 2(گزينه   كدام است؟ 4

1(
(

3
2  2( �

(
3

� )4 )صفر3   2
(
3

4 

 

y sin x y sin x cos x y ( ) sin ( )cos( )
x

( ( (� �� � � 
 
 
 � � �
(

23 2 21 33 04 2 22
 

 

tanمقدار مشتق تابع  50     xf (x)
x
(

x در� �
1
 )94اسفند-2(گزينه كدام است؟ 4

1( (
� 44 2( (

� 14 3((�4 16   4( (�4 1  

 

                                 

( tan )
( ) tan

( tan ) ( ) ( ) tan tan
tan( ) ( )

( )

�
�

�
� �

� �� � � � � �

2

2

2 2

1 14
4 41 1 2 11 42 4 4 161 14

4 16

x x x
xf x f

x

(( (
( ( ( ((

( (
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uuy                                                                                                                :  مشتق تابع قدر مطلقي  u y
u
�

�� � � 

     
 در مسائل تستي از روش زير استفاده كنيد . 

                                                                                                                                                     
� � � � � �
� � � � � �
� �

) if u a y a u a

) if u a y a u a

) if u a

� �� � �

� � � � �

� �

1
2
3

y��

y��

�

   

 
�اگر        51      �f x x x x x� � � �2 32 �باشد،حاصل  4 �f �  كدام  است ؟   �1

 ) وجود ندارد  4          3)  3        -11)  2           11)  1    
  2گزينه   

                                                                                                     � � � � � � � �
x

f x x x x x x
��

� �� � � � � � � � � � � � �2 3 2
1

1 2 4 2 2 3 4 11  

 �             
                                                                                                                                        � � � � � �f x x a f a , f a� �� �� � � � � �1 1 

xتابع در      a�  (نقطه زاويه دار ) . مشتق ناپذير ا ست 
 
 
 
 

 ولي : 
                                                                                                                                                   � � � �m m

m Nf(x) x a f a�
)

�� � """� �1                                
 

به طور كلي توابع قدر مطلقي به ازاي ريشه ي مرتبه ي اول داخل قدر مطلق ، مشتق ناپذير است . و در ساير ريشه ها مشتق پذير و مشتق      
� تابعآن نيز صفر ا ست .  � � � � � � �n

nf x x x x x ............... x x� � � 
 
 �
2

1 xفقط در   2 x�  مشتق ناپذير ا ست و داريم :  1

                                                                                                                                           � � � � � �nf x f x ..................... f x� � �� � � �2 3   
 
�تابع         52  �f x x� xدر نقطه ي  �1 �مشتق ندارد. مقدار  � � � �f f  � � �f�� ��  )  85كدام ا ست ؟ ( سراسري خارج كشور   ��

xنقطه مشتق ناپذيري تابع  �                  ريشه داخل قدر مطلق ا ست پس داريم :      � � � � � �f f f
x

� � �

�� � �� � � � � �
�

1 1 122 1
� � � � �f f� � �

x
��f� �

�� �� ��� �
�

1 1 122 1
 

 
ا ست  براي مشتق گيري از اين توابع ابتدا آن را به صورت چند ضابطه اي نوشته از آن جايي كه هر تابع شامل قدر مطلق يك تابع چند ضابطه اي 

 . و سپس از هر ضابطه مشتق مي گيريم ، اما در نقاطي كه ضابطه ها تغيير مي كنند ( نقاط مرزي ) از مشتق هاي چپ و راست استفاده مي كنيم 
 

�تابع   �y x a x a� � xدر  � a� . مشتق پذير ولي مشتق دوم تابع در اين نقطه وجود ندارد 
 
 

 عامل صفر كننده پشت قدر مطلق يادت نره !             

  از راه تعريف مشتق اقدام كنيد

a  

a  
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  مشتق توابع براكتي 

 
��در تابع  �y f x� �� � fاگر   � (x)   درx a�     :  پيوسته باشد داريم                             

                                                                                                                                                       � � � �) if f a k Z y a�� * � �1 
 
�                   چهار حالت متصور ا ست                 �) f a k Z� ) �2 
 
xدر  fا لف )    a�   صعودي باشد 

                                                         � �
� �
� �

y a
f a

y a
�

�

� �
� � �

�

y

y
��
�

   

 
xدر  fب )    a�   نزولي باشد 

                                                              � �
� �
� �

y a
f a

y a
�

�

�
�  �

� �

y

y
��
�

  

xدر  fج )    a�   ماكسيمم داشته باشد 
                                                                                      � � � � � �f a ,f a y a�� �� ��  �� � �,f a y a� � ������ ��  

 چون در اين حالت تابع نه پيوستگي چپ دارد نه پيوستگي راست     
 
xدر   fد )    a�  مينيمم داشته باشد 

                                                        � � � � � �f a , f a y a�� �� �� � � �  � � � �, f a y a� � ������ �� �  
 
�تابع       � � �ny x a x� xدر   � a Z�  داريم :  (

nا لف ) اگر               �  تابع پيوسته ولي  مشتق نا پذير  ا ست   1
nب ) اگر                   �  تابع   پيوست و   مشتق پذير است  2

 

  در توابع شامل براكت به شكل زير عمل كنيد    

xابتدا پيوستگي تابع را در نقطه ي  a�  بررسي نموده و در همسايگي اين نقطه مقدار براكت را تعيين كنيد ،  سپس با توجه به نوع پيوستگي
 در صورت وجود به دست  آوريد .  مشتق چپ و راست را

 
�اگر   53    � � �f x x x� �2 �مقدار 1 � � �f f� �� ��1  كدام ا ست ؟ 1
 
 ) قابل تعيين نيست 4          1)  3          2)  2           3)  1  
  4گزينه  
xبه ازاي   � xو تابع داخل براكت صعودي ا ست پس  تابع در داخل براكت صحيح مي شود  1 � فقط پيوستگي راست دارد و پيوستگي چپ   1

 ندارد . بنابراين مشتق راست دار د ولي مشتق چپ ندارد 

                                                                                          � � � �
� �

x

x

f x x

f x
� �

� �

�� � �

� �
1

1

3 3 

 وجود ندارد چون ناپيوسته است 

 وجود ندارد چون پيوستگي راست ندارد 

 وجود ندارد 

 چون پيوستگي چپ ندارد مشتق چپ ندارد
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��نمودار تابع با ضابطه ي    54     � � �f x x x� �� � �+ '� �

1
�روي بازه ي 3 �,3  )  86؟ ( خارج كشور  نيست در چند نقطه مشتق پذير  3,� 

  1  (2                 2  (3                3  (4                  4  (5  
 
    4گزينه  

                                                                                          x k Z x , , x k Z x , ,� ) � � � � ) � �
1 2 5 81 2 3 3 3 3      

�ابع ت �x  در نقاطx ,� 1 �xمشتق ناپذير و تابع  2 ��+ '� �

1
xدر نقاط   3 , ,�

2 5 8
3 3 مشتق ناپذيرند ، زيرا در اين نقاط داخل براكت صحيح مي   3

 شود و تابع ناپيوسته است  ، بنا براين  مشتق ناپذير ا ست .
 
 
�در تابع با ضابطه           �f (x) x x�     مقدار� � � �/ /f f� ��� � �/� f�� �f    87كدام است  ؟ ( سراسري تجربي  ( 

      1  (�1                           2  (                             3  (1                             4  (2 
 : پاسخ   

                                                                                                                             
� �

� � � �

x

x

x

x

lim x x

x
limx x xf lim

x x
lim

x

�

�

�

�

�

�

��

�

� �� �� �

� �� �� � �
� �� � �

� � �� �� � �
�

1

�m x x�

x �
m

�

�� � ������� ������

� � �������

x
lim
�
m

�
��

�
x

x
lim�
�
m

li

��
� � ������� 1� 1� 1

 

 

�تابع حل كنيد :   �� �f (x) x x� xدر  �2 2� ........... 
 ) مشتق راست دارد ولي مشتق چپ ندارد  2      ) مشتق چپ دارد ولي مشتق راست ندارد                      1    
 ) نه مشتق راست دارد ونه مشتق چپ  4            ) مشتق پذير نيست                                               3    

 
 
 
 

�در تابع حل كنيد :     �f (x) x x� �3 �حاصل  9 �f��  كدام ا ست ؟   2
        1  (�24            2  (12        3  (12-               4  (24  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ولي مشتق چپ وراستش متفاوته

 اين يعني پيوسته است 
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 مشتق توابع چند ضابطه اي  
 

در توابع  
�� �

f (x) x a
y

g x x a
�	
� �  
�

�محور اصلي سوالات براي نقاط مرزي دامنه تابع ا ست   �x a�  در اين نقاط اول پيوستگي تابع را چك

 مي كنيم ، سپس با توجه به نوع پيوستگي مشتق مي گيريم .
 
 

�تابع با ضابطه ي    55 � ax bx x
f x

x x

	 � �
� �
 
�

2

3

1
1

fمفروض ا ست ، با فرض   fD D aمقدار عددي   �� b�  كدام ا ست ؟ 

 1  (3              2  (2              3  (1              4  (4 
  1گزينه  

xدامنه تابع مشتق با دامنه تابع برابر است يعني تابع بايد در تمام دامنه تابع مشتق پذير باشد ، به خصوص نقطه ي مرزي دامنه          � 1     
     

                                                                                       � � � � � � � �

x xax bx x a b

f a b f a b

a , b a b

� �

� �

� � � � �

� �� � � � � � �

� � � � � �

2 3
1 1

2

1

1 2 1 1 3 1 2 3

2 1 3

               

 

تا بع        56  
� �� �

� �� �

x x x
f (x)

x x x

	 � � �

� �

 � �  
�

33

2

1 2

1 2
 )  82؟ ( آزاد  نيستدر چند نقطه مشتق پذير  

    1  (2     2  (3     3  (4     4  (5  
  2پاسخ : گزينه 

 

x تابع در  �          پيوسته نيست بنابراين مشتق ناپذير است  :               � � � � � � � �
x x
lim x x lim x x

� �� �
� � � � � � �

3 23 1 2 2 1 2 4� � � � � � � �
x

m x�
��� ��

1 2 2 1 2� � � � � � �x x� � �x limx� � � �  
 

xتابع در  � xمشتق ناپذير است چون ريشه زير راديكال است و مشتقش بي نهايتي مي شود ولي  1 �  از زير راديكال خارج مي شود .  2
 
xتابع در    � xمشتق ناپذير است چون ريشه مرتبه اول داخل قدر مطلق است ولي در  �1 �  مشتق پذير و مشتق آن صفر است .  �2
 
 

�تابع با ضابطه ي:   كنيدحل    �
ax bx x

f x
x x

	 �  
� �
� �
�

3 1
2 4 3 1

 كدام ا ست ؟   bبر روي مجموعه ي اعداد حقيقي مشتق پذير ا ست .    

       1  (1
2

                          2  (1                            3  (3
2

                               4  (2 

 اول بررسي پيوستگي
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 شيب خط مماس بر منحني 
yع بر منحني نمايش تابعاقو a طولاي به  در نقطه  L اگر خط  f(x)�� شدبا مماس، 

 : آيد زير به دست مي ي شيب خط مماس از رابطه
 

� �
x a

f (x) f (a)m tan lim f a
x a�

� �� , � �
�

 
 

            :ائم بر تابع در اين نقطه برابر است بااز طرفي شيب خط ق
� �

1 1m
m f a
� �� � �

�
 

 اي روي منحني: خط مماس و قائم در نقطه ي معادله 

اگر مختصات يك نقطه مانند
� �

a
A

f a
�،روي منحني و مشتق تابع در اين نقطه را بدهند  �� �f a m� معادلات خطوط مماس و  �

 . است قائم بر تابع در اين نقطه به صورت زير

� � � � � � � � � � � �1L : y f a f a x a L : y f a x a
f a
�� �� � � � � �
�

ائمقخط  ي لهمعاد   

 
 

3fبا استفاده از تعريف، مشتق تابع     57     (x) x� را در نقطه دلخواهa حساب كنيد. سپس معادله خط قائم بر نمودار تابع را در نقطه� �1 1A , 
 تمرين كتاب درسي) -93(خرداد  به دست آوريد. 

 پاسخ: �
� � � �

� �

2 23 3
2

23 2

3

1 13 1 3 1 3 1 13 3

x a x a x a

x a x ax af(x) f (a) x af '(a) lim lim lim a
x a x a x a

f(x) x f '(x) x f '( ) m m' L : y (x )

� � �

� � �� �
� � � �

� � �
� �

� � � � � � � � � � � � �

 

 

a خواهيم مماس يا قائم در آن رابنويسيم معلوم كنيد. اي كه مي ) اول مختصات نقطه1
A

f(a)
 

f) از تابع2 (x)مشتق بگيريد وf (a)ست. را تعيين كنيد اين همان شيب خط مماس ا�m f (a)��  و
1m

f (a)
�� �
�

 خوان) شيب خط قائم است. (بعضي وقتا اين مشتق رو از راه تعريف مي 
 شوند: ي خط قائم به شكل زير نوشته مي ي خط مماس و معادله ) معادله3

1

L : y f (a) f (a)(x a)

L : y f (a) (x a)
f (a)

�� � �

�� � � �
�

 

 

 ي خط مماس معادله

  Aي ط مماس در نقطهشيب خ

 خط قائم
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2با استفاده از تعريف مشتق، مشتق تابع     58     1y x�� ي خط مماس بر  مك آن معادلهمحاسبه نمايد. سپس به ك 1اي به طول  را در نقطه �
 خارج كشور) 94(شهريور  واقع بر منحني تابع بنويسيد. 2اي به طول ر نقطهرا د تابعمنحني اين 

 پاسخ:�
2

1 1 1 1

2

1 1 1 1 1 11 1 21 1 1
2 3 2 2
2 1 3

x x x x

f (x) f( ) x ( ) (x )(x )f ( ) lim lim lim lim(x )
x x x

A L : y (x )
( )

� � � �

� � � � � �� � � � � � �
� � �

� � � �
� �

 

2ي خط مماس بر نمودار تابع  معادله   59     
xy

x
�

�
�ي  را در نقطه  �3 3A  )92(خرداد  . به دست آوريد ,

 پاسخ:�

� � � � � �32
2 2 3 2 3
2

y m y y x
x
�� �� � � � � � � � � �
�

  

2مماس بر منحني     60     1f(x) sinx� 6x ي را در نقطه � (
 .دست آوريد واقع بر منحني، به �

 پاسخ:�

6مفروض  ي مختصات نقطه
12 1 02

A

(

� � � �� �
� �

32: و شيب خط مماس برابر است با  2 36 6 2m f cos ( )( (� ��� � � �� �
� �

 : و داريم 

30 3 36 6L : y x y x( (� �� � � � � �� �
� �

 

2منحني تابع     61     1y x x� �  .ديسيبنو A ي خط قائم بر منحني تابع را در نقطه ي . معادلهكند قطع مي A ي ها را در نقطه ضمحور عر �
 پاسخ:�

� � � �

� � � �

0 12 1 0 1 11
1 1 0 1

x
A f x x f m m

y m
L : y x y x

� �� � �� � � � � � � � � �
� �

� � � � � � � � �

  

fبا استفاده از تعريف، مشتق تابع    62    (x) x� �حساب كنيد. سپس معادله خط قائم بر نمودار تابع را در نقطه aرا در نقطه دلخواه 3 �A ,1 1 
 به دست آوريد. 

 

 پاسخ: �

� �� �

� �

x a x a x a

x a x ax af (x) f (a) x af '(a) lim lim lim a
x a x a x a

f (x) x f '(x) x f '( ) m m' L : y (x )

� � �

� � �� �
� � � �

� � �
� �

� � � � � � � � � � � � �

2 23 3
2

23 2

3

1 13 1 3 1 3 1 13 3

 

خط قائم بر منحني  ي معادله   63    
3

12
xy � �� �� �

� �
  )88(خرداد  واقع بر منحني بنويسيد.  2اي به طول  را در نقطه 

 پاسخ:�

� �

� � � �

22 3 3 222 0 2 2 2 3
2 20 2 23 3

xA y m f m
f( )

y x y x

�� �� � �� � � � � �� �� � �
� �

� � � � � � �

 

 خط قائم
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��ي خط قائم بر نمودار تابع  معادله     64    � 32f x x x�  )91(خرداد  واقع بر منحني به دست آوريد.  1اي به طول  را در نقطه �
 پاسخ:�

� � � � � � � �2
1

1 1 11 1 1 6 1 5 1 15 5x
f f x m y x

m�

� � �� �� � � � � � � � � � � �  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

�ي در چه نقاطي از بازه   65     �0 2, f(x)، خط مماس بر نمودار تابع) sinx� محورموازيx.93(خرداد   ها است( 
 پاسخ:�

1 2
30 2 2 2f (x) sinx f (x) cosx cosx cos(k ) x x( ( (�� � � � � � (� � � و �  

 
 

3نقاطي از نمودار تابع    66     23 1f(x) x x� �  را تعيين كنيد كه مماس بر منحني در آن نقاط افق باشد.�
 پاسخ:�

3 2 23 1 3 6 0 3 2 0 0 2f(x) x x f (x) x x x(x ) x x�� � � � � � � � � � � � و �  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3ي خط مماس بر تابع معادله   67    1f (x) x� 1xي در نقطه�  را بنويسيد.�
 پاسخ:�

3
3

21 1 1 3

1 1 0 1 11 1 1 1 01x x x

f (x) f( ) xf (x) x f ( ) lim lim lim
x x (x )

�� � �

� � ��� � � � � � � � �#
� � �

 

1xبنابراين خط مماس بر تابع در 1L ل نقطه است.ي آن همان طو هاست و معادلهyخطي موازي محور� : x � 

fي تابع دامنهدر هر نقطه از  (x)مانندx a� اگر مشتق تابع صفر شود. يعني در اين نقطه خط مماس افقي و موازي محور
xي آن همان عرض نقطه است. هاست. پس معادله 

L : y f(a)�  

 

  

fاگر (a)�� � fيا#� (a)�� � xشود باز تابع در#� aي خط مماس بر  مماس پذير است ولي مشتق پذير نيست و معادله�
 ن طول نقطه است.ي ان هما هاست كه در اين نقطه از منحني عبور مي كند و معادلهyمنحني در اين نقطه خطي موازي محور

L : x a�  
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��نقاطي از منحني تابع     68     � 3 3f x x x� 3را تعيين كنيد كه خط مماس بر منحني در آن نقاط موازي خط  � 1 0y x� �  .باشد �
 پاسخ:�

� � 2 23 1 3 3 3 3 3 6 2y x m f x x x x�� � � � � � � � � � � � �  
 

3مودار تابع از ن نقاطي    69    2 1y x x� �  . شدط موازي نيمساز ربع اول و سوم بارا تعيين كنيد كه خط مماس بر منحني دراين نقا �
)90(شهريور   

 پاسخ:�
)اول و سوم  شود زيرا شيب نيمساز ربع 1بيم كه مشتق تابع در اين نقاط يعني نقاطي را بايد بيا y x  : ت. بنابراين داريماس 1 �(

2 23 2 1 1 1y x x x� � � � � � � � �  
 

1yشيب خط مماس بر نمودار تابع     70   
x

 ) 89ماه  دي( طول يك واقع بر آن به دست آوريد.  اي به را در نقطه �
 پاسخ: �

� � 2
1

1 11 1
x

m f
x x �

� �� � � ��� � � � �� � � �
� � � �

  

 
 دهيد:در جاهاي خالي عبارت مناسب قرار    71    

fي مشتق پذيري تابع الف) دامنه (x) x� . .................... برابر است با 

1g(x)ب) شيب خط مماس بر نمودار تابع
x

1xدر  �  برابر است با ...................... . �

yشيب خط قائم بر نمودار تابعج)  cos
x
(

2xي در نقطه �  برابر است با ..................... .�

 پاسخ:�

(الف � � � �10 0
2f ff (x) x D , f (x) D ,

x ��� � � �# � � � �#  
 

(ب 2
1 1 1g (x) m g ( )

x
�� �� � � � �  

(ج � �2
1 42 14y sin y ( ) m

x mx
�( ( �( � �� �� � �� � � � � � � �� � (� �

 

 
 
 
 

yاگه تو سوال گفت خط مماس بر تابع در كدام نقطه يا در چند نقطه موازي خط mx n� است بايد از تابع مشتق بگيري و �
f اين معادله رو حل كني. (x) m� � 

yمماس بر منحني بر خط اگه گفت در كدام نقطه خط mx n�  ي زير را حل كنيد. عمود است معادله�
1f (x)

m
�� �  

 

 جواب نهايي

 جواب نهايي

 جواب نهايي
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yخط   72      x�� �2 xدر نقطه ي   1 � �بر منحني پيوسته   1 �g x   مماس است آنگاه حاصل� � � �
x

g x g x
lim

x�

� �
�

2

1

3 18
كدام   1

 است ؟

     1   (18                                 2   (9                                     3   (9-                             4  (18- 

 پاسخ 

yخط چون  x� �2 xدر نقطه ي   1 � �بر منحني پيوسته   1 �g x   پس :   مماس است� � � �
� �

g

g

� � �

� �

1 2 1 1 3
1 2

  

 

           � � � � � � � � � � � �� � � �
x x

g x g x g g g
lim HOPlim

x� �

� �� � � �
� � �

�

2

1 1

3 18 2 1 1 3 1 2 3 2 3 2 181 1 1HOPlimHOPlim
x�

HOPlim

تابع و خط در نقطه 
 تماس هم عرضند

 شيب خط مماس 
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 مشتق توابع مركب 
x ي در نقطه g(x) فرض كنيم تابع a�� مشتق پذير و تابع � �f x  در� �g a گاه تابع  آن .مشتق پذير باشد� � � �� �h x f g x� 

xدر  a� و داريم است مشتق پذير : 
� �� � � � � � � �� �h(x) f g x h a g a f g a� � �� � �   

 

� �� � � � � �� � � � � � 1m mf u u f u , u m u u ��� � � �� �  

 
3fمشتق تابع    73    (x) sin( x )� 4xي  در نقطه)  را به دست آوريد.�
 پاسخ:�

2
3 3 3 3

3

2
3

2 3

3
2

3 44 4 3 8 3
2 4

xf (x) sin( x ) f (x) ( x ) cos( x ) cos( x )
x

( )f ( ) cos( ) cos

(� �� ( � � ( ( � (

(�� � ( � ( ( � (
 

  .مشتقات زير را به دست آوريد    74   
 

 پاسخ:�

� �� � � � � �

� �� � � � � �� � � � � �� �
� �� � � � � �� �

� �� � � � � �

2

2 2 2 2

2

3 23 2 2 3 2

2

1 2

2 2

3 1

4 4 5 3 3 8 1 4 5

1 15

) sin x cos x cos x sin x sin x cos x

) sin x x cos x x cos x

) tan cos x sin x tan cos x

) x x x x x x x x

cos x) cos( ) sin( )
sin x sin xsin x

�
� � � �

� �� �

� � � �

�
� � � � � � � � �

� �� � � �� �� � � �
� � � �

 

 

2مقدار مشتق تابع    75    

3 4
xy sin (� �� �� �

� �
3xدر   (

 .به دست آوريد �

 پاسخ:�

3

1 1 2 1 5 1 1 124 3 4 3 4 4 3 2 4 6 4 2 8
x x xy sin cos sin sin

(

� �( ( ( (� � � � � � � � � �� � � � � � � � 
 �� �� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �� �

 

�اگر    76     � � �2 2 2
3x

f h f
lim

h�

� � �
�m مشتق تابع باشد ،� �1f x 5xدر  �  .ا به دست آوريدر �

 پاسخ:�
� � � � � � � � � � � �

� �� � � � � �
5

2 2 2 2 2 22 23 3
1 1 1 2 11 1 24 4 3 62 1

h h

x

f h f f h f
lim lim f f

h h

f x f x f
x

� �

�

� � � � �� �� � � � � � �
�

� �� � �� �� � � � � � �� � � �� � �� �

m lim
h hh

  

2 :باشه يادت 2sinucosu sin u� 
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  .مشتق توابع زير را محاسبه كنيد    77    
 پاسخ:��

� �
� �

� � � � � � � �� �

3
23

3 2 2 3

1 1
3 1

2 2 1 3 2 1 2 1

sin x) f (x) cos x f x
cos x

) g(x) cot x x g x x cot x x

��� � � �
�

�� � � � � � � � � �

 

 

�اگر     78     � 2
1

2 3f x
x

� �
�

1fگاه مشتق تابع  ، آنباشد 
x

� �
� �
� �

2را در  
2x   .آوريد به دست �

 پاسخ:�

� �2 2 22
2

2
2

1 1 1 1 1 1 22 2 2 3 712 3
f f

x xx x
x

� �
� ��� � � � �� � � � � � � ��� � 
 � � 
 �� �� � � � � � � � 
 �� � � � � �� � � �� ��� �� �� �� �

 

22اگر     79     2u sinx , y u u� � 3xي  در نقطه xبر حسب yمشتق  � (
 .را به دست آوريد �

 پاسخ:�

� � � �� �� �
3

1 3 14 4 2 2 2 4 2 2 2 4 3 12 2 2y u u u y cos x sin x cos x (

� �� �� � � �� � � �� � � � � � 
 � � �� �� �� � � �� �� �� � � �� �� �
 

 
 

�اگر    80     � 2 1f x x� � �، مشتق تابع باشد � �25y f x x�  ) 85(هماهنگ كشوري  . تعيين كنيد xرا نسبت به  �
 پاسخ:�

� � � � � � � � � �22 2 2 2 25 5 5 10 1 5 10 1 5 1y f x x y ( x x) f ( x x) y x f x x x x x� � � � �� � � � � � � � � � � � � �  
 
 

�مشتق    81     �3 6 2f x� 1ي  در نقطهx  ؟ كدام است 2به طول  اي در نقطه fشيب خط قائم بر نمودار .است �2برابر  �
 پاسخ:�

� �� �
� �

� � � � � �3 3
23

1

6 6 16 2 6 2 2 2 2 412 43 6 2
x

f x f x f f m m
x

�

� �� � �� � � �� � � � � � � � � � � �� �� ��� �

   

 

2اگر   82     26 2
xu , y sin u(

� � dyمقدار�
dx

4xبه ازاي (
 را به دست آوريد.�

 پاسخ:�
12 2 2 2 6 2 2

1 2 12 4 2 44 2 6 2 4 3 2 6 2

xy (x) ( )( )(u )cos usin u u ( )

xy (x) u sin u y ( ) ( )sin( )( ) y ( ) sin( ) sin

(� � � �� � � � �

( ( ( ( ( (� � � �� � � � � � � � � � � � � �
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  اي تابع: آهنگ تغييرات متوسط و تغييرات آني يا لحظه 
yفرض كنيد تابع f(x)�� ي در بازه� �a,b گاه نسبت شد آنتعريف شده با f (b) f (a)

b a
�
�

fرا آهنگ متوسط تغيير تابع  (x)  در
� ي بازه �a,b گويند مي. 

� � � � � �2 10 0

2 1

f x f xf x x f(x )y y
x x x x x

�� - �- -
� �

- - - �
 

 

 
AB

f (b) f (a)m
b a
�

� �
�

كند شيب خطي كه دو نقطه از منحني را به هم وصل مي   

X- و غييرات متغيريا تنموy-.نمو يا تغييرات تابع است 
 

 گويند.  اي يا آني تابع مي كند، را آهنگ لحظه به سمت صفر ميل مي -xحد آهنگ متوسط تابع هنگامي كهاي:  تغييرات آني يا لحظه
� � � � � �

x

f x x f x dylim f x
x dx- �

� - �
�� �

-
m    

fآهنگ آني  (a)� � 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
�تابع    83     �f x 2ي  با ضابطه 5 4f(x) x x� �  .است داده شده �

 كنيد.تعيين  x) دستور كلي آهنگ متوسط تغيير اين تابع را نسبت به متغير الف
0ا وقتي ) آهنگ متوسط تغيير اين تابع رب 4 3x / , x- �  .را به دست آوريد �
3x) آهنگ آني را در ج  .به دست آوريد �
 پاسخ:�

(الف 
� � � � � �2 25 4 5 4x x x x x xy

x x
� - � � - � � � �-

�
- -

 
 

 (ب
� � � � � � � �� �2 23 0 4 5 3 0 4 4 3 5 3 4 1 2 0 16 2 3 36

0 4 0 4 0 4
/ /y / / /

x / / /

� � � � � � �- � �
� � �

-
 

 

(ج � � � � � � � � � � � �2
33

3 5 4 2 5 11
x

f x x f x
lim f x f x x x

x- �

� - � �� �� � � � � � � �
-

m  

 داده شده ي عني مشتق تابع در نقطهياي، همگي  بر تابع، تغيير آهنگ يا تغيير آني، تغييرات لحظهشيب خط مماس 

�  ي شيب خط مماس در نقطه � تغيير آهنگ                         �� �A a,f a   � � � � � �
x a

f x f a
f a lim m

x a�

�
� � � �

�
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27متحركي با معادله حركت     84    10 2f(t) t t�� �  كند. شروع به حركت مي�
0متحرك در بازه زماني الف) سرعت متوسط 10[ ,  چقدر است؟[

 شود؟ ي زماني برابر مي اي آن در اين بازه لحظه سرعت متوسط متحرك با سرعت لحظه مب) در كدا
 پاسخ:�

سرعت متوسط (الف
210 0 7 10 10 10 2 2 800 8010 0 10 10

m
s

f( ) f ( ) ( ( ) ( ) ) ( )� � � �
� � � �

�
 

اي (ب هسرعت لحظ 14 10 14 10 80 14 70 5f (t) t f (t) t t t� �� � � � � � � � � � �  
 

متر   سانتي 1٠شعاع آن ، آهنگ تغيير حجم كره وقتي متر بر ثانيه افزايش يابد سانتي 2كروي با آهنگ ثابت  كنكهرگاه شعاع يك باد   85    
 .به دست آوريداست را 

 پاسخ:�
�2tR د بنابراين:ياب متر بر ثانيه افزايش مي سانتي 2چون گفته شعاع بادكنك با آهنگ   از طرفي  �

� �3 24 2 4 8 100 8003 t t RV R V R V R� � �� ( � � 
 � 
 ( � ( � (  

fدر تابع   86     (x) x� آهنگ متوسط تغيير تابع وقتيx  اي در نقطه  آهنگ لحظه تغيير كند برابر با 25به  4ازx aشود مي�a  كدام
 است؟
 پاسخ:�

آهنگ متوسط  25 4 25 4 5 2 1
25 4 21 21 7

f ( ) f( )� � �
� � � �

�
  

اي آهنگ لحظه  1 1 1 49
7 42 2

f (x) x
x x

�� � � � � �       

 
 خارج كشور) – 94(خرداد  واحد است به دست آوريد. 8محيط آن آهنگ تغييرات مساحت يك مربع را نسبت به محيط آن براي مربعي كه      87 
 

                        پاسخ:�
2

2 2 24 8 8 14 16 16
pS a P a S S (p) p S (p ) ( )� � � �� � � � � � � � � �� �

� �
 

 
4rآهنگ تغييرات مساحت دايره به شعاع   88     )94(خرداد  را به دست آوريد.�
 پاسخ:�

2
42 8(R) (R) ( )S R S R S� �� ( � � ( � � (  

�ها به صورت xتابع حركت متحركي روي محور    89    �
23 12 9tx t t� � �  .است �

 .حركت متحرك را توصيف كنيد ي ، شيوهالف) با رسم نمودار اين تابع
  .) سرعت متحرك را در هر لحظه بيابيدب
 گيرد؟ فاصله مي مبدأاز  ) متحرك در جهت مثبت حداكثر چه قدرج
 ؟است ، چقدررا دارد مبدأاي كه حداكثر فاصله از  ) سرعت متحرك در نقطهد

 پاسخ:�
(الف  � � � � � � � �23 4 3 3 1 3tx t t t t� � � � � � � �   

  
(ب  � � 6 12tx t� � � �   

(ج  � � � � � �2
2 3 2 12 2 9 3tx � � � � � �   

د(  � � � �2 6 2 12tx �
� � � � �    
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. سطح آب در اين مخزن با چه سرعتي شود ليتر بر ثانيه خارج مي 3 متر، آب با آهنگ 3ي اي شكل به شعاع قاعده استوانهاز يك مخزن     90     
 ؟رود مي پايين

 
 پاسخ:��

 تابعي از زمان ، يعني حجم آب داخل منبع شود ليتر بر ثانيه از استوانه خارج مي 3مطابق فرض مسئله آب با آهنگ  
3V به شكل t� 2Vاز طرفي است.  � R h�  : بنابراين داريم )

 
2

2
2 2 2

3 3 3 13 333 t
V R h tR h t h h h

R R ( )V t
	 � ( � � �� �� ( � � � � � � � � � ��

(( ( (� ��
 

 
 

24Sي از رابطه rمساحت يك كره به شعاع  90     r� اهش يابد آهنگ تغييرات كمتر در ثانيه  سانتي 3 ه با آهنگآيد، اگر شعاع كر به دست مي )
 ) 87كشوري  (هماهنگ ، بيابيد.است سانتي متر 5اي كه شعاع كره  مساحت كره را در لحظه

 پاسخ:�
0: يابد داريم متر بر ثانيه كاهش مي 3چون شعاع كره با آهنگ   3R R t�  باشد. كره مي ي يعني شعاع اوليه 0Rكه در آن  �

� � � �
� � � �

22 2 2
0 0 0

0 0

4 4 3 4 9 6
4 18 6 24 3 24 5 120t

S R S R t t R t R

S t R R t

� ( � � ( � � ( � �

�� � ( � � � ( � � � (
 � � (
 

 
 
 
 
 

 دست آوريد. به، نسبت به محيط آن را غيير مساحت دايرهآهنگ ت   91   
 پاسخ:�

2 2
2

2 2
2

2 4 2 2

PP R R

P P P RS R S S R

� ( � �
(

(� � � �� ( � ( � � � � � �� �( ( ( (� �

  

 
 

3m ث با سرعتاين مثل ي ي قاعده . اگر اندازهداريم 9و قاعده  27مثلثي با مساحت ثابت    92   
s ارتفاع آن با چه سرعتي تغيير  ،كاهش بيابد

 ؟كند مي
 پاسخ:�

� � � �
2

54 31 54 54 16227 22 2 81 81t t
xhS xh h h x

x x
� ��� �� � � � � � � � � �   

 
 

 

 

� است به جاي 5اي كه شعاع كره  در لحظه �0 3R t� :5 اشتيمگذ. 
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 .ع نسبت به محيط آن را محاسبه كنيدآهنگ آني تغيير مساحت يك مثلث متساوي الاضلا    93   
 پاسخ:��

� � � �

2

2

3 32 3 2 4
2 3

3 342 3 24 2 3 6

p a h a S a

adS
a dS daS , p a a

d pd p
da

� � �

� � � � � �
 

 
سايه زده)  ي (مساحت ناحيه Sآهنگ تغييرات  ،شدبا Lاگر طول وتر برابر  .است مركز آن o ي ، و نقطهدر شكل مقابل شعاع دايره واحد   94   

 .حساب كنيد Lبه  نسبترا 
 پاسخ:�

 � � � � � �

� �

12 1
2 2

1 1 11 12 2 2
1 1 1 1
2 2 2 2

OAB

r
OAB OABS r S

S OA OBsin sin sin

S sin S cos

�

.

.
� 
( ""� � .

(
� �� 
 . � . � .� �
� �

�� . � . � � � .

� �OAB� �

 

 

 

 

 
 

آهنگ آني تغيير مساحت  ،باشد )4كه مساحت دايره برابر اي  در لحظه ،متر بر ثانيه بزرگ شود سانتي 5اي با آهنگ آني  اگر شعاع دايره   95    
 ؟است قدر چه
 پاسخ:�

� �

� � � � � � � �

2

2

5 4 2
2 2 2 5 20

t

tt t

R , R R

S R S RR S

� � � ( � ( � �

� � �� ( � � ( � � ( � (
 

 
 
tليتر مايع است. در لحظه   4گنجايش ظرفي     96   � ثانيه از   tسوراخي در ظرف ايجاد ميشود اگر حجم مايع باقي مانده در ظرف پس از    

�رابطه ي   �t
tV � �� �� �

� �

2
4 1 1

t� ����
�
�
��
��

1��
��
�
�
�� 1 �

��
��
��

�متوسط  آن در بازه  به دست مي آيد در چه زماني آهنگ تغيير لحظه اي برابر آهنگ تغيير    �,1 مي   1,� 

 شود  ؟ 

                                         

� � � � � �
V V t t, V t

t t

� � � � � �� �� � � ��� � � � � � �� �� � � �� � �� � � �

� � � �

1 4 4 1 8 48 1 11 1 1 1 1 1 1 1

2 1 55

� � �V� t t� �� ��� ��� ��
�
��
��V t�4 1 8 4� � t tV t�� �� �� � � ���� �� �� ��1�1 �

�
��
� �

��
�8 ���� ��� 4 1�� ���� ���� 1�� �

�
��
� �

��
��
��
�
�� ��� ����

�
� �� ��

��
� �

��
��
��
�

�, V t�� 1 1� �
�
��
� �

��81 1 1 1 1 1 1� �, �
� � �� ��

��
� �

��
� ��

��
�

� � ���, V t�� � 11� �� �8
�
��

�
��
��
��
�

1� ��
�
��

�
��
��
��
�1���� ��
��
��
��
�

1� ��

1�

  

 
 
 
 
 
 
 
 

 قطاع

 مثلث

 هاشور زده

 

 

 مساحت ارتفاع محيط

 

 حالا آهنگ تغيير رو مساوي تغييرات متوسط قرار مي ديم 
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1xي، در نقطهxي، آهنگ متوسط تغيير تابع نسبت به تغيير متغيردر تابع با ضابطه       97  0/با نمو� اي تابع در اين ، از آهنگ لحظه44

 )94-تر است؟(خارجقدر كمنقطه، چه

1(1
30

 2(1
24

 3(1
12

 4(1
6

 

 صحيح است. 4ي پاسخ گزينه    

                                                              

/
f ( / ) f ( ) /

/ /

��
� � �

�

0 44 01 44 1 51 2
1 44 1 0 44  آهنگ متوسط تغيير  6

   
x (x )

xf (x) f ( )
x

� �
� �� � � �

1 1
2 1  آهنگ لحظه اي  1

�                                                                                                                                            اختلاف اين دو مقدار برابر است با: �
5 11 6 6 

fاگر   98  (x) x x x� �� � � �
3 fباشد، مقدار22 ( ) f ( )� �� ��2  )94-، كدام است؟(خارج2

1(2� 2(1� 3(1 4(2 
 ) صحيح است. 2ي (پاسخ گزينه       

xينبنابرا شود؛نزديك مي 2نيز از راست به  x2نزديك شود، 2 از سمت راست بهxاگر �� � � ��� � � �
22 -. پس در اين همسايگي، تابع به4

fصورت: (x) x x� �3 شود و نزديك مي 2از چپ به2xشود،مي: شود  نتيجه نزديك 2از سمت چپ به xاگر فرض كنيمو   است.4

xبنابراين: �� � � �� �� � � �
22 4 fپس:3 (x) x x� �3 3                            : x

x

lim f(x) x x f ( )

lim x x f( )

�

�

�

�

� � � � � � �

� � � � � �

3

2
3

2

4 2 2 2 2 2

3 2 2 2 2
   

fدر نتيجه  (x) x f ( ) ( )�� �� � � � � �2 23 4 2 3 2 4 پيوستگي چپ ندارد پس مشتق چپ ندارد و در گزينه ها  ولي چون  2
 گزينه درست نيست . 

xfيدر تابع با ضابطه    99   (x)
x
�

�
�

4 5
، حاصل3

h

f ( h) f ( )lim
h�

� �
0

1  )95(كنكور خارج از كشور  ، كدام است؟1

1(7
48

 2(5
24

 3(7
24

 4(7
16

 

 ) صحيح است.1ي (پاسخ گزينه      

                                                                                                                                                              
x

f ( h) f (h)lim f ( )
h�

� � ��
0

1 1 

                                                                                                                 مشتق تابع هموگرافيك:
ax b ad bcy y
cx d (cx d)

� ��� � �
� � 2

  

x x x ( ) ( ) xf (x) f (x)
x x x (x ) x

� ��� � � � �� � � � � � � ��� � � 
 
 �� 
 
� � � � � � � �� � � � �� � � � � � � �

1 1 112 2 2
2

4 5 1 4 5 4 5 1 4 3 5 1 4 5
3 2 3 3 2 3 3  

 

f ( )
( )

�
� � � �� � 
 
 � 
 �� 
 � 
 �� � � �
� � � �

1 1
2 2

2
1 7 9 7 4 7 4 7 2 71 2 4 4 32 9 32 9 32 3 48  
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 اين سوالارو با توضيحات داده شده ميتوني حل كني.
2نمودار تابع - 1f(x) x x� � �  كنيد و نقاط مشتق ناپذيري آن را تعيين كنيد.را رسم �

�مشتق تابع  - � 23 4f x x x�  .ا به كمك تعريف مشتق محاسبه كنيدر �

 .درا به دست آوري 5، براي مربعي به قطرمساحت مربع نسبت به قطر آنرات آهنگ تغيي -
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 هاي ضروري مشتق: فرمول
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