
مبحثدرس

نام و نام خانوادگی

1
  حاصل  کدام است؟

x→۴
lim

 − ۱۳ −  x

۳x − ۱۰x − ۸۲

-96 (2 -112 (1

-72 (4 -84 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1397

2
، کدام است؟ f(x)تعداد نقاط ناپیوستۀ نمودار تابع با ضابطۀ  = +

۱ + ۳ x + ۱
۳ − x + ۴

x + ۵
۱

1 (2 صفر (1

3 (4 2 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1397

، در بازۀ  کدام است؟3 f(x)تعداد نقاط ناپیوستۀ تابع با ضابطۀ  = [x −  ] +
۳
۱

[x +  ]
۳
۲

[−  ,  ]
۳
۵

۳
۵

3 (2 2 (1

5 (4 4 (3

از کشور 1397 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

4
، کدام است؟ ، حاصل  nفرض کنید  ∈ N

n→+∞
lim

۲ + ۳ × ۲۲n+۱ ۱−۲n

۲ − ۲۲n+۱ ۱−۲n

(2 (1

(4 (3

۱
۳
۱

−
۳
۱−۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1399

5
، کدام است؟ ، حاصل  nفرض کنید  ∈ N

n→+∞
lim

۲ × ۳ + ۳۲n −۲n+۱
۳ − ۳۲n −۲n+۱

(2 (1

(4 (3

+∞
۲
۱

۰−
۲
۱

از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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6
، مقدار  کدام است؟ f(x)اگر و  = {

ax − ۱ ; x < ۱
x + ۲a ; x ≥ ۱۲ f(x) −

x→۱+
lim  f(x) =

x→۱−
lim −۱a

-3 (2 -4 (1

-1 (4 -2 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1386

، کدام است؟7   حاصل 

x→(−۲)−
lim

x + ۲
[x] + ۳

(2 (1

(4 صفر (3

−∞−۱

۱

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

، کدام است؟8 f(x)تعداد نقاط ناپیوستگی تابع  = [x] sinπx ; ∣x∣ ≤ ۲

2 (2 3 (1

صفر (4 1 (3

از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

9
، فقط یک مجانب قائم  دارد. اگر  باشد، معادلۀ مجانب افقی نمودار تابع با ضابطۀ 

آن، کدام است؟

f(x) =  

۲x + bx + c۲
ax + ۷x۲

x = ۲f(۳) = ۶

(2 (1

(4 (3

y = −۱y = −
۲
۱

y =
۲
۱

y =
۲
۳

از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

10
، کدام است؟ حاصل

x→۰−
lim

۱ − cos x
 −۲ + ۳x ۲ − x

(2 (1

(4 (3

−۲− ۲

۲۲

از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، بر  بخش پذیر است. در این حالت باقی ماندۀ11 ، چندجمله ای  به  ازای یک مقدار 

، کدام است؟  بر 

aP (x) = ۲x +۴ ax +۳ ۲x −۲ ۳x۲x − ۱
P (x)x + ۲

-8 (2 -10 (1

6 (4 4 (3

از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

Nomreyar.com | وبسایت آموزشی نمره یار



12

، پیوسته است؟ ، در  ، تابع با ضابطۀ  af(x)به  ازای کدام مقدار  =  

⎩⎪
⎨
⎪⎧

 ; x
cos x۲

۲sin x − sin x − ۱۲

=
۲
π

a ; x =
۲
πx =  

۲
π

(2 (1

(4 (3

۱/۵۱

−۱−۱/۵

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

13
، کدام است؟ f(x)تابع با ضابطۀ  را در نظر بگیرید. اگر  باشد، آنگاه  =  

ax + ۷x − ۲۳ ۲
۴x − ۶x + ۱n ۲

 f(x) =
x→∞
lim ۲ f(x)

x→ ۲
۱

lim

(2 (1

(4 (3

−
۱۷
۴

−
۱۷
۶

−
۱۲
۵

−
۱۱
۶

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، به ترتیب 3 و 1 باشند. باقی ماندۀ تقسیم14 فرض کنید باقی ماندۀ تقسیم چندجمله ای  بر  و 

، کدام است؟  بر 

p(x)x − ۴x + ۲
p(x ) +۲ ۴p(−x)x − ۲

(2 (1

(4 صفر (3

۷۱

−۱

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

15
،  و  است.  کدام است؟ f(x)نمودار تابع  دارای خط های مجانب  =  

ax + bx + c۲
−۲x + ۳x۲

y = −۱x = −۲x = ۱f(−۱)

1/5 (2 1/25 (1

-1/5 (4 1/75 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1399

16
، کدام است؟ ، یک تابع همواره پیوسته باشد. مقدار  f(x)فرض کنید  =  {

(x − ۱)[x] ; ∣x − ۱∣ < ۱
x + ax + b ; ∣x − ۱∣ ≥ ۱۲a

(2 (1

(4 (3

−
۲
۳−۱

۱
۲
۵

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1399

17
، کدام است؟   حاصل 

x→۱
lim

۲x − ۳x + ۱
۲x − ۷  + ۵x

-1/2 (2 -1/5 (1

-0/6 (4 -0/8 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1399

Nomreyar.com | وبسایت آموزشی نمره یار



18،   باقی ماندۀ تقسیم چندجمله ای  بر  و  به  ترتیب 8 و 5 است. باقی ماندۀ تقسیم  بر 

کدام است؟

P (x)x − ۱۲x + ۱P (x)۲x −۲ x − ۱

(2 (1

(4 (3

−x + ۴x + ۳

۲x + ۶۲x − ۳

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1399

19
، کدام است؟ f(x)تابع با ضابطۀ  را در نظر بگیرید. اگر  باشد، آنگاه  =  

۴x − ۱۲n

ax −  

۳ x − ۱۲
 f(x) =

x→∞
lim  

۶
۱

 f(x)
x→۳
lim

(2 (1

(4 (3

۲۴
۱

۱۸
۱

۱۲
۱

۳۶
۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

، آنگاه باقی ماندۀ تقسیم20 ، بخش پذیر باشد. اگر  فرض کنید چندجمله ای  بر 

 بر  کدام است؟

p(x)x −۲ ۱Q(x) = p(x − ۱) + p(۱ − x)

Q(x)x − ۲

صفر (2 (1

(4 (3

−۱

۱۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

21
، کدام است؟ ، اگر  باشد، آنگاه حد  وقتی  f(x)در تابع با ضابطۀ  =  

۲x + ۲
ax +  ۴x + ۵۲

 f(x) =
x→+∞
lim  

۲
۵

f(x)x → −۱

(2 (1

(4 (3

۳
۲

۶
۵

۲
۳

۴
۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1395

f(x)تعداد نقاط ناپیوستگی تابع با ضابطۀ  روی بازۀ  کدام است؟22 = sin(x − [x])π(۲, ۶)

1 (2 صفر (1

3 (4 2 (3

از کشور 1384 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

f(x)دو تابع با ضابطۀ  و  مفروض اند، تعداد مجانب های نمودار تابع  کدام است؟23 =  

x + x
x + ۱

g(x) =  

x − x
۱ − x

(f + g)

1 (2 صفر (1

3 (4 2 (3

از کشور 1385 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

Nomreyar.com | وبسایت آموزشی نمره یار



xباقی ماندۀ تقسیم عبارت  بر  برابر 4 است،  کدام است؟24 −۴ ax +۳ x +۲ ۲ax + ۱x + ۱a

-1 (2 -4 (1

4 (4 1 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1380

، آنگاه  کدام است؟25 f(x)اگر  و  =  

x − ۴x + ۳۲
۲x + ۵

g(x) = ۲x
 g(f(x))

x→۱+
lim

1 (2 صفر (1

(4 (3+∞
۲
۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1384

26
، حاصل  کدام است؟ f(x)در تابع با ضابطۀ  = x − x + ۱۲

 f  −  

x→۰−
lim (

x
۱

x۳
۱

)

صفر (2 (1

موجود نیست (4 (3

−۱

−∞

از کشور 1389 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

27
دو تابع با ضابطۀ  و  مفروض اند. اگر  و  محل تلاقی مجانب های منحنی تابع 

و  مبدأ مختصات باشد، مساحت  کدام است؟

f(x) =  

x + ۲
x + x۲

g(x) =  

x − ۱
x۲

AB(g − f)

OOAB

4 (2 3 (1

6 (4 5 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1385

ff(x)تابع  با ضابطۀ  روی بازۀ  در چند نقطه ناپیوسته است؟28 = (x − ۳)  x − ۱[
۳
۱

](۰, ۹)

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1385

29

af(x)به ازای کدام مقدار  تابع با ضابطۀ  بر روی  پیوسته است؟ =   

⎩⎪
⎨
⎪⎧ ; x < −۱

x + ۱
۲ −  ۳ − x

ax + ۱ ; x ≥ −۱
R

(2 (1

(4 (3

۲
۱

۴
۳

۴
۵

۲
۳

از کشور 1387 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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30
+حاصل کدام است؟  

x→−۴
lim (

x + ۳x − ۴۲
x + ۱۹

x + ۴
۳

)

(2 (1

(4 (3

۵
−۴

۳
−۲

۵
۲

۳
۲

از کشور 1386 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، آنگاه  کدام است؟31 f(x)اگر  و  = ۲  x
۱

g(x) =  

x + ۱
۲x − ۳

 (gof)(x)
x→۰−
lim

(2 (1

(4 (3

−۳−۱

۲
۳۲

از کشور 1386 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

32
، خط مجانب افقی خود را در نقطۀ  قطع می کند، فاصلۀ نقطۀ  از خط مجانب نمودار تابع با ضابطۀ 

قائم کدام است؟

f(x) =  

(x − ۱)۲
۲x − ۳x۲

AA

(2 (1

(4 (3

۲
۱

۲
۳

۱۲

از کشور 1388 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

f(x)تابع با ضابطۀ  روی بازۀ  پیوسته است، بیشترین مقدار  کدام است؟33 = [x −۲ ۳][۲, ۲ + k)k

(2 (1

(4 (3

 −۲ ۱ −۵ ۲

 −۳ ۱۲

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1388

34
axیک همسایگی به مرکز  و شعاع بیشترین مقدار ممکن، زیر مجموعۀ  است.  کدام است؟ :    > ۱{

∣
∣
∣
∣

۲x − ۱
x − ۳

∣
∣
∣
∣

}a

(2 (1

(4 (3

−
۴
۳

−
۳
۱

۳
۱

۶
۱۱

از کشور 1389 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

قلمچی ریاضی و فیزیک چهارم آزمون شماره 3 1396

35
اگر تابع با ضابطۀ  روی  پیوسته باشد، نمودار این تابع خط  را با کدام عرض قطع

می کند؟

f(x) = {
ax + b ; ∣x∣ ≥ ۱
x [x] ; ∣x∣ < ۱Rx = ۳

(2 (1

2 (4 1 (3

−۲−۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1390

Nomreyar.com | وبسایت آموزشی نمره یار



36
، در نقطۀ  پیوسته است؟ af(x)به ازای کدام مقدار  تابع با ضابطۀ  =  

⎩
⎨
⎧ sin  ; x  ۰

x
π

=

a ; x = ۰
x = ۰

صفر (2 (1

هیچ مقدار  (4 1 (3

−۱

a

از کشور 1390 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

37
، حاصل  کدام است؟ f(x)در تابع با ضابطۀ  =  {

 x > ۰۱ − x
−  x ≤ ۰۱ + x

 f(x −
x→۰−
lim ۳ x)

1 (2 (1

موجود نیست. (4 صفر (3

−۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1389

۳a)در همسایگی محذوف به صورت  شعاع همسایگی کدام است؟38 − ۷ , a + ۵) − {۳}

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1389

39
 حد عبارت  وقتی  کدام است؟

۲x −  x + ۱۲۲

∣x − x − ۲∣۲
x → ۲−

-2 (2 -3 (1

3 (4 2 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1390

xحد عبارت در کدام حالت متناهی نیست؟40  [
x
۱

]

(2 (1

(4 (3

x → ۰−x → ۰+

x → −∞x → +∞

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1393

=اگر  باشد،  کدام است؟41
x→۲
lim

x + ax + b۲
۲x − ۵

−∞a + b

صفر (2 -1 (1

2 (4 1 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1398

Nomreyar.com | وبسایت آموزشی نمره یار



42

، بر روی مجموعۀ اعداد حقیقی، پیوسته است؟ ، تابع با ضابطۀ  afبه ازای کدام مقدار  x =( )   

⎩⎪
⎨
⎪⎧ ; x > ۲

x −  x + ۲
۳x − ۶

ax − ۱ ; x ≤ ۲

2 (2 1/5 (1

3 (4 2/5 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1398

43
yفاصلۀ نقطۀ تلاقی مجانب های منحنی به معادلۀ  از مبدأ مختصات کدام است؟ =  

x − ۳x + ۲۲
x −  x

2 (2 (1

5 (4 (3

۲

۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1385

44

، در نقطۀ  فقط از چپ پیوسته است؟ ، تابع با ضابطۀ  afبه ازای کدام مقدار  x =( )  

⎩⎪
⎨
⎪⎧ ; x  − ۲

x + ۲∣ ∣
۸ + x۳

=

a ; x = −۲
x = −۲

-6 (2 -12 (1

12 (4 6 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

45
، کدام بیان درست است؟ fدر مورد تابع با ضابطۀ  x =( )  

x + x∣ ∣
x − ۱۲

(2 (1

(4 (3

 f x =
x→۰−
lim ( ) +∞ f x =

x→۰−
lim ( ) −∞

 f x =
x→۰+
lim ( ) +∞ f x =

x→۰+
lim ( ) −∞

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

46

، در نقطۀ  پیوسته است؟ f(x)تابع با ضابطۀ  به  ازای کدام مقدار  =  

⎩
⎨
⎧

 ; ۰ ≤ x <
cos ۲x

۱ − tan x۲

۴
π

a cos ۳x ;  ≤ x ≤
۴
π

۲
πax =

۴
π

(2 (1

(4 (3

−۲ ۲−۱

۲۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1393

Nomreyar.com | وبسایت آموزشی نمره یار



47
،  فقط دو خط مجانب دارد. مختصات نقطۀ تلاقی مجانب ها کدام می تواند منحنی به معادلۀ

باشد؟ 

a  =� ۰y =  

ax + ۴x − ۱۲
x + ۳x۲

(2 (1

(4 (3

 ,  (
۲
۱

۴
۱

) ,  (
۲
۱

۴
−۱

)

,  (
۲

−۱
۴
۱

),  (
۲

−۱
۴
−۱

)

از کشور 1387 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

48
، تابع با ضابطۀ  در  پیوسته است؟ af(x)با کدام مجموعه مقادیر  =  {

; x ≥ −۱
x + a

۱

x + ax ; x < −۱۲
x = −۱

(2 (1

(4 (3

{۱,  }۲{۱ +  , ۱ −۲ }۲

∅R

از کشور 1387 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

49
حاصل  کدام است؟ 

  

x→  ۴
π

lim
sin(x −  )

۴
π

۱ − tan x

-1 (2 -2 (1

2 (4 1 (3

از کشور 1387 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

50
، در نقطۀ  پیوسته است؟ f(x)تابع با ضابطۀ  به  ازای کدام مقدار  =   

⎩
⎨
⎧

 ; x  = ۲
۲ − x

x −  ۲x
�

a ; x = ۲
ax = ۲

-1 (2 -2 (1

1 (4 (3−
۲
۱

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1387

51
=اگر  باشد، آنگاه  کدام است؟ (نماد  به مفهوم جزء صحیح است.)

x→  ۶
۱ +

lim
ax + b

[۴cos πx] − ۱۲x۲

۲
۱

a + b[ ]

(2 (1

12 (4 10 (3

−۲۰−۱۶

از کشور 1392 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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52
، در نقطۀ  پیوسته است؟ af(x)به ازای کدام مقدار  تابع با ضابطۀ  =   

⎩
⎨
⎧

 ; x  ۱
x − ۱

 

۳ ۱ −  x
=

a ; x = ۱
x = ۱

(2 (1

هیچ مقدار  (4 (3

۲
−۱

۶
۱

۳
۱a

از کشور 1392 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

53
، وقتی  کدام است؟ ]+ حد عبارت 

x
sin x

] ۲  [
sin x

x
]x → ۰

2 (2 1 (1

حد ندارد. (4 3 (3

از کشور 1392 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

54
، نسبت به مجانب افقی خود، در بی نهایت کدام وضع را دارد؟ f(x)نمودار تابع  =  

x + ۲x۲
۲x − x − ۲۲

(1

(2

(3

(4

از کشور 1398 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

55
f(x)تابع با ضابطۀ  از نظر پیوستگی در دو نقطه به طول های 1 و 1- چگونه است؟ =   

⎩
⎨
⎧

 ; ∣x∣ > ۱
x + ۱
x − ۱۲

۲x ; ∣x∣ ≤ ۱

در 1- ناپیوسته، در 1 پیوسته (2 در 1- ناپیوسته، در 1 ناپیوسته (1

در 1- پیوسته، در 1 ناپیوسته (4 در 1- پیوسته، در 1 پیوسته (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1388

56
، کدام است؟    حاصل 

x→ ۴
۳π

lim
cos ۲x

tan x − ۱۲

(2 -2 (1

2 (4 1 (3

۲
۱

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1388
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57

، در  پیوسته است؟ f(x)تابع با ضابطۀ  به  ازای کدام مقدار  =   

⎩⎪
⎨
⎪⎧ ; x  ۱

x − ۱
∣x + x − ۲∣۲

=

a ; x = ۱
ax = ۱

-3 (2 هر مقدار  (1

هیچ مقدار  (4 3 (3

a

a

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1390

58
، کدام ، آنگاه تعداد نقاط ناپیوستۀ تابع  روی بازۀ  اگر  و 

است؟

f(x) = [x] + [−x]g(x) =  {
f(x) ; x ∈ Z/

f(x) − ۱ ; x ∈ Zg[−۴, ۴]

2 (2 1 (1

صفر (4 3 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1392

59
= اگر  باشد، آنگاه  کدام است؟ ۲

x→ ۴
π

lim
cos(x +  )

۴
π

 −  cos x sin x a
a

(2 (1

(4 (3

−
۲
۱

−
۴
۱

۴
۱

۲
۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1392

60
اگر تابع با ضابطۀ با شرط  بر روی مجموعه اعداد حقیقی پیوسته باشد، 

کدام است؟

f(x) = {
ax + b ; x > ۲
x + bx − ۱ ; x < ۲۲f(۲) = ۵a

1 (2 -1 (1

3 (4 2 (3

از کشور 1391 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

61
، کدام است؟   حاصل 

x→  ۴
π

lim
cos ۲x

tan x − ۱

(2 -1 (1

1 (4 (3

−
۲
۱

۲
۱

از کشور 1391 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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، آنگاه نقطۀ تلاقی مجانب های تابع  کدام است؟62 f(x)اگر  و  =  

۲x + ۱
x + ۳

g(x) =
x + ۲
۲x − ۱

fog

(2 (1

(4 (3

(−۱, ۰)(−۱, ۱)

(−۲, ۲)(۰, ۱)

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1391

، در نقاط  از نظر پیوستگی چگونه است؟63 f(x)تابع با ضابطۀ  = (−۱) sin  x[x]

۲
π

x ∈ Z

فقط در اعداد فرد پیوسته (2 فقط در اعداد زوج پیوسته (1

همواره پیوسته (4 همواره ناپیوسته (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1393

64
، وقتی  کدام است؟ ( نماد جزء صحیح است) + حد عبارت   

x − ۲x۲
x + ۲

۲ − x
۲ x[ ]

x → ۲−[ ]

(2 (1

(4 1 (3

−∞−
۲
۱

+∞

از کشور 1392 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

65

f(x)به ازای کدام مقدار a تابع با ضابطۀ  در نقطۀ  پیوسته است؟ =   

⎩⎪
⎨
⎪⎧ ; x  ۰

sin x۲
cos x −  cos x

=

a ; x = ۰
x = ۰

(2 (1

a هیچ مقدار (4 (3

−
۴
۱

−  

۲
۱

۲
۱

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1395

66
، تابع با ضابطۀ  در بازۀ  پیوسته است؟ af(x)به  ازای کدام مقدار  =  

⎩
⎨
⎧ ; x  =

۲x − π
sin ۲x

�
۲
π

a ; x =
۲
π[۰, ۲π]

صفر (2 -1 (1

1 (4 (3
۲
۱

از کشور 1392 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

به ازای مقداری از a، چندجمله ای  بر  بخش پذیر است. کوچک ترین ریشۀ معادلۀ 67

کدام است؟

f(x) = x +۴ ax −۳ ۸xx + ۲f(x) = ۰

(2 (1

(4 (3

۱ − ۳۱ − ۵

−۱ − ۳−۱ − ۵

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1394
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68

، در نقطۀ  پیوسته است؟ f(x)به ازای کدام مقدار a، تابع با ضابطۀ  =   

⎩⎪
⎨
⎪⎧۳x − x ; x < ۲[ ]

a ; x = ۲
x + ۲ ; x > ۲

x = ۲

4/5 (2 4 (1

a هیچ مقدار (4 5 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1392

، کدام است؟ (نماد  به مفهوم جزء صحیح است)69 ، وقتی  sinحد عبارت   [cos  ] −
۲
x

۲
x

cos x[sin ۲x]x → π[ ]

صفر (2 -1 (1

حد ندارد. (4 1 (3

از کشور 1395 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

70
−حاصل کدام است؟   

x→−۲
lim (

۲x + ۵x + ۲۲

۳
x − ۴۲

۴
)

(2 (1

(4 (3

−
۱۲
۷

−
۱۲
۵

۱۲
۵

۱۲
۷

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1393

، در بازۀ  کدام است؟71 f(x)تعداد نقاط ناپیوستۀ تابع با ضابطۀ  = [x ]۲[−۱, ۲]

4 (2 3 (1

6 (4 5 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1395

72

، از نظر پیوستگی در  چگونه است؟ fتابع با ضابطۀ  x =( )  

⎩⎪
⎨
⎪⎧ ; x  ۲

۲ x − ۲∣ ∣
x − ۴۲

=

۲ ; x = ۲
x = ۲

پیوسته (2 از چپ پیوسته (1

از راست پیوسته (4 از چپ ناپیوسته و از راست ناپیوسته (3

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، وقتی  کدام است؟ (نماد  به مفهوم جزء صحیح است.)73 sin(x]حد عبارت  −  )] cos ۳x +
۳
π

[tan x]۲x →  

۳
π

[ ]

2 (2 1 (1

حد ندارد. (4 3 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1395
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)حاصل کدام است؟ 74  −  )
x→۲
lim

x − ۲x۲
۶

x − ۲
x + ۱

(2 (1

(4 (3

−
۲
۵

−
۲
۳

۲
۱

۲
۳

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1396

  حاصل  کدام است؟75

x→+∞
lim

x − x + ۲x۲

۱

(2 (1

(4 (3

۱−۱

۲
۲
۱

از کشور 1384 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

76
، به ازای کدام مقدار  روی مجموعۀ اعداد حقیقی پیوسته است؟ (نماد  تابع با ضابطۀ

به مفهوم جزء صحیح است)

f(x) = {
[x] + [−x] ; x ∈  Z/
a ; x ∈ Za[ ]

1 (2 (1

همواره ناپیوسته (4 0 (3

−۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1396

77
، کدام است؟  حد عبارت  وقتی 

۱۲ + ۶  

۳ x
x + ۱۰x + ۱۶۲

x → −۸

-18 (2 -24 (1

-6 (4 -12 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

78
حاصل کدام است؟

x→−۱
lim

۲ − ۲ + ۳ − x

۲x + ۵x + ۳۲

12 (2 8 (1

24 (4 16 (3

از کشور 1397 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

79
  حاصل  کدام است؟

x→۲+
lim

x − ۴x + ۴۲

۲ −  

۳ x + ۶

(2 (1

(4 (3

−
۶
۱

−
۱۲
۱

۱۲
۱

۶
۱

از کشور 1393 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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، کدام است؟ 80 ) حاصل  −  )
x→−۱
lim

x − ۱۲
۲

x + ۱
x

(2 (1

(4 1 (3

−۲−
۲
۳

۲
۳

از کشور 1396 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

81
، کدام است؟   حاصل 

x→۱+
lim

x + cos πx[ ]
sin πx۲

(2 (1

(4 (3

۱۲

π۲π

از کشور 1398 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

82
، بر روی  پیوسته است.  کدام است؟ ، تابع با ضابطۀ  abfبه ازای مقادیری از  و  x =( )   {

x x ; x < ۱[ ] ∣ ∣

ax + b ; x ≥ ۱∣ ∣
Ra

(2 (1

(4 (3

−
۲
۳−۱

−
۲
۱

۲
۱

از کشور 1398 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

83
، به ازای کدام مقدار  در نقطۀ  پیوسته است؟ f(x)تابع با ضابطۀ  =  

⎩
⎨
⎧ ; x  = ۰

۱ −  ۱ − x
x

�

a ; x = ۰
ax = ۰

(2 (1

2 (4 1 (3

−۲−۱

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1396

، کدام بیان درست است؟84 f(x)در مورد تابع با ضابطۀ  =  

۱ + ۲ cos x
sin x

(2 (1

(4 (3

 f x =
x→  ۳

۲π +
lim ( ) −∞ f x =

x→  ۳
۲π +

lim ( ) +∞

 f x =
x→  ۳

۲π −
lim ( ) −∞ f x =

x→ ۳
۴π

lim ( ) +∞

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

85
، کدام است؟   حاصل 

x→  ۴
۳π −

lim
۱ + sin ۲x

۱ − tan x۲

(2 (1

(4 (3

−۲ ۲− ۲

۲۲ ۲

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1397

Nomreyar.com | وبسایت آموزشی نمره یار



fاگر  باشد، حاصل  کدام است؟86 x =( ) ۲x + ۴x + x۲
 f x

x→−∞
lim ( )

(2 (1

صفر (4 (3

−۱−
۲
۱

−
۴
۱

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

، کدام است؟87 fاگر  باشد، حاصل  x =( ) x − ۴x + x۲
  

x→−∞
lim

x
f x( )

-1 (2 -2 (1

3 (4 2 (3

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

88

، تابع با ضابطۀ  بر روی مجموعه اعداد حقیقی بزرگ تر از 1، به  ازای کدام مقدار 

پیوسته است؟

af(x) =   

⎩⎪
⎨
⎪⎧ sin  ; ۱ ≤ x ≤ ۶

x
π

a + cos  ; x > ۶۲
۳۶
πx

(2 (1

(4 (3

−
۲
۱

−
۴
۱

۴
۱

۲
۱

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1394

89
، تابع با ضابطۀ  بر روی مجموعۀ اعداد حقیقی پیوسته است؟ af(x)به  ازای کدام مقدار  =  {

x + ax − ۵ ; x > ۲۲

ax − ۱ ; x ≤ ۲

هیچ مقدار  (2 هر مقدار حقیقی  (1

فقط  (4 فقط  (3

aa

a = −۲a = ۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1391

90

، بر روی بازۀ  پیوسته است؟ f(x)به ازای کدام مقدار a، تابع با ضابطۀ  =  

⎩⎪
⎨
⎪⎧ ; ۰ ≤ x <

cos x
cos ۳x

۲
π

sin ۵x − a ;  ≤ x ≤ ۲π
۲
π[۰, ۲π]

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

از کشور 1394 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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=اگر  باشد،  کدام است؟91
x→۳
lim

۲x + ax + b۲
x − ۴

−∞a + b

3 (2 -3 (1

12 (4 6 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1393

  حاصل  کدام است؟92

x→ ۲
π +

lim
cot x
tan x

صفر (2 (1

(4 1 (3

−∞

+∞

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1380

93
، وقتی  برابر 2- است.  کدام است؟  حد کسر  با شرط 

mx − mx + n − ۱n−۲
x + nx + mm+۳

n > ۳x → ∞m + n

4 (2 3/5 (1

5 (4 4/5 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1384

94
، خط به معادلۀ  از نقطۀ تلاقی مجانب های تابع  می گذرد؟ ayبه ازای کدام مقدار  = x + ay =

x + x − ۲۲
۲x − ۲x۲

(2 (1

4 (4 2 (3

−۴−۲

از کشور 1385 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

95
  حاصل  کدام است؟

x→+∞
lim

۳x + x
x −  ۴x + ۹x۲

(2 (1

(4 (3

−
۳
۱

−
۴
۱

۳
۱

۳
۲

از کشور 1386 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

x(x حاصل  کدام است؟96 +
x→−∞
lim )x − ۸۲

صفر (2 -8 (1

(4 4 (3∞

از کشور 1393 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

Nomreyar.com | وبسایت آموزشی نمره یار



) حاصل  کدام است؟97  −
x→∞
lim ۳ ۸x + ۲x۳ ۲ ۲x)

(2 (1

(4 (3

۲
۱

۳
۱

۴
۱

۶
۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1384

98
، کدام است؟ ، اگر  باشد، آنگاه  f(x)در تابع با ضابطۀ  =  

ax − ۶n

۲x +  x − ۳x۲
 f(x) =

x→+∞
lim −  

۲
۱

 f(x)
x→−۱
lim

(2 (1

(4 (3

−
۶
۱

−
۸
۱

۴
۱

۳
۱

از کشور 1394 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

99
f(x)نمودار تابع با ضابطۀ  از نقطۀ  می گذرد،  کدام است؟ =  

۳x − ۲
ax + ۱ +  ۴x + ۹۲

(۲, ۱) f(x)
x→+∞
lim

(2 (1

1 (4 (3

−
۳
۱

۳
۱

۳
۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1391

100
، اگر  باشد، آنگاه  کدام است؟ f(x)در تابع با ضابطۀ  =  

ax + ۴n

۳ −  x + ۵۲
f(x) =

x→+∞
lim

۲
۱

 f(x)
x→۲
lim

(2 (1

(4 (3

۳
۱

۳
۲

۴
۳

۲
۳

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1390

، آنگاه  کدام است؟101 f(x)در تابع با ضابطۀ  اگر  =  

۳x + x۲
ax − ۳x + ۱n

 f(x) =
x→∞
lim  

۳
۲

f(−۱)

(2 (1

  (4   (3

−۲
۲
۳

۲۳

از کشور 1391 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، بازۀ  یک همسایگی عدد 3 می باشد؟102 xxبه ازای کدام مجموعه مقادیر  + ۱, ۲x − ۱( )

(2 (1

(4 (3

∅۲{ }

۲ < x < ۲/۵۱/۵ < x < ۲

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1398
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103
خط به معادلۀ  مجانب افقی نمودار تابع  با ضابطۀ  است. معادله مجانب قائم نمودار 

کدام است؟

y =
۲
۳

ff(x) =
(A − ۱)x + ۱۶۳

Ax + ۱۳
f

(2 (1

(4 (3

x = −۴x = −۲

x = ۲x = ۴

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1382

104
f(x)اگر تابع  در نقطۀ  پیوسته باشد،  کدام است؟ =  {

 ; x < ۱ax + ۳
x + ax ; x ≥ ۱۲x = ۱f(−  )

۴
۳

(2 (1

(4 (3

۰/۵۱/۲۵

۱/۵۲/۵

از کشور 1397 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

105
f(x)شکل زیر نمودار تابع با ضابطۀ  است. دوتایی مرتب  کدام است؟ =  

x − ۱
۴x + ax + b۳

(a, b)

(1

(2

(3

(4

(۰, −۴)

(−۴, ۰)

(−۴, ۱)

(۴, ۰)

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1387

106
f(x)تابع با ضابطۀ  در نقطۀ  پیوسته است.  کدام است؟ =  {

ax + ۲ ; x < ۳x−۳

a log  ; x ≥ ۳۲
(۱+x)x = ۳f(۲)

(2 -2 (1

صفر (4 1 (3

−۱/۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1397

107
، آنگاه حد راست این عبارت در نقطۀ  کدام است؟ =اگر

x→∞
lim

ax − x + ۲۲
∣x − ۴∣۲

−۱x = −۲

(2 (1

(4 (3

−
۳
۴

−
۳
۲

۳
۲

۳
۴

از کشور 1390 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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108
x حاصل  کدام است؟  

x→−∞
lim [

x
۱

]

1 (2 صفر (1

(4 (3+∞−∞

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1387

109
  حاصل  کدام است؟

x→۱
lim

۲ −  ۵ − x

۱ −  x

-2 (2 -4 (1

4 (4 2 (3

از کشور 1388 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

110
  حاصل  کدام است؟

x→−۱
lim

x + x۲

۲x +  ۳ − x

(2 (1

(4 (3

−
۴
۷

−
۴
۱

۴
۳

۴
۵

از کشور 1385 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، نقطۀ تلاقی مجانب های نمودار تابع  کدام است؟111 f(x)اگر  و  =  

x − ۳x − ۴۲
x + ۱۱

g(x) =  

x − ۴
۳

f − g

(2 (1

(4 (3

(−۱, ۰)(−۱, ۲)

(۴, −۱)(۴, ۰)

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1390

112
  حاصل  کدام است؟

x→  ۴
۳π −

lim
۱ + tan x
۱ + cot x

صفر (2 -1 (1

(4 1 (3+∞

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1382

  حاصل  کدام است؟113

x→۰−
lim

x
∣ sin x∣

صفر (2 (1

موجود نیست. (4 1 (3

−۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1380
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114
  حاصل  کدام است؟

x→  ۴
π

lim
(۱ − tan x)۲
۱ − sin ۲x

1 (2 (1

(4 2 (3

۲
۱

∞

از کشور 1382 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

115

، در  پیوسته است. مقدار  کدام است؟ f(x)تابع با ضابطۀ  =  

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧a sin ۲x ;  ≤ x <

۴
π

۴
۳π

cos(x +  ) ;  ≤ x < ۲π
۴
π

۴
۳π

x =
۴

۳π
a

صفر (2 -1 (1

1 (4 (3−
۲
۱

از کشور 1390 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 1 تابستان 1398

116

، به ازای کدام مقدار a در نقطۀ  پیوسته است؟ f(x)تابع با ضابطۀ  =   

⎩⎪
⎨
⎪⎧ ; x > ۱

x − x
x − ۱

ax − a + ۲ ; x ≤ ۱
x = ۱

2 (2 1 (1

a هیچ مقدار (4 a هر مقدار (3

از کشور 1396 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

117
، تابع با ضابطۀ  در نقطۀ  حد دارد؟ af(x)به  ازای کدام مجموعه مقادیر  = {

(x + a) ; x ≥ −۱۲

۲x + ۱ ; x < −۱x = −۱

(2 (1

(4 (3

{۰}{۲}

∅R

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1380

118

، همواره پیوسته است؟ f(x)به ازای کدام مقادیر a تابع با ضابطۀ  =   

⎩⎪
⎨
⎪⎧ ; ۰ < x < a

x
۱

۱ −  ; x ≥ a
۴
x

2 (2 1 (1

a هیچ مقدار (4 3 (3

از کشور 1395 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

Nomreyar.com | وبسایت آموزشی نمره یار



22لرنیتو 1399 /22

119

، به  ازای کدام مقدار a در  پیوسته است؟ (نماد  به مفهوم تابع با ضابطۀ 

جزء صحیح است)

f(x) =   

⎩⎪
⎨
⎪⎧

 cos ۴x ; ∣x∣ ≤[
x

sin x
]

۲
π

a ; x = ۰
x = ۰[ ]

صفر (2 (1

همواره ناپیوسته (4 1 (3

−۱

از کشور 1396 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

Nomreyar.com | وبسایت آموزشی نمره یار



مبحثدرس

گزینه 1 1

راه حل اول:

راه حل دوم:

= × =
x→۴
lim

 − ۱۳ −  x

۳x − ۱۰x − ۸۲

x→۴
lim

 − ۱۳ −  x

(۳x + ۲)(x − ۴)

 + ۱۳ − x

 + ۱۳ − x
x→۴
lim

(۲ −  )x
(۳x + ۲)(x − ۴)(  + ۱)۳ −  x

= = (−(۳x + ۲)(۲ +  )( + ۱))
x→۴
lim

(۲ −  )x
−(۳x + ۲)  (۲ +  )(  + ۱)(۲ −  )x x ۳ −  x

x→۴
lim x ۳ − x

= −۱۴ × ۴ × ۲ = −۱۱۲

HOP
=

x→۴
lim

 − ۱۳ −  x

۳x − ۱۰x − ۸۲
=

x→۴
lim

۲ ۳ − x

−
۲ x

۱
۶x − ۱۰

=

۲

−
۲ × ۲

۱
۱۴

−۱۴ × ۸ = −۱۱۲

گزینه 2 2

بنابراین تنها در  ناپیوسته است. 

پی نوشت: اگر بخواهیم با تعریف پیوستگی در نقطه پاسخ دهیم، باتوجه به اینکه در کتاب درسی نقاط ابتدا و انتهای بازۀ بسته با تعریف پیوستگی

در نقطه، ناپیوسته محسوب می شوند، دو نقطۀ ناپیوستگی داریم.

کلید سنجش 1 نقطه است.

  

دامنه
⎩⎪
⎨
⎪⎧x + ۴ ≥ ۰ ⇒ x ≥ −۴

۱ +   ۰ ⇒ x  − ۲۳ x + ۱= =

x + ۵  ۰ ⇒ x  − ۵= =

دامنه اشتراک= [−۴, +∞) − {−۲}

x = −۲

پاسخنامه حد و پیوستگیریاضی | آقای کنکور

یار نمره آموزشی Nomreyar.com | وبسایت



گزینه 2 3

عبارت خطی  در نقاط صحیح کنندۀ  از بازۀ  ناپیوسته است.

پس  در  پیوستگی راست و در  پیوستگی چپ دارد. درنهایت در سه نقطه ناپیوسته است.

پینوشت: اگر بخواهیم با تعریف پیوستگی در نقطه پاسخ دهیم، باتوجه به اینکه در کتاب درسی نقاط ابتدا و انتهای بازۀ بسته با تعریف پیوستگی

در نقطه، ناپیوسته محسوب می شوند، 5 نقطۀ ناپیوستگی داریم.

کلید سنجش 3 نقطه است.

f x = x −  + x +  = x −  + x −  + ۱( ) [
۳
۱

] [
۳
۲

] [
۳
۱

] [
۳
۱

]

= x −  + x − + ۱ = ۲ x −  + ۱[
۳
۱

] [
۳
۱

] [
۳
۱

]

x −  

۳
۱

 ,  ,  {
۳
۴

۳
۱

۳
−۲

}−  ,  (
۳
۵

۳
۵

)

۲ x −  + ۱ = ۲ −۲ + ۱ = ۲ −۲ + ۱ = −۳
x→(−  )۳

۵ +
lim ( [

۳
۱

] ) [( )+] ( )

f −  = −۳(
۳
۵

)

۲ x −  + ۱ = ۲ (  ) + ۱ = ۲ × ۱ + ۱ = ۳ , f  = ۳
x→(  )۳

۵ −
lim ( [

۳
۱

] ) [
۳
۴ −] (

۳
۵

)

f−  

۳
۵

 

۳
۵

گزینه 1 4

راه حل اول:

با استفاده از قاعدۀ پرتوان، حاصل حد را می یابیم:

راه حل دوم:

n → +∞ ⇒    

⎩
⎨
⎧۲ =  → ۰۱−۲n

۲−۱+۲n

۱

۲ → +∞۲n+۱

⇒ =
n→+∞
lim

۲ + ۳ × ۲۲n+۱ ۱−۲n

۲ − ۲۲n+۱ ۱−۲n

∞
∞

=
n→+∞
lim

۲ + ۳ × ۲۲n+۱ ۱−۲n

۲ − ۲۲n+۱ ۱−۲n

 =
n→+∞
lim

۲۲n+۱

۲۲n+۱
۱

= =
n→+∞
lim

۲ + ۳ × ۲۲n+۱ ۱−۲n

۲ − ۲۲n+۱ ۱−۲n

n→+∞
lim

(۲ + ۳)۲۱−۲n ۴n

(۲ − ۱)۲۱−۲n ۴n

n→+∞
lim

۲ + ۳۴n

۲ − ۱۴n

= = ۱ − = ۱
n→+∞
lim

(۲ + ۳)۴n

(۲ + ۳) − ۴۴n

n→+∞
lim

۰

۲ + ۳۴n
۴

Nomreyar.com | وبسایت آموزشی نمره یار



گزینه 2 5

روش اول: با استفاده از قاعدۀ پرتوان داریم:

روش دوم:

توجه:

n → +∞ ⇒    

⎩
⎨
⎧۳ =  → ۰−۲n+۱

۳۲n−۱
۱

۳ → +∞۲n

⇒ =
n→+∞
lim

۲ × ۳ + ۳۲n −۲n+۱
۳ − ۳۲n −۲n+۱

∞
∞

=
n→+∞
lim

۲ × ۳ + ۳۲n −۲n+۱
۳ − ۳۲n −۲n+۱

=
n→+∞
lim

۲ × ۳۲n

۳۲n

۲
۱

= =
n→+∞
lim

۲ × ۳ + ۳۲n −۲n+۱
۳ − ۳۲n −۲n+۱

n→+∞
lim

۳ (۲ × ۳ + ۱)−۲n+۱ ۴n−۱
۳ (۳ − ۱)−۲n+۱ ۴n−۱

n→+∞
lim

۲ × ۳ + ۱۴n−۱
۳ − ۱۴n−۱

= =
n→+∞
lim

(۲ + )۳۴n−۱

۰

 

۳۴n−۱

۱

(۱ −  )۳۴n−۱
  

۳۴n−۱
۱
۰

۲
۱

n → +∞ ⇒  →
۳۴n−۱

۱
۰

گزینه 2

گام اول

گام دوم

6

الف) برای به دست آوردن  از ضابطۀ پا�ن که در آن  است، استفاده می کنیم.

ب) برای به دست آوردن  از ضابطۀ بالا که  است، بهره می بریم.

 f(x)
x→۱+
limx ≥ ۱

 f(x)
x→۱−
limx > ۱

f(x) =  x + ۲a = (۱) + ۲a = ۲a + ۱
x→۱+
lim

x→۱+
lim ۲ ۲

f(x) =  ax − ۱ = a(۱) − ۱ = a − ۱
x→۱−
lim

x→۱−
lim

f(x) −  f(x) = ۲a + ۱ − (a − ۱) = −۱
x→۱+
lim

x→۱−
lim

⇒ ۲a + ۱ − a + ۱ = −۱ ⇒ a + ۲ = −۱ ⇒ a = −۳

گزینه 3 7

=
x→(−۲)−

lim
x + ۲

[x] + ۳
=

(−۲) + ۲−

 + ۳ (−۲)[ −]

−۳

 =
۰−

۰
۰

Nomreyar.com | وبسایت آموزشی نمره یار



گزینه 4 8

کافی است پیوستگی تابع را در نقاط صحیح بررسی کنیم. اما ازآنجاکه در نقاط صحیح، تابع  همواره برابر با صفر است، پس  نیز

برابر با صفر می شود. بنابراین در کل تابع  در این بازه پیوسته است.

پینوشت: اگر بخواهیم با تعریف پیوستگی در نقطه پاسخ دهیم، باتوجه به اینکه در کتاب درسی نقاط ابتدا و انتهای بازۀ بسته با تعریف پیوستگی

در نقطه، ناپیوسته محسوب می شوند، دو نقطۀ ناپیوستگی داریم.

کلید سنجش صفر نقطه است.

f(x) = [x] sinπx ; x ∈ [−۲ , ۲]

sinπxf(x)

f(x)

گزینه 2 9

ازآنجاکه تابع فقط یک مجانب قائم دارد، پس  ریشۀ مضاعف مخرج است؛ بنابراین:

، بنابراین: پس  است، همچنین 

x = ۲

۲x +۲ bx + c = ۲(x − ۲) ⇒۲ ۲x +۲ bx + c = ۲x −۲ ۸x + ۸ ⇒ b = −۸ , c = ۸

f(x) =
۲x − ۸x + ۸۲

ax + ۷x۲
f(۳) = ۶

f(۳) = =
۱۸ − ۲۴ + ۸

۹a + ۲۱
 =

۲
۹a + ۲۱

۶ ⇒ ۹a + ۲۱ = ۱۲ ⇒ a = −۱

مجانب افقی :  f(x) =
x→∞
lim =

x→∞
lim

۲x − ۸x + ۸۲
−x + ۷x۲

−
۲
۱

Nomreyar.com | وبسایت آموزشی نمره یار



گزینه 1 10

. ازطرفی می دانیم اگر  به سمت صفر میل کند،  هم ارز با  می شود، پس باید رفع ابهام انجام دهیم. می دانیم 

. پس نتیجه می گیریم که 

به علاوه هم ارزی زیر را داریم:

پس:

روش دوم:

حال کسر را گویا می کنیم:

=
x→۰−
lim

۱ − cos x
 −۲ + ۳x ۲ − x

۰
۰

۱ − cos x = ۲sin (  )۲

۲
x

xsin xx

x → ۰ ⇒ ۱ − cos x ∼
۲
x۲

u → ۰ ⇒  ∼n ۱ ± u ۱ ±
n
u

=
x→۰−
lim

۱ − cos x
 −۲ + ۳x ۲ − x

x→۰−
lim

۲
x۲

 (  −  )۲ ۱ +  x
۲
۳

۱ −  x
۲
۱

= = = = −۲
x→۰−
lim

۲
∣x∣

 ((۱ +  ) − (۱ −  ))۲
۲

 x
۲
۳

۲

 x
۲
۱

x→۰−
lim

۲
−x

x + x
۴

۳ ۲
۴
۲

x→۰−
lim

۲
−x

 x۲

=
x→۰−
lim

۱ − cos x

 −۲ + ۳x ۲ − x
۰
۰

× ×
x→۰−
lim

۱ − cos x
 −۲ + ۳x ۲ − x

 +۲ + ۳x ۲ − x
 +۲ + ۳x ۲ − x

۱ + cos x
۱ + cos x

= = = = −۲
x→۰−
lim

∣ sin x∣  +۲ + ۳x ۲ − x
۴x ۱ + cos x

x→۰−
lim

(−  )  +x ۲ + ۳x ۲ − x
۴  x ۱ + cos x

−۱(۲ )۲
۴ ۲

گزینه 1 11

، بنابراین: طبق صورت سؤال نتیجه می گیریم که 

باقی ماندۀ تقسیم  بر  برابر با  است، پس داریم:

P (  ) =
۲
۱

۰

۲(  ) + a(  ) + ۲(  ) − ۳(  ) = ۰ ⇒ ۲(  ) + a(  ) +  −  = ۰
۲
۱ ۴

۲
۱ ۳

۲
۱ ۲

۲
۱

۱۶
۱

۸
۱

۲
۱

۲
۳

⇒  + − ۱ = ۰ ⇒ a = ۷
۸
۱

۸
a

P (x)x + ۲P (−۲)

P (x) = ۲x + ۷x + ۲x − ۳x۴ ۳ ۲

⇒ P (−۲) = ۲(−۲) + ۷(−۲) + ۲(−۲) − ۳(−۲) = ۳۲ − ۵۶ + ۸ + ۶ = −۱۰۴ ۳ ۲

Nomreyar.com | وبسایت آموزشی نمره یار



گزینه 4 12

xتابع در  پیوسته است، پس: =  

۲
π

f(x) =
x→  ( ۲

π )±
lim f(  ) =

۲
π

a

f(x) =
x→ ۲

π
lim =

x→ ۲
π

lim
cos x۲

۲sin x − sin x − ۱۲
مبهم 

۰
۰

=
x→ ۲

π
lim

cos x۲
۲sin x − sin x − ۱۲

x→ ۲
π

lim
(۱ − sin x)۲

۲ sin x + ۱ sin x − ۱( ) ( )

=
x→ ۲

π
lim

−  (sin x + ۱)(sin x − ۱)
۲ sin x + ۱( ) sin x − ۱( )

(− ) =
x→ ۲

π
lim

sin x + ۱
۲ sin x + ۱

−
۲
۳
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گزینه 2 13

چون حاصل حد یک عدد شده است، پس باید درجۀ صورت و مخرج کسر یکی باشد. بنابراین  است. همچنین طبق قاعدۀ پرتوان داریم:

حال  را محاسبه می کنیم:

حد را رفع ابهام می کنیم.

روش اول:

روش دوم: هوپیتال

f(x) =
x→∞
lim  =

x→∞
lim

ax + ۷x − ۲۳ ۲
۴x − ۶x + ۱n ۲

۲

n = ۳

=
x→∞
lim

ax + ۷x − ۲۳ ۲
۴x − ۶x + ۱۳ ۲

=
x→∞
lim

ax۳
۴xn

 =
a
۴

۲ ⇒ a = ۲

 f(x)
x→ ۲

۱
lim

f(x) =
x→ ۲

۱
lim =

x→ ۲
۱

lim
۲x + ۷x − ۲۳ ۲
۴x − ۶x + ۱۳ ۲

۰
۰

=
x→ ۲

۱
lim

۲x + ۷x − ۲۳ ۲

۴x − ۶x + ۱۳ ۲
=

x→ ۲
۱

lim
 ۲x + ۸x + ۴x −  (

۲
۱

) ( ۲ )

 ۴x − ۴x − ۲x −  (
۲
۱

) ( ۲ )
=

۲
۱۷

−۳
−

۱۷
۶

 

۴x − ۶x + ۱۳ ۲

 −۴x + ۲x۳ ۲
∣
∣
∣
∣
∣ x −

۲
۱

۴x − ۴x − ۲۲

− ۴x + ۱۲

۴x − ۲x۲

− ۲x + ۱
۲x − ۱

۰

 

۲x + ۷x − ۲۳ ۲

 −۲x + x۳ ۲
∣
∣
∣
∣
∣ x −

۲
۱

۲x + ۸x + ۴۲

۸x − ۲۲

−۸x + ۴x۲

۴x − ۲
−۴x + ۲

۰

=
x→ ۲

۱
lim

۲x + ۷x − ۲۳ ۲
۴x − ۶x + ۱۳ ۲

=
x→ ۲

۱
lim

۶x + ۱۴x۲
۱۲x − ۱۲x۲

=

۲
۱۷

۳ − ۶
۱۷
−۶
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گزینه 1 14

. باقی ماندۀ تقسیم  بر  برابر 3 است، پس 

. باقی ماندۀ تقسیم  بر  برابر 1 است، پس 

حال باقی  ماندۀ تقسیم  بر  را می خواهیم، بنابراین  را در آن جایگذاری می کنیم:

p(x)x − ۴p(۴) = ۳
p(x)x + ۲p(−۲) = ۱

p(x ) +۲ ۴p(−x)x − ۲x = ۲

p(x ) +۲ ۴p(−x) = p(۲ ) +۲ ۴p(−۲)

= p(۴) + ۴p(−۲) = ۳ + ۴ × ۱ = ۷

گزینه 1 15

 مجانب افقی تابع است، بنابراین:

همچنین  و  مجانب های قائم تابع و درنتیجه ریشۀ مخرج هستند، پس مخرج به صورت  است. بنابراین

تابع  به صورت زیر است:

f(x) =
ax + bx + c۲
−۲x + ۳x۲

y = −۱

f(x) =
x→∞
lim  =

a
−۲

−۱ ⇒ a = ۲ ⇒ f(x) =
۲x + bx + c۲
−۲x + ۳x۲

x = −۲x = ۱۲(x − ۱)(x + ۲)

f(x)

f(x) = =
۲(x − ۱)(x + ۲)

−۲x + ۳x۲
⇒

۲x + ۲x − ۴۲
−۲x + ۳x۲

f(−۱) = =
۲ − ۲ − ۴
−۲ − ۳

 =
−۴
−۵

۱/۲۵

گزینه 1 16

بنابراین برای اینکه تابع همواره پیوسته باشد، باید در  و  پیوسته باشد؛ پس:

f(x) =  =  {
(x − ۱)[x] ; ∣x − ۱∣ < ۱
x + ax + b ; ∣x − ۱∣ ≥ ۱۲ {

(x − ۱)[x] ; −۱ < x − ۱ < ۱
x + ax + b ; x − ۱ ≥ ۱  یا  x − ۱ ≤ −۱۲

=  {
(x − ۱)[x] ; ۰ < x < ۲
x + ax + b ; x ≥ ۲ یا x ≤ ۰۲

x = ۰x = ۲

 ⇒ ۴ + ۲a + b = ۱ (I)
⎩
⎨
⎧ f(x) = ۴ + ۲a + b

x→۲+
lim

f(x) = (۲ − ۱)[۲ ] = ۱
x→۲−
lim −

 ⇒ b = ۰ (II)
⎩
⎨
⎧ f(x) = (۰ − ۱)[۰ ] = ۰

x→۰+
lim +

f(x) = b
x→۰−
lim

a = −
(I) , (II)

۲
۳
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راه حل اول: با استفاده از هوپیتال حاصل حد را می یابیم:

راه حل دوم: ابهام  را با گویا کردن از بین می بریم:

=
x→۱
lim

۲x − ۳x + ۱
۲x − ۷  + ۵x

۰
۰

=  = = − = −۱/۲
HOP

x→۱
lim

۲ −
۲ ۳x + ۱

۳

۲ −
۲ x

۷

۲ −
۴
۳

۲ −
۲
۷

۴
۵

−
۲
۳

۵
۶

 

۰
۰

× =
x→۱
lim

۲x − ۳x + ۱
۲x − ۷  + ۵x

۲x + ۳x + ۱
۲x + ۳x + ۱

x→۱
lim

۴x − ۳x − ۱۲
(۲x − ۷  + ۵)(۲x +  )x ۳x + ۱

= =
x→۱
lim

(x − ۱)(۴x + ۱)
(  − ۱)(۲ − ۵)(۲x + )x x ۳x + ۱

x→۱
lim

(  )(  + ۱)(۴x + ۱) − ۱x x
(  )(۲  − ۵)(۲x +  ) − ۱x x ۳x + ۱

=  =  = −۱/۲
۲ × ۵

−۳ × ۴
۱۰

−۱۲
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طبق سؤال نتیجه می گیریم که  و  است. همچنین داریم:

بنابراین:

پس: 

P (۱) = ۸P (−  ) =
۲
۱

۵

P (x) = (۲x −۲ x − ۱)Q(x) + R(x) = ((x − ۱)(۲x + ۱))Q(x) + R(x) ; R(x) = ax + b

P (۱) = R(۱) = a + b = ۸

P (−  ) = R(−  ) = −  a + b = ۵
۲
۱

۲
۱

۲
۱

 ⇒  a = ۳ ⇒ a = ۲ , b = ۸ − ۲ = ۶
⎩
⎨
⎧a + b = ۸

−  a + b = ۵
۲
۱

۲
۳

R(x) = ۲x + ۶
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با استفاده از قاعدۀ پرتوان داریم:

حال حد را رفع ابهام می کنیم:

روش اول:

روش دوم: (هوپیتال)

=
x→∞
lim

۴x − ۱۲n

ax − ۳ x − ۱۲
=

x→∞
lim

۴xn

ax
۶
۱

⇒ n = ۱ ⇒ =
x→∞
lim

۴x
ax

 =
۴
a

 ⇒
۶
۱

a =
۳
۲

f(x) =
x→۳
lim =

x→۳
lim

۴x − ۱۲

x −
۳
۲ ۳ x − ۱۲

۰
۰

×
x→۳
lim

۴x − ۱۲

x −
۳
۲ ۳ x − ۱۲

 x +  x + (  )
۹
۴ ۲

۳
۲ ۳ x − ۱۲ ۳ x − ۱۲ ۲

 x +  x + (  )
۹
۴ ۲

۳
۲ ۳ x − ۱۲ ۳ x − ۱۲ ۲

=
x→۳
lim

(۴x − ۱۲)(  x + x + (  ) )
۹
۴ ۲

۳
۲ ۳ x − ۱۲ ۳ x − ۱۲ ۲

 x − x + ۱
۲۷
۸ ۳ ۲

=
x→۳
lim

۴  (  x + x + (  ) )(x − ۳)
۹
۴ ۲

۳
۲ ۳ x − ۱۲ ۳ x − ۱۲ ۲

  x − −  (x − ۳) (
۲۷
۸ ۲

۹
x

۳
۱

)

= =
۴ × (۴ + ۲ × ۲ + ۴)

− −
۳
۸

۳
۱

۳
۱

 =
۴۸
۲

۲۴
۱

  

 x − x + ۱
۲۷
۸ ۳ ۲

∣
∣
∣
∣
∣
∣ x − ۳

 x − −
۲۷
۸ ۲

۹
x

۳
۱

−  x +  x
۲۷
۸ ۳

۹
۸ ۲

−  x + ۱
۹
۱ ۲

+  x − x
۹
۱ ۲

۳
۱

−  x + ۱
۳
۱

+  x − ۱
۳
۱

۰

=
x→۳
lim

۴x − ۱۲

x −
۳
۲ ۳ x − ۱۲

x→۳
lim

۴

− (۲x)(x − ۱)
۳
۲

۳
۱ ۲ − ۳

۲

= =
۴

 − ۲ ×
۳
۲

۴
۱

 =
۴

 

۶
۴ − ۳

۲۴
۱
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چندجمله ای  بر  بخش پذیر است، بنابراین  به ازای ریشه های  برابر صفر است.

بنابراین داریم:

اکنون باقی ماندۀ تقسیم  بر  را می خواهیم؛ یعنی باید  را محاسبه کنیم.

p(x)x −۲ ۱p(x)x −۲ ۱

x −۲ ۱ = ۰ ⇒ x =۲ ۱ ⇒ x = ۱ , −۱

p(۱) = ۰ , p(−۱) = ۰ (∗)

Q(x)x − ۲Q(۲)

Q(x) = p(x − ۱) + p(۱ − x)

x=۲
Q(۲) = p(۲ − ۱) + p(۱ − ۲) = p(۱) + p(−۱)

(∗)
Q(۲) = ۰ + ۰ = ۰

گزینه 2 21

حد تابع در بی نهایت را به دست می آوریم.

f(x) = = =
x→+∞
lim

x→+∞
lim

۲x + ۲
ax + ۴x + ۵۲

x→+∞
lim

۲x
ax + ۴x۲

x→+∞
lim

۲x
x(a + ۲)

=  ⇒ a = ۳
 f (x)=

x→+∞
lim ۲

۵

۲
a + ۲

۲
۵

f(x) =  ×
x→−۱
lim

x→−۱
lim

۲x + ۲
۳x +  ۴x + ۵۲ در مزدوج صورت

ضرب و تقسیم می کنیم x→−۱
lim

۲x + ۲
۳x + ۴x + ۵۲

۳x − ۴x + ۵۲

۳x − ۴x + ۵۲

= = =
x→−۱
lim

۲(x + ۱)(−۳ −  )۴ + ۵
۹x − ۴x − ۵۲ ۲

x→−۱
lim

۱۲(x + ۱)
−۵(x − ۱)(x + ۱)

۶
۵
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اگر قرار باشد تابع  در نقاطی ناپیوسته باشد، باید دنبال نقاطی باشیم که در آن  ناپیوسته است. در تابع  نقاط  نقاط

مشکوک به ناپیوستگی برای تابع  هستند. (در نقاط  خود تابع  همواره ناپیوسته است، اما ممکن است تابع  در این

، نقاط پیوسته باشد. پس باید نقاط  در بازۀ  را مورد بررسی قرار دهیم.) پس برای تع�ن تعداد نقاط ناپیوستگی، نقاط 

 و  را مورد بررسی قرار می دهیم.

: بررسی پیوستگی تابع  در نقطه ای به طول 

بنابراین تابع در  پیوسته است.

: بررسی پیوستگی تابع در 

تابع در  هم پیوسته است.

: بررسی پیوستگی تابع در 

تابع در  هم پیوسته است. ثابت شد تابع در کلیۀ نقاط مشکوک به ناپیوستگی پیوسته است بنابراین تعداد نقاط ناپیوستگی تابع 

برابر صفر می شود.

f(x)[x]y = [x]x ∈ Z
f(x)x ∈ Zy = [x]f(x)

x ∈ Z(۲, ۶)x = ۳
x = ۴x = ۵

f(x)x = ۳

f(x) =  sin(x − [x])π =  sin(x − ۲)π = sinπ = ۰
x→۳−
lim

x→۳−
lim

x→۳−
lim

f(x) =  sin(x − [x])π = sin(۳ − ۳)π = sin ۰ = ۰
x→۳+
lim

x→۳+
lim

f(۳) = sin(۳ − ۳)π = sin ۰ = ۰

x = ۳
x = ۴

f(x) =  sin(x − [x])π = sin(۴ − ۳)π = sinπ = ۰
x→۴−
lim

x→۴−
lim

f(x) =  sin(x − [x])π = sin(۴ − ۴)π = sin ۰ = ۰
x→۴+
lim

x→۴+
lim

f(۴) = sin(۴ − ۴)π = sin ۰ = ۰

x = ۴
x = ۵

f(x) =  sin(x − [x])π = sin(۵ − ۴)π = sinπ = ۰
x→۵−
lim

x→۵−
lim

f(x) =  sin(x − [x])π = sin(۵ − ۵)π = sin ۰ = ۰
x→۵+
lim

x→۵+
lim

f(۵) = sin(۵ − ۵)π = sin ۰ = ۰

x = ۵f(x)
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ابتدا ضابطۀ  را به ساده ترین شکل می نویسیم (بین دو عبارت کسری مخرج مشترک گیری کرده و آن را ساده می کنیم).

برای یافتن مجانب افقی حد تابع را وقتی  به دست می آوریم. باتوجه به وجود  در دو ضابطه دامنه تعریف به صورت 

بوده و  مفهومی ندارد. مجانب قائم هم ریشۀ مخرج کسر است (البته در صورت وجود و داشتن شرایط لازم).

مجانب افقی تابع را تع�ن می کنیم:

 هیچ گاه صفر نمی شود پس مخرج کسر فاقد ریشه و درنتیجه تابع فاقد مجانب قائم است. بنابراین تابع  در مجموع 1 مجانب

دارد.

f + g

x → +∞ x(۰, +∞)

x → −∞

f(x) + g(x) =  +  =
x + x

x + ۱
x − x
۱ − x

(x +  )(x −  )x x
(x + ۱)(x −  ) + (۱ − x)(x +  )x x

= =
x − x۲

x − x  + x −  + x +  − x  − x۲ x x x x ۲

x − x۲
−۲x  + ۲xx

= = =
x(x − ۱)

−۲x(  − ۱)x
(  − ۱)(  + ۱)x x

−۲(  − ۱)x
 + ۱x

−۲

y =  (f(x) +
x→+∞
lim g(x)) =  =

x→+∞
lim

۱ + x
−۲

۰ ⇒ y = ۰

۱ + xf + g

گزینه 2
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Pوقتی باقی ماندۀ تقسیم عبارت  بر  برابر 4 باشد، یعنی حاصل  برابر 4 است. (x) = x −۴ ax +۳ x +۲ ۲ax + ۱x + ۱P (−۱)

x + ۱ = ۰ ⇒ x = −۱ ⇒ P (−۱) = ۴

P (−۱) = (−۱) − a(−۱) + (−۱) + ۲a(−۱) + ۱ = ۴ ⇒ ۱ + a + ۱ − ۲a + ۱ = ۴ ⇒ −a + ۳ = ۴۴ ۳ ۲

⇒ a = ۳ − ۴ = −۱ ⇒ a = −۱
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، ضابطۀ  را جایگزین کنیم. در ابتدا ضابطۀ  را تشکیل می دهیم. برای این کار کافی است در ضابطۀ تابع  به جای متغیر 

) را وقتی  تع�ن کرده، سپس حاصل حد تابع  را به دست می آوریم. ادامه حاصل حد  (حد توان تابع 

: و حالا محاسبۀ 

g(f(x))g(x)xf(x)

 f(x)
x→۱+
limg(f(x))x → ۱+g(f(x))

g(f(x)) = ۲ x −۴x+۳۲
۲x+۵

f(x) = = = = −∞
x→۱+
lim

x→۱+
lim

x − ۴x + ۳۲
۲x + ۵

x→۱+
lim

(x − ۳)(x − ۱)
۲x + ۵

(−۲)(۰ )+

۷

g(f(x))
x→۱+
lim

g(f(x)) =
x→۱+
lim  g(f(x)) =

f (x)→−∞
lim  ۲ =

x→−∞
lim f (x) ۲ =−∞ ۰
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ابتدا حد تابع  را وقتی  به دست می آوریم. اگر حاصل حد تابع محاسبه شده در قسمت قبل را  در نظر بگیریم، باید

 را محاسبه کنیم.

پس باید حاصل  را محاسبه کنیم:

 −
x
۱

 

x۳
۱

x → ۰−L

f(x)
x→L
lim

−
x→۰−
lim

x
۱

=
x۳
۱

=
x→۰−
lim

x۳
x − ۱۲

 =
۰−

۰ − ۱
 =

۰−

−۱
+∞

 f(x)
x→+∞
lim

f(  − ) =  f(x) =  (x − )
x→۰−
lim

x
۱

x۳
۱

x→+∞
lim

x→+∞
lim x + ۱۲

=  (x − ∣x∣) =  (x − x) = ۰
x→+∞
lim

x→+∞
lim

گزینه 1 27

ضابطۀ  را بعد از مخرج مشترک گیری و ساده کردن صورت و مخرج تشکیل می دهیم. مجانب قائم تابع ریشۀ مخرج کسر و مجانب

) را در دستگاه مختصات مشخص کرده و مساحت افقی حاصل حد تابع وقتی  است. محل برخورد مجانب ها (همان نقاط  و 

مثلث  را محاسبه می کنیم.

بنابراین محل برخورد مجانب ها نقاط  و  است. این نقاط را در دستگاه مختصات مشخص کرده و مساحت مثلث  را

محاسبه می کنیم:

g − f

x → ∞AB

OAB

g(x) − f(x) =  − =
x − ۱

x۲

x + ۲
x + x۲

(x − ۱)(x + ۲)
x (x + ۲) − x(x + ۱)(x − ۱)۲

= =
(x − ۱)(x + ۲)

x + ۲x − x + x۳ ۲ ۳

(x − ۱)(x + ۲)
۲x + x۲

مجانب افقی : y = (g(x) −
x→∞
lim f(x)) =  

x→∞
lim

(x − ۱)(x + ۲)
۲x + x۲

= =
x→∞
lim

x + x − ۲۲
۲x + x۲

 =
x→∞
lim

x۲
۲x۲

۲ ⇒ y = ۲

مجانب قائم : (x − ۱)(x + ۲) = ۰ ⇒ {
x = ۱

x = −۲

A(۱, ۲)B(−۲, ۲)OAB

S  =
OAB

Δ  OH ×
۲
۱

AB =  ×
۲
۱

۲ × ۳ = ۳
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الف) نقاط مشکوک به ناپیوستگی برای تابع  نقاطی هستند که در آن عبارت  برابر یک عدد صحیح شود. (اصولاً نقاطی که در آن

عبارت داخل جزء صحیح برابر یک عدد صحیح شود، نقاط ناپیوستگی تابع جزء صحیح محسوب می شوند.)

ب)  را برابر عدد صحیح  فرض کرده و مشخص می کنیم در چه نقاطی از بازۀ  برابر عدد صحیح می شود. سپس در آن نقاط

پیوستگی تابع  را مورد بررسی قرار می دهیم.

f(x) x −
۳
۱

۱

 x −
۳
۱

۱K(۰, ۹)

f(x)

. پیوستگی تابع را در این نقاط بررسی  یک عدد مضرب 3 به دست می آید. در بازۀ  دو عدد مضرب 3 وجود دارد،  و 

می کنیم:

: بررسی پیوستگی تابع در 

تابع  قطعاً در  پیوسته است. زیرا در ضابطۀ تابع عامل صفر کننده  وجود دارد که باعث می شود بدون توجه به مقادیری

که تابع جزء صحیح به خود می گیرد، حد راست و حد چپ و مقدار تابع در این نقطه برابر صفر شود. در نتیجه تابع در این نقطه پیوسته است.

: بررسی پیوستگی تابع در 

تابع در  ناپیوسته است. بنابراین تابع  در بازۀ  تنها در 1 نقطه ناپیوسته است.

 x −
۳
۱

۱ = K ⇒  x =
۳
۱

K + ۱ ⇒ x = ۳k + ۳ , x ∈ (۰, ۹)

x(۰, ۹)x = ۳x = ۶

x = ۳
f(x)x = ۳(x − ۳)

x = ۶

f(x) =  (x − ۳)[  x − ۱] = (۶ − ۳)[۱ ] = ۳ × ۰ = ۰
x→۶−
lim

x→۶−
lim

۳
۱ −

f(x) =  (x − ۳)[  x − ۱] = (۶ − ۳)[۱ ] = ۳ × ۱ = ۳
x→۶+
lim

x→۶+
lim

۳
۱ +

⇒  f(x)  =  f(x)
x→۶−
lim �

x→۶+
lim

x = ۶f(x)(۰, ۹)
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برای این که تابع در  پیوسته باشد، باید در  که مرز ضابطه های تابع است نیز پیوسته باشد. پس پیوستگی تابع را در نقطه ای به طول

 بررسی می کنیم. حد چپ تابع در نقطه ای به طول  برابر  و مبهم است. بنابراین برای به دست آوردن حد چپ صورت و

مخرج را در مزدوج صورت ضرب کرده و با ساده کردن آن حاصل حد را به دست می آوریم.

طبق شرط پیوستگی داریم:

Rx = −۱

x = −۱x = −۱ 

۰
۰

f(x) = ×
x→(−۱)−

lim
x→(−۱)−

lim
x + ۱

۲ − ۳ − x
۲ + ۳ − x
۲ + ۳ − x

= =
x→(−۱)−

lim
(x + ۱)(۲ +  )۳ − x

(۴ − ۳ + x)
x→(−۱)−

lim
(x + ۱)(۲ +  )۳ − x

(x + ۱)

= = =
۲ + ۴

۱
۲ + ۲

۱
۴
۱

f(x) =
x→(−۱)+

lim  ax +
x→(−۱)+

lim ۱ = −a + ۱ , f(−۱) = −a + ۱

f(x) =
x→(−۱)−

lim f(x) =
x→(−۱)+

lim f(−۱) ⇒ −a + ۱ =
۴
۱

⇒ −a = −  ⇒
۴
۳

a =
۴
۳
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، حاصل حد  بوده و مبهم است. xوقتی  → −۴∞ − ∞

برای رفع ابهام ابتدا با مخرج مشترک گیری میان دو کسر، عبارت را به ساده ترین شکل ممکن در آورده سپس حد آن را وقتی  محاسبه

می کنیم.

حالا حاصل عبارت ساده شده را وقتی  حساب می کنیم:

x → −۴

+ = +
x + ۳x − ۴۲

x + ۱۹
x + ۴

۳
(x + ۴)(x − ۱)

x + ۱۹
x + ۴

۳

= = =
(x + ۴)(x − ۱)

x + ۱۹ + ۳(x − ۱)
(x + ۴)(x − ۱)

x + ۱۹ + ۳x − ۳
(x + ۴)(x − ۱)

۴x + ۱۶

= =
(x + ۴)(x − ۱)

۴(x + ۴)
x − ۱

۴

x → −۴

=
x→−۴
lim

x − ۱
۴

=
−۴ − ۱

۴
=

−۵
۴

−
۵
۴
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، به دست می آوریم. دقت کنید اگر در محاسبۀ ضابطۀ  یا همان  را تشکیل می دهیم. حد تابع  را وقتی 

حد به عدد  که در آن  است برخوردیم حاصل برابر صفر می شود.

gof(x)g(f(x))g(f(x))x → ۰−

a−∞a > ۱

gof(x) = g(f(x)) =
۲ + ۱ x

۱

۲(۲ ) − ۳ x
۱

gof(x) =
x→۰−
lim

x→۰−
lim

۲ + ۱ x
۱

۲(۲ ) − ۳ x
۱

  gof(x) =  =  = = −۳x→۰ ⇒  →−∞−
x
۱

x→۰−
lim

(۲ ) + ۱−∞

۲(۲ ) − ۳−∞

۰ + ۱
(۲ × ۰) − ۳

۱
−۳
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، معادلۀ مجانب افقی تابع را تع�ن می کنیم. در ادامه محل برخورد مجانب افقی و نمودار تابع یا ابتدا با به دست آوردن حاصل حد 

همان نقطۀ  را تع�ن کرده و درنهایت فاصلۀ آن را از مجانب قائم (ریشۀ مخرج کسر) محاسبه می کنیم.

معادلۀ  را حل کرده و مختصات نقطۀ  را تع�ن می کنیم:

پس مختصات نقطۀ برخورد برابر  شد. اکنون مجانب قائم را تع�ن کرده و فاصلۀ نقطۀ  از آن را به دست می آوریم:

فاصلۀ نقطۀ  از خط  برابر است با:

f(x)
x→∞
lim

A

مجانب افقی : y =  f(x) =
x→∞
lim

x→∞
lim

(x − ۱)۲
۲x − ۳x۲

=  =
x→∞
lim

x − ۲x + ۱۲

۲x − ۳x۲
  =

x→∞
lim

x۲

۲x۲
۲ ⇒ y = ۲

f(x) = ۲A

f(x) = ۲ ⇒  = ۲ ⇒ ۲x − ۳x = ۲(x − ۲x + ۱)
(x − ۱)۲
۲x − ۳x۲

۲ ۲

⇒ ۲x − ۳x = ۲x − ۴x + ۲ ⇒ x = ۲ ⇒ f(۲) =  = ۲۲ ۲

۱
۸ − ۶

A(۲, ۲)A

(x − ۱) =۲ ۰ ⇒ x − ۱ = ۰ ⇒ x = ۱

A(۲, ۲)x = ۱

d = ∣۲ − ۱∣ = ۱
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در تابع به فرم  هر جا حاصل  برابر عدد صحیح شود، تابع در آن نقاط ناپیوسته است. بنابراین در بازۀ  حاصل

عبارت جبری  نباید برابر یک عدد صحیح شود. (البته در نقطۀ شروع بازه درصورتی که تابع از راست پیوسته باشد، این نقطه جزء نقاط

ناپیوستگی تابع محسوب نمی شود.)

ضابطۀ تابع  را به صورت زیر ساده می کنیم:

سپس بررسی می کنیم عبارت  در اولین نقطه ای که بعد از  برابر یک عدد صحیح می شود کدام نقطه است. آن نقطه را برابر 

قرار داده و درنهایت مقدار  را محاسبه می کنیم.

پس تابع  به ازای  ناپیوسته می شود.  را برابر  فرض می کنیم، داریم:

y = [f(x)]f(x)[۲, ۲ + k)

x −۲ ۳

f(x)

f(x) = [x −۲ ۳] = [x ] −۲ ۳

[x ]۲x = ۲۲ + k

k

x = ۲ ⇒ x =۲ ۴  

اولین عدد صحیح بعد از ۴
x =۲ ۵ ⇒ x = ۵

f(x)x =  ۵۲ + k ۵

۲ + k =  ⇒۵ k =  −۵ ۲
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الف) همسایگی مورد نظر زیر مجموعه ای از نامعادلۀ داده شده است. پس ابتدا باید محدودۀ قابل قبول که از حل نامعادله به دست می آید را

تع�ن کنیم.

xب) توجه کنید که  ریشۀ مخرج کسر بوده و به ازای آن کسر "تعریف نشده" می شود. پس در نهایت باید از محدودۀ جواب خارج کنیم. =  

۲
۱

دو طرف نامعادله دارای مقادیر نامنفی هستند. پس با خیال راحت آن ها را به توان دو می رسانیم:

با خارج کردن  از محدوۀ جواب، مقادیری که  می تواند بپذیرد به صورت زیر خواهد بود:

همسایگی با بیشترین شعاع ممکن خواسته شده است. پس بازۀ  را که بزرگ تر است، انتخاب کرده و مرکز همسایگی را به دست می

آوریم:

  >
∣
∣
∣
∣

۲x − ۱
x − ۳

∣
∣
∣
∣

۱ ⇒  >
∣۲x − ۱∣
∣x − ۳∣

۱ x  =� ۲
۱

∣x − ۳∣ > ∣۲x − ۱∣

∣x − ۳∣ > ∣۲x − ۱∣ ⇒ x − ۶x + ۹ > ۴x − ۴x + ۱۲ ۲ ۲ ۲

⇒ ۳x + ۲x − ۸ < ۰ ⇒ (۳x − ۴)(x + ۲) < ۰ ⇒ −۲ < x <۲
۳
۴

x =  

۲
۱

x

x ∈ (−۲ ,  ) −
۳
۴

 ⇒{
۲
۱

} x ∈ (−۲ ,  ) ∪
۲
۱

(  ,  )
۲
۱

۳
۴

(−۲ ,  )
۲
۱

a = =
۲

−۲ +
۲
۱

=
۲

−
۲
۳

−
۴
۳
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مرز ضابطه ها خیلی شفاف مشخص نشده است. باتوجه به نامعادلات قدر مطلقی، ضابطه ها را با مرز شفاف آن یک بار دیگر می نویسیم:

برای اینکه تابع  بر روی  پیوسته باشد، باید در دو نقطۀ  و  که مرز ضابطه ها هستند پیوسته باشد.

می دانیم خط  بالای خط  قرار دارد، بنابراین باید برای به دست آوردن نقطۀ برخورد آن با محور عرض ها از ضابطۀ

 استفاده کرد.

: بررسی پیوستگی تابع در 

: بررسی پیوستگی تابع در 

از دو رابطۀ  و  نتیجه می شود:

f(x) = {
ax + b , x ≥ ۱ یا x ≤ −۱

x[x] , −۱ < x < ۱

f(x)Rx = ۱x = −۱
x = ۳x = ۱

f(x) = ax + b

x = ۱

f(x) =  f(x) = f(۱) ⇒
x→۱+
lim

x→۱−
lim

ax + b =  x[x] ⇒ a + b = ۱ × ۰ = ۰ ⇒ a + b = ۰ (I)
x→۱+
lim

x→۱−
lim

x = −۱

f(x) =
x→(−۱)−

lim  ax +
x→(−۱)−

lim b = −a + b , f(−۱) = −a + b

f(x) =  x[x] = (−۱)[−۱ ] = (−۱)(−۱) = ۱
x→(−۱)+

lim
x→(−۱)+

lim +

f(x) = f(x) = f(−۱) ⇒ −a + b = ۱ (II)
x→(−۱)+

lim
x→(−۱)−

lim

(I)(II)

 ۲b = ۱ ⇒ b = a = −{
a + b = ۰

−a + b = ۱ ⇒
(+)

۲
۱

⇒
(I)

۲
۱

⇒ ax + b = −  x +   f(۳) = −  +  = −۱
۲
۱

۲
۱ x=۳

۲
۳

۲
۱
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الف) شرط پیوستگی در نقطه ای به طول  عبارت است از:

ب) در این تست  است پس برای این که تابع پیوسته باشد باید  باشد.

x = ۰

f(x) =
x→۰+
lim  f(x) =

x→۰−
lim f(۰)

f(۰) = a sin  =
x→۰
lim

x
π

a

، شرط پیوستگی را بررسی می کنیم: با به دست آوردن حد تابع  وقتی 

بنابراین به ازای هیچ مقدار  تابع  در  پیوسته نیست.

f(x)x → ۰

f(x) =
x→۰
lim  sin  →

x→۰
lim

x
π

وجود ندارد

af(x)x = ۰
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. برای این کار از تغ�ر متغیر  استفاده می ابتدا باید تع�ن کنیم وقتی  عبارت  به سمت  میل می کند یا 

کنیم. با تع�ن محدودۀ  حاصل حد آن را با استفاده از ضابطه های داده شده به دست می آوریم.

های مثبت است، استفاده بنابراین برای به دست آوردن حاصل حد  یا همان  باید از ضابطۀ بالا که مربوط به 

کنیم:

x → ۰−x −۳ x۰+۰−x −۳ x = t

t

x → ۰ ⇒ −۱ < x < ۰ ⇒ x > x ⇒ x − x > ۰  t > ۰ ⇒ t → ۰− ۳ ۳ x −x=t۳
+

 f(x −
x→۰−
lim ۳ x)f(t)

t→۰+
limx

t → ۰ ⇒ t > ۰ ⇒ f(t) =+ ۱ − t

f(t) =   =  = ۱
t→۰+
lim

t→۰+
lim ۱ − t ۱ − ۰
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در همسایگی محذوف داده شده عدد 3 حذف شده است پس عدد 3 مرکز همسایگی است.

عدد 3 مرکز همسایگی است.

پس همسایگی محذوف به صورت  در می آید. بنابراین، شعاع همسایگی برابر است با:

۳ =  ⇒
۲

۳a − ۷ + a + ۵
۶ = ۴a − ۲ ⇒ ۴a = ۸ ⇒ a = ۲

(−۱ , ۷) − {۳}

شعاع همسایگی =  =
۲

۷ − (−۱)
=

۲
۷ + ۱

 =
۲
۸

۴
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الف) یعنی  است، باتوجه به این نکته تع�ن می کنیم علامت عبارت داخل قدر مطلق مثبت است یا منفی سپس آن را از قدر

مطلق خارج می کنیم.

ب) وقتی  حاصل صورت و مخرج کسر برابر صفر حدی می شود. پس برای رفع ابهام می توانیم هم صورت و مخرج را در مزدوج مخرج

ضرب کنیم و هم از قاعدۀ هوپیتال استفاده کنیم.

x → ۲−x < ۲

x → ۲−

روش اول:

روش دوم: (فراتر از کتاب درسی)

در این روش حاصل حد را با استفاده از قاعدۀ هوپیتال به دست می آوریم:

  ⇒
x − x − ۲ = (x − ۲)(x + ۱)۲

x → ۲ ⇒ x < ۲ ⇒ x − ۲ < ۰− } ∣x −۲ x − ۲∣ = −(x − ۲)(x + ۱)

=
x→۲−
lim

۲x − x + ۱۲۲

∣x − x − ۲∣۲

x→۲−
lim

۲x − x + ۱۲۲

−x + x + ۲۲

= ×
x→۲−
lim

۲x − x + ۱۲۲

−x + x + ۲۲

۲x + x + ۱۲۲

۲x + x + ۱۲۲

=
x→۲−
lim

(۴x − x − ۱۲)۲ ۲

(−x + x + ۲)(۲x + )۲ x + ۱۲۲

=
x→۲−
lim

۳(x − ۲)(x + ۲)
−(x − ۲)(x + ۱)(۲x + )x + ۱۲۲

=
x→۲−
lim

۳(x + ۲)
−(x + ۱)(۲x +  )x + ۱۲۲

=  =  = −۲
۳(۲ + ۲)

−(۲ + ۱)(۴ + ۴)
۳ × ۴

−۳ × ۸

=
x→۲−
lim

۲x −  x + ۱۲۲

∣x − x − ۲∣۲

x→۲−
lim

۲x −  x + ۱۲۲

−(x − ۲)(x + ۱)

=  =  = = −۲HOP

x→۲−
lim

۲ −
۲ x + ۱۲۲

۲x
−۲x + ۱

۲ −
۴ + ۱۲

۲
−۴ + ۱

۲ −
۲
۱

−۳

۲
۳

−۳
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نکته: اگر عبارت داخل جزء صحیح به سمت بی نهایت میل کند، می توان نتیجه گرفت جزء صحیح با عبارت داخل آن هم ارز است.

بررسی گزینۀ اول:

بررسی گزینۀ دوم:

بررسی گزینۀ سوم:

پس حاصل حد تابع وقتی  متناهی نیست.

بررسی گزینۀ چهارم:

x → ۰ ⇒−
 →

x
۱

−∞ ⇒  x  =
x→۰−
lim [

x
۱

] x(  ) =
x→۰−
lim

x
۱

۱

x → ۰ ⇒+
 →

x
۱

+∞ ⇒  x  =
x→۰+
lim [

x
۱

] x(  ) =
x→۰+
lim

x
۱

۱

x → −∞ ⇒  → ۰ ⇒  = −۱
x
۱ − [

x
۱

]

x  = (−∞)(−۱) = +∞
x→−∞
lim [

x
۱

]

x → −∞

x → +∞ ⇒  → ۰ ⇒  = ۰
x
۱ + [

x
۱

]

x  = (+∞)(۰) = ۰
x→+∞
lim [

x
۱

]
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چون  است، پس باید مخرج کسر در همسایگی  مثبت و به ازای  صفر شود. یعنی معادلۀ

 باید ریشۀ مضاعف  داشته باشد و درنتیجه:

، پس  . با مقایسۀ دو عبارت  و  نتیجه می شود که  و 

=
x→۲
lim

x + ax + b۲
۲x − ۵

−∞x = ۲x = ۲

x +۲ ax + b = ۰x = ۲

x +۲ ax + b = x − ۲ =( )۲ x −۲ ۴x + ۴

x +۲ ax + bx −۲ ۴x + ۴a = −۴b = ۴a + b = ۰
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، بایستی در  پیوسته باشد. برای پیوستگی این تابع در 

ضمناً برای رفع ابهام  از قاعدۀ هوپیتال نیز می توانید استفاده کنید:

، مقدار تابع را برابر حد آن قرار می دهیم: حال برای پیوستگی  در 

Rx = ۲

f ۲ =  f(x) =  ax − ۱ = ۲a − ۱( )
x→۲−
lim

x→۲−
lim ( )

f x =   = مبهم 
x→۲+
lim ( )

x→۲+
lim

x − x + ۲
۳x − ۶

۰
۰

=
x→۲+
lim

x −  x +  ( x + ۲) ( x + ۲)

۳ x − ۲ x +  ( ) ( x + ۲)

= =
x→۲+
lim

x − x − ۲۲

۳ x − ۲ x +  ( ) ( x + ۲)

x→۲+
lim

x − ۲ x + ۱( ) ( )
۳ x − ۲ x +  ( ) ( x + ۲)

= = = ۴
x→۲+
lim

x + ۱
۳ x +  ( x + ۲)

۲ + ۱
۳ ۲ + ۲( )

 

۰
۰

=
x→۲+
lim

x − x + ۲
۳x − ۶

۰
۰ HOP

=
x→۲+
lim

۱ −
۲ x + ۲

۱
۳

 =
۱ −

۴
۱

۳
۴

fx = ۲

۲a − ۱ = ۴ ⇒ a =  =
۲
۵

۲/۵
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الف) یک تابع گویا که درجۀ صورت کوچک تر یا مساوی درجۀ مخرج باشد، مجانب افقی دارد.

ب) در توابع کسری، ریشه های مخرج کاندید مجانب قائم هستند، به شرط آنکه تابع حداقل در یک بازۀ یک طرفۀ آن نقطه تعریف شده و دارای

حد نامتناهی باشد.

A(xج) فاصلۀ نقطۀ  از نقطۀ  برابر است با:  , y  )۱ ۱B(x  , y  )۲ ۲

BA = (x  − x  ) + (y  − y  )۱ ۲
۲

۱ ۲
۲

درجۀ مخرج بزرگ تر از درجۀ صورت است، پس تابع مجانب افقی دارد. داریم:

برای به  دست آوردن ریشه های مخرج کسر، آن را مساوی صفر قرار می دهیم.

 و  کاندید مجانب قائم تابع هستند اما باید شرط نامتناهی بودن حد تابع در این نقاط نیز بررسی شود.

بنابراین فقط خط  مجانب قائم تابع است.

محل تلاقی مجانب قائم و افقی، نقطۀ  است، فاصلۀ این نقطه از مبدأ مختصات  برابر است با:

y = ⇒
x − ۳x + ۲۲

x − x
D = [۰, ۱) ∪ (۱, ۲) ∪ (۲, +∞)

=
x→±∞
lim

x − ۳x + ۲۲
x − x

=
x→±∞
lim

x۲
x

 =
x→±∞
lim

x
۱

۰ ⇒ y = ۰ مجانب افقی 

x −۲ ۳x + ۲ = ۰ ⇒ (x − ۲)(x − ۱) = ۰ ⇒  {
x − ۲ = ۰ ⇒ x = ۲
x − ۱ = ۰ ⇒ x = ۱

x = ۱x = ۲

=
x→۱
lim

x − ۳x + ۲۲
x − x

=
۱ − ۳ + ۲

۱ − ۱
۰
۰ HOP

=
x→۱
lim

x − ۳x + ۲۲
x − x

x→۱
lim

۲x − ۳

۱ −
۲ x

۱

= =
۲ − ۳

۱ −
۲
۱

−   =
۲
۱

� ∞

=
x→۲
lim

x − ۳x + ۲۲
x −  x

=
۴ − ۶ + ۲
۲ − ۲

=
۰

۲ − ۲
+∞

x = ۲
A(۲, ۰)(O(۰, ۰))

OA =  =(۲ − ۰) + (۰ − ۰)۲ ۲
 =۴ ۲

گزینه 1 44

برای پیوستگی چپ، باید  باشد.

مقدار تابع : f(−۲) = a

f(x) =
x→(−۲)−

lim =
x→(−۲)−

lim
x + ۲∣ ∣
۸ + x۳

x→(−۲)−
lim

−(x + ۲)
(x + ۲)(x − ۲x + ۴)۲

= −  (x −
x→(−۲)−

lim ۲ ۲x + ۴) = −(۴ + ۴ + ۴) = −۱۲

a = −۱۲
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تابع در همسایگی چپ صفر حد ندارد، بنابراین گزینۀ 4 درست است.

=
x→۰+
lim

x + x∣ ∣
x − ۱۲

=
x→۰+
lim

x + x
x − ۱۲

 =
۰+

−۱
−∞

=
x→۰−
lim

x + x∣ ∣
x − ۱۲

 =
x→۰−
lim

صفر مطلق
x − ۱۲

تعریف نشده

گزینه 1

گام اول

گام دوم

46

تابع  در نقطۀ  پیوسته است هرگاه حد چپ و راست تابع در این نقطه برابر با مقدار تابع در این نقطه باشد؛ به عبارت دیگر داشته

باشیم:

f(x)x = x  ۰

f(x) =  f(x) = f(x  )
x→x۰

−
lim

x→x۰
+

lim ۰

ابتدا حد چپ و راست تابع  را در نقطۀ  محاسبه می کنیم:

، مقدار  را محاسبه می کنیم: با بررسی شرط پیوستگی در 

f(x)x =  

۴
π

f(x) = = =
x→  ۴

π −
lim

x→  ۴
π −

lim
cos ۲x

۱ − tan x۲

x→  ۴
π −

lim
cos ۲x

۱ −
cos x۲
sin x۲

x→  ۴
π −

lim
cos x − sin x۲ ۲

cos x۲
cos x − sin x۲ ۲

= = = = ۲
x→  ۴

π −
lim

cos x۲

۱

(  )
۲

 ۲ ۲

۱

۲
۱
۱

f(x) =  a cos ۳x = a cos  = − a
x→  ۴

π +
lim

x→  ۴
π +

lim
۴

۳π
۲
۲

f(  ) = a cos  = − a
۴
π

۴
۳π

۲
۲

x =  

۴
π

a

f(x) =  f(x) = f(  )
x→  ۴

π −
lim

x→  ۴
π +

lim
۴
π

⇒ −  a = ۲ ⇒  a = −۴ ⇒ a = −  ⇒ a = −۲
۲

 ۲
۲

 ۲
۴

۲
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الف) در توابع کسری، ریشه های مخرج کاندید مجانب قائم هستند، به شرط آنکه تابع حداقل در یک بازۀ یک طرفۀ آن ها تعریف شده و همچنین

در این نقاط دارای حد نامتناهی باشد.

ب) یک تابع گویا که درجۀ صورت کوچک تر یا مساوی درجۀ مخرج باشد، مجانب افقی دارد.

چون  است؛ پس منحنی حتماً یک مجانب افقی دارد، پس داریم: 

پس  مجانب افقی تابع است. بنا بر صورت سؤال تابع باید یک مجانب قائم نیز داشته باشد. مخرج تابع، چندجمله ای درجه دوم است،

برای اینکه مطمئن شویم یک ریشه دارد، معادلۀ  را حل می کنیم. 

بنابراین خط  مجانب افقی تابع و خط  مجانب قائم تابع می باشد. محل برخورد این دو مجانب نقطۀ  است. 

a  =� ۰

=
x→±∞
lim

ax + ۴x − ۱۲
x + ۳x۲

=
x→±∞
lim

ax۲
x۲

 , a  =
a
۱

� ۰

y =  a
۱

Δ = ۰

ax +۲ ۴x − ۱ = ۰  

Δ=۰ ۱۶ − ۴(a)(−۱) = ۰ ⇒ ۱۶ + ۴a = ۰

⇒ ۴a = −۱۶ ⇒ a = −۴

a=−۴
−۴x +۲ ۴x − ۱ = ۰  

×(−۱)
۴x −۲ ۴x + ۱ = ۰ ⇒ (۲x − ۱) =۲ ۰

⇒ ۲x − ۱ = ۰ ⇒ ۲x = ۱ ⇒ x =
۲
۱

y = −  

۴
۱

x =  

۲
۱

(  , −  )
۲
۱

۴
۱
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f(x)xتابع  در نقطۀ  پیوسته است هرگاه داشته باشیم: = x  ۰

f(x) =  f(x) = f(x  )
x→x۰

−
lim

x→x۰
+

lim ۰

، ابتدا لازم است حد چپ و راست تابع را در این نقطه به  دست آوریم. برای بررسی شرط پیوستگی تابع  در نقطۀ 

باتوجه به گام اول داریم:

معادلۀ  فاقد ریشۀ حقیقی است، پس مجموعه مقادیر  برابر  می شود.

f(x)x = −۱

f(x) =   =
x→−۱+
lim

x→−۱+
lim

x + a
۱

−۱ + a
۱

f(x) =  x + ax = ۱ − a
x→−۱−
lim

x→−۱−
lim ۲

f(−۱) =
−۱ + a

۱

f(x) =  f(x) = f(−۱) ⇒  = ۱ − a
x→−۱+
lim

x→−۱−
lim

−۱ + a
۱

⇒ −(۱ − a)(۱ − a) = ۱ ⇒ −(۱ − a) = ۱ ⇒ (۱ − a) = −۱ (∗)۲ ۲

(∗)a∅
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، حاصل حد به صورت مبهم  می شود. با استفاده از روابط مثلثاتی و قاعدۀ هوپیتال می توان رفع ابهام کرد.  وقتی 

روش اول:

با استفاده از روابط مثلثاتی داریم: 

روش دوم: (فراتر از کتاب)

طبق قاعدۀ هوپیتال، اگر  آنگاه داریم: 

قاعدۀ هوپیتال را تا جایی که ابهام برطرف شود، به کار می گیریم. 

x →  

۴
π

 

۰
۰

sin(x −  ) =
۴
π

sin x cos  −
۴
π

cos x sin  =
۴
π

 (sin x −
۲

 ۲
cos x)

= =
x→ ۴

π
lim

sin(x −  )
۴
π

۱ − tan x
x→ ۴

π
lim

 (sin x − cos x)
۲

 ۲

۱ −
cos x
sin x

x→ ۴
π

lim

 (sin x − cos x)
۲

 ۲
cos x

cos x − sin x

= = = − = −۲
x→ ۴

π
lim

 cos x
۲

 ۲
−۱

x→ ۴
π

lim
cos x
− ۲

۲
۲

 ۲

  =
x→a
lim

g(x)
f(x)

 

۰
۰

=
x→a
lim

g(x)
f(x)

x→a
lim

g (x)′

f (x)′

= = = = −۲
x→ ۴

π
lim

sin(x −  )
۴
π

۱ − tan x
x→ ۴

π
lim

cos(x −  )
۴
π

−(۱ + tan x)۲

cos(  − )
۴
π

۴
π

−(۱ + tan  )۲
۴
π

۱
−(۱ + ۱)
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f(x)xتابع  در نقطۀ  پیوسته است هرگاه حد تابع و مقدار تابع در این نقطه باهم برابر باشد؛ به عبارت دیگر داشته باشیم: = x  ۰

f(x) = f(x  )
x→x۰
lim ۰

ابتدا مقدار حد تابع را در نقطۀ  محاسبه می کنیم: 

برای رفع ابهام، صورت و مخرج کسر را در مزدوج صورت، ضرب می کنیم. داریم:

باتوجه به گام اول، شرط پیوستگی تابع  در نقطۀ  به صورت زیر است: 

x = ۲

f(x) =   =
x→۲
lim

x→۲
lim

۲ − x
x −  ۲x

۰
۰

× = =
x→۲
lim

۲ − x
x − ۲x

x + ۲x

x + ۲x
x→۲
lim

(۲ − x)(x +  )۲x

x − ۲x۲

x→۲
lim

(۲ − x)(x +  )۲x

x(x − ۲)

= = =  = −
x→۲
lim

x + ۲x

−x
۲ + ۲
−۲

۴
−۲

۲
۱

f(x)x = ۲

f(x) = f(۲) ⇒ a = −
x→۲
lim

۲
۱
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، برابر چه عددی می شود. با توجه به این که حاصل حد برابر  است، مقادیر  و  ابتدا تع�ن می کنیم حاصل  وقتی 

و در نهایت مقدار  را محاسبه می کنیم.

، مقدار  کاهش پیدا می کند. چون  از  بزرگ تر است، بنابراین مقدار  دقت کنید که در ناحیۀ اول مثلثاتی با افزایش مقدار 

از مقدار  کمتر خواهد بود.

پس حاصل صورت کسر وقتی  برابر صفر می شود. اما از آن جا که حاصل حد برابر عدد غیر صفر  است، اگر وقتی 

، مخرج کسر مخرج کسر عددی غیر از صفر باشد حاصل حد برابر صفر می شود و چون حاصل حد برابر  داده شده پس باید وقتی 

هم برابر صفر شود. پس داریم:

با فرض  و قرار دادن آن در حد داده شده و حذف عامل صفر کننده، حاصل حد را به دست می آوریم.

بنابراین  برابر است با:

[۴cos πx]۲x →  

۶
۱ +

 

۲
۱

ab

a + b

x →  ⇒
۶
۱ +

x >  ⇒
۶
۱

πx >  ⇒
۶
π

cos πx < cos
۶
π

xcos xπx 

۶
π

cos πx

cos  

۶
π

cos πx <   cos πx <
cos  =۶

π
۲
۳

۲
 ۳ به توان ۲  ۲

۴
۳

⇒
×۴

۴cos πx < ۳ ⇒ ۴cos πx → ۳ ⇒ [۴cos πx] = ۲۲ ۲ − ۲

x →  

۶
۱ +

۲
۱

x →
۶
۱ +

 

۲
۱

x →
۶
۱ +

ax +
x→  ۶

۱ +
lim b = ۰ ⇒  +

۶
a

b = ۰ ⇒ b = −  ⇒
۶
a

a = −۶b (I)

a = −۶b

=  ⇒
x→  ۶

۱ +
lim

ax + b
۲ − ۱۲x

۰
۰

x→  ۶
۱ +

lim
−۶bx + b
۲ − ۱۲x

= =  ⇒ =  ⇒ b = ۴
x→  ۶

۱ +
lim

b(−۶x + ۱)
۲(۱ − ۶x)

۲
۱

b
۲

۲
۱

a =⇒
(I)

−۶b = −۶ × ۴ = −۲۴

a + b

a + b = −۲۴ + ۴ = −۲۰
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حد تابع  را وقتی  محاسبه می کنیم. برای این که تابع در  پیوسته باشد، باید رابطۀ  برقرار باشد. این رابطه را

بررسی کرده و مقداری از  را تع�ن می کنیم که به ازای آن تابع پیوسته باشد.

تابع  در نقطه ای به طول  فاقد حد است بنابراین به ازای هیچ مقدار  در  پیوسته نیست.

f(x)x → ۱x = ۱f(x) =
x→۱
lim a

a

f(x) = =
x→۱
lim

x→۱
lim

x − ۱

۳ ۱ − x
۰
۰

= =
x→۱
lim

x − ۱

۳ ۱ − x
x→۱
lim

−(۱ −  )(۱ +  )x x

۳ ۱ − x

=  = −∞
x→۱
lim

 (۱ +  )۳ (۱ −  )x ۲ x

−۱
۰+

−۱

f(x)x = ۱ax = ۱
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، رابطۀ زیر برقرار است: در مورد تابع  وقتی 

. با استفاده از تساوی داده شده می توان گفت  وقتی  با مقادیر کمتر از 1 به 1 نزدیک می شود و تابع  

 وقتی  با مقادیر بیشتر از 1 به 1 نزدیک می شود.

با استفاده از نمودار دو تابع نیز می توان دریافت که

همان طور که مشاهده می کنید اگر  باشد نمودار  بالاتر از نمودار  قرار دارد و اگر  باشد نمودار  پا�ن تر

از نمودار  قرار دارد.

بنابراین حد عبارت داده شده وقتی  برابر است با:

 

x
sin x

x → ۰

cos x <  <
x

sin x
۱ 

x
sin x

x → ۰

sin x
x

x → ۰

=
x→۰
lim [

sin x
x

] ۱ , =
x→۰
lim [

x
sin x

] ۰

x > ۰y = xy = sin xx < ۰y = x

y = sin x

x → ۰ ⇒ → ۱ ⇒   = [۱ ] = ۱
sin x

x +
x→۰
lim [

sin x
x

] +

x → ۰ ⇒ → ۱ ⇒   = [۱ ] = ۰
x

sin x −
x→۰
lim [

x
sin x

] −

x → ۰

+
x→۰
lim [

x
sin x

] ۲  =[
sin x

x
] ۰ + ۲(۱) = ۰ + ۲ = ۲
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تابع دارای مجانب افقی  است. تابع  را تشکیل می دهیم و تع�ن علامت می کنیم:

باتوجه به جدول تع�ن علامت داریم:

پس در شاخۀ  تابع  زیر خط  و در شاخۀ  تابع  بالای خط  قرار دارد.

y = ۲g x =( ) f x −( ) ۲

g x =( )  −
x + ۲x۲

۲x − x − ۲۲
۲ =

x + ۲x۲
−۵x − ۲

x → +∞ ⇒ g x < ۰ ⇒ f x − ۲ < ۰ ⇒ f x < ۲( ) ( ) ( )

x → −∞ ⇒ g x > ۰ ⇒ f x − ۲ > ۰ ⇒ f x > ۲( ) ( ) ( )

+∞f x( )y = ۲−∞f x( )y = ۲
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الف) تابع  در نقطۀ  پیوسته است هرگاه حد چپ و راست تابع در این نقطه برابر با مقدار تابع در این نقطه باشد؛ به عبارت دیگر

داشته باشیم:

ب) می دانیم:

f(x)x = x  ۰

f(x) =  f(x) = f(x  )
x→x۰

−
lim

x→x۰
+

lim ۰

∣x∣ ≤ a ⇔ −a ≤ x ≤ a

∣x∣ > a ⇔ x > a یا x < −a

ابتدا باتوجه به قسمت (ب) از گام اول، محدودۀ دو ضابطۀ تابع را ساده می کنیم:

اکنون حد چپ و راست تابع  را در دو نقطۀ  و  محاسبه می کنیم تا بتوانیم پیوستگی تابع را در این دو نقطه بررسی کنیم.

باتوجه به اینکه  است، تابع در  ناپیوسته است.

داریم:

بنابراین تابع  در نقطۀ  پیوسته است.

f(x) =  ⇔
⎩
⎨
⎧

 ; ∣x∣ > ۱
x + ۱
x − ۱۲

۲x ; ∣x∣ ≤ ۱
f(x) =  

⎩
⎨
⎧

 ; x > ۱ یا x < −۱
x + ۱
x − ۱۲

۲x ; −۱ ≤ x ≤ ۱

f(x)x = ۱x = −۱

f(x) = =  = ۰
x→۱+
lim

x→۱+
lim

x + ۱
x − ۱۲

۱ + ۱
۱ − ۱

f(x) =  ۲x = ۲(۱) = ۲
x→۱−
lim

x→۱−
lim

f(۱) = ۲(۱) = ۲

 f(x)  =
x→۱−
lim �  f(x)

x→۱+
limx = ۱

f(x) =  ۲x = ۲(−۱) = −۲
x→−۱+
lim

x→−۱+
lim

f(x) = = = (x − ۱) = −۱ − ۱ = −۲
x→−۱−
lim

x→−۱−
lim

x + ۱
x − ۱۲

x→−۱−
lim

x + ۱
(x − ۱)(x + ۱)

x→−۱−
lim

f(−۱) = ۲(−۱) = −۲

f(x) =  f(x) = f(−۱)
x→−۱−
lim

x→−۱+
lim

f(x)x = −۱
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cosمی دانیم:  و  ۲x = cos x −۲ sin x۲tan x =
cos x
sin x

، حاصل حد به صورت مبهم  می شود. با استفاده از گام اول، کسر را تا حد امکان ساده کرده و حاصل حد را به  دست وقتی 

می آوریم. 

x →
۴

۳π
 

۰
۰

= =
x→ ۴

۳π
lim

cos ۲x
tan x − ۱۲

x→ ۴
۳π

lim
cos x − sin x۲ ۲

 − ۱
cos x۲
sin x۲

x→ ۴
۳π

lim
−(sin x − cos x)۲ ۲

cos x۲
sin x − cos x۲ ۲

=  − = − = − = −  = −۲
x→  ۴

۳π
lim

cos x۲
۱

cos۲
۴

۳π
۱

(−  )
۲

 ۲ ۲

۱

۲
۱
۱
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الف) تابع  در نقطۀ  پیوسته است هرگاه داشته باشیم:

ب) می دانیم:

f(x)x = x  ۰

f(x) =  f(x) = f(x  )
x→x۰

+
lim

x→x۰
−

lim ۰

∣u∣ = {
u ; u ≥ ۰
−u ; u < ۰

ضابطۀ تابع شامل یک عبارت قدر مطلقی است، پس ابتدا این عبارت را تجزیه و تع�ن علامت می کنیم.

بنابراین ضابطۀ تابع  به صورت زیر می شود:

اکنون باتوجه به قسمت (الف) از گام اول، پیوستگی تابع  را در نقطۀ  بررسی می کنیم:

باتوجه به اینکه حد چپ و راست تابع در نقطۀ  مساوی نیستند، پس این تابع به  ازای هیچ مقدار   ، در نقطۀ  پیوسته نخواهد بود.

x +۲ x − ۲ = (x + ۲)(x − ۱)

f(x)

f(x) =  

⎩⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎧

   ; x ≤ −۲
x − ۱

x + x − ۲۲

 ; −۲ < x < ۱
x − ۱

−x − x + ۲۲

a ; x = ۱

 ; x > ۱
x − ۱

x + x − ۲۲

f(x)x = ۱

f(x) = = = (x + ۲) = ۱ + ۲ = ۳
x→۱+
lim

x→۱+
lim

x − ۱
x + x − ۲۲

x→۱+
lim

(x − ۱)
(x + ۲)(x − ۱)

x→۱+
lim

f(x) = = = (−x − ۲) = −۱ − ۲ = −۳
x→۱−
lim

x→۱−
lim

x − ۱
−x − x + ۲۲

x→۱−
lim

x − ۱
−(x + ۲)(x − ۱)

x→۱−
lim

x = ۱ax = ۱
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ابتدا تع�ن می کنیم مقادیر  به ازای  و  چند است:

ضابطۀ  را باتوجه به مقادیر  تشکیل داده و بررسی می کنیم در بازۀ  تابع در چه نقاطی ناپیوسته است.

در تمام نقاط بازۀ  تابع  (چون یک تابع ثابت است) پیوسته است. پس تعداد نقاط ناپیوستگی تابع در این بازه برابر صفر

است.

f(x)x ∈ Zx ∈ R− Z

f(x) = [x] + [−x] =  {
۰ ; x ∈ Z
− ۱ ; x ∈ R− Z

g(x)f(x)[−۴, ۴]

f(x) =  , g(x) =  {
− ۱ ; x ∈ Z/

۰ ; x ∈ Z {
f(x) ; x ∈ Z/

f(x) − ۱ ; x ∈ Z

⇒ g(x) =  ⇒ g(x) = −۱ ; x ∈ R{
−۱ ; x ∈  Z/
−۱ ; x ∈ Z

[−۴, ۴]g(x) = −۱
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، حاصل  را به دست می آوریم:  با استفاده از نسبت های مثلثاتی کمان 

حاصل حد  و مبهم است. برای رفع ابهام صورت و مخرج کسر را در مزدوج صورت ضرب می کنیم تا عبارت مثلثاتی فرم ساده تری به خود

بگیرد. سپس با از بین رفتن عامل صفرکننده در صورت و مخرج، حاصل حد را محاسبه می کنیم و در نهایت مقدار  را به دست می آوریم.

بنابراین :

α + βcos(x +  )
۴
π

cos(α + β) = cos α cos β − sinα sinβ

 

۰
۰

a

cos(x + ) = cos x cos − sin x sin
۴
π

۴
π

۴
π

=  cos x − sin x = (cos x − sin x)
۲

 ۲
۲
۲

۲
۲

= ×
x→ ۴

π
lim

cos(x +  )
۴
π

 −cos x sin x
x→ ۴

π
lim

 (cos x − sin x)
۲

 ۲
 −cos x sin x

 +cos x sin x

 +cos x sin x

=
x→ ۴

π
lim

(cos x − sin x)(  +  )
۲
۲

cos x sin x

(cos x − sin x)

= =
x→ ۴

π
lim

 +cos x sin x

۲

 +cos  

۴
π

sin
۴
π

۲

= = = =
 + ۲

 ۲
۲
۲

۲

۲ × ۲
۲

۲

۲ × ۲− ۲
۱

۲ ۲
۱

۲ × ۲− ۴
۱

۲ ۲
۱

=  = ۲ = ۲ ⇒ a = −
۲  ۴

۳

۲  ۲
۱

−  ۴
۱ a

۴
۱
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الف) تابع  بر روی مجموعۀ اعداد حقیقی پیوسته است هرگاه در همۀ نقاط این مجموعه پیوسته باشد.

ب) تابع  در نقطۀ  پیوسته است هرگاه داشته باشیم:

f(x)

f(x)x = x  ۰

f(x) =  f(x) = f(x  )
x→x۰

+
lim

x→x۰
−

lim ۰

تابع  بر روی دو بازۀ  و  به صورت یک تابع چندجمله ای بوده و پیوسته است، بنابراین کافی است پیوستگی تابع را در نقطۀ

 بررسی کنیم. باتوجه به قسمت (ب) از گام اول، حد چپ و راست تابع  را در نقطۀ  محاسبه کرده و با مقدار تابع در این نقطه

مساوی قرار می دهیم. 

داریم: 

f(x)x > ۲x < ۲
x = ۲f(x)x = ۲

f(x) =  ax + b = ۲a + b
x→۲+
lim

x→۲+
lim

f(x) =  x + bx − ۱ = ۴ + ۲b − ۱ = ۳ + ۲b
x→۲−
lim

x→۲−
lim ۲

f(۲) = ۵ ⇒ ۲a + b = ۳ + ۲b = ۵

۳ + ۲b = ۵ ⇒ ۲b = ۲ ⇒ b = ۱

۲a + b = ۵ ⇒ ۲a + ۱ = ۵ ⇒ ۲a = ۴ ⇒ a = ۲
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cosمی دانیم:  و  ۲x = cos x −۲ sin x۲tan x =
cos x
sin x

، حاصل حد به صورت مبهم  می شود. باتوجه به گام اول، کسر را تا حد امکان ساده کرده و حاصل حد را محاسبه می کنیم. xوقتی  →  

۴
π

 

۰
۰

=  =
x→ ۴

π
lim

cos ۲x
tan x − ۱

x→  ۴
π

lim
cos x − sin x۲ ۲

− ۱
cos x
sin x

x→ ۴
π

lim
(cos x − sin x)(cos x + sin x)

cos x
sin x − cos x

= =
x→ ۴

π
lim

(cos x − sin x)(cos x + sin x)
cos x

−(cos x − sin x)

x→ ۴
π

lim
cos x(cos x + sin x)

−۱

= = = −۱
(  + )

۲
۲

۲
 ۲

۲
۲

−۱

 (  )
۲

 ۲
۲

−۱
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الف) یک تابع گویا که درجۀ صورت کوچک تر یا مساوی درجۀ مخرج باشد، مجانب افقی دارد.

ب) در توابع کسری ریشه های مخرج کاندید مجانب قائم هستند، به شرط آنکه تابع حداقل در یک بازۀ یک طرفۀ آن نقطه تعریف شده و در آن

نقطه دارای حد نامتناهی باشد.

ابتدا ضابطۀ تابع  را به دست می آوریم.

باتوجه به قسمت "الف" از گام اول، تابع دارای یک مجانب افقی است:

همچنین خط  مجانب قائم تابع است زیرا:

نقطۀ  محل تلاقی این دو مجانب است.

fog

  ⇒
f(x) =

۲x + ۱
x + ۳

g(x) =
x + ۲
۲x − ۱

⎭⎪⎪
⎬
⎪⎪
⎫

fog(x) = f(g(x)) =
۲g(x) + ۱
g(x) + ۳

= =
۲ + ۱

x + ۲
۲x − ۱

 + ۳
x + ۲
۲x − ۱

=

x + ۲
۴x − ۲ + x + ۲

x + ۲
۲x − ۱ + ۳x + ۶

۵x
۵x + ۵

fog(x) =
x→±∞
lim =

x→±∞
lim

۵x
۵x + ۵

 =
x→±∞
lim

۵x
۵x

۱ ⇒ y = ۱ مجانب افقی

x = ۰

fog(x) =
x→۰
lim =

x→۰
lim

۵x
۵x + ۵

 =
۰
۵

+∞

(۰, ۱)

گزینه 1 63

اگر  (یک عدد زوج) فرض شود، در این صورت  همواره برابر صفر می شود زیرا  به ازای  همواره برابر صفر است.

صفر شدن این عبارت باعث می شود کل تابع  برابر صفر شده و درنتیجه در نقاط زوج تابع  همواره پیوسته است.

حالا فرض می کنیم  فرد بوده و آن را به صورت  در نظر می گیریم. پیوستگی آن را در نقاط فرد مورد بررسی قرار می دهیم. نقطۀ

فردی مانند  در نظر گرفته و پیوستگی تابع را در این نقطه بررسی می کنیم:

بنابراین تابع  فقط در اعداد زوج پیوسته است.

x = ۲ksin  x
۲
π

sin kπk ∈ Z
f(x)f(x)

xx = ۲k + ۱
x = ۱

f(x) =  (−۱) sin  x = (−۱) sin  = (−۱)(۱) = −۱
x→۱+
lim

x→۱+
lim [x]

۲
π ۱

۲
π

f(x) =  (−۱) sin  x = (−۱) sin  = (۱)(۱) = ۱
x→۱−
lim

x→۱−
lim [x]

۲
π ۰

۲
π

f(۱) = (−۱) sin  = (−۱)(۱) = −۱۱

۲
π

⇒  f(x)   f(x) ⇒
x→۱+
lim =

x→۱−
lim در اعداد فرد ناپیوسته است

f(x)
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۲]می دانیم:  ] =− ۱

(  + ) = (  + ) = (  − )
x→۲−
lim

x − ۲x۲
x + ۲

۲ − x
۲(۱)

x→۲−
lim

x(x − ۲)
x + ۲

۲ − x
۲

x→۲−
lim

x(x − ۲)
x + ۲

x − ۲
۲

= = = −
x→۲−
lim

x(x − ۲)
x + ۲ − ۲x

x→۲−
lim

x
−۱

۲
۱
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f(x) =  

⎩⎪
⎨
⎪⎧ ; x ۰

sin x۲
cos x − cos x

=

a ; x = ۰

=
x→۰
lim

sin x۲
cos x − cos x

x→۰
lim

۱ − cos x۲
 (  − ۱)cos x cos x

=
x→۰
lim

(۱ − cos x)(۱ + cos x)
 (  − ۱)cos x cos x

=
x→۰
lim

(۱ − )(۱ +  )(۱ + cos x)cos x cos x
 (  − ۱)cos x cos x

−
۴
۱
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الف) تابع  روی یک بازه پیوسته است هرگاه در همۀ نقاط این بازه پیوسته باشد.

ب) تابع  در نقطۀ  پیوسته است هرگاه حد چپ و راست تابع در این نقطه برابر با مقدار تابع در این نقطه باشد؛ به عبارت دیگر

داشته باشیم:

f(x)

f(x)x = x  ۰

f(x) =  f(x) = f(x  )
x→x۰

+
lim

x→x۰
−

lim ۰

برای بررسی پیوستگی تابع  روی بازۀ  کافی است شرط پیوستگی را در نقطۀ  بررسی کنیم. داریم:

، رفع ابهام می کنیم. با تغ�ر متغیر  و با استفاده از هم ارزی 

تابع  در نقطۀ  پیوسته است هرگاه داشته باشیم:

f(x)[۰, ۲π]x =  

۲
π

f(x) = =
x→ ۲

π
lim

x→ ۲
π

lim
۲x − π
sin ۲x

۰
۰

x −  =
۲
π

tsin u  u
u→۰
∼  

x −  =
۲
π

t ⇒ ۲x − π = ۲t

x →  ⇒
۲
π

t → ۰

= = = = −۱
x→ ۲

π
lim

۲x − π
sin ۲x

t→۰
lim

۲t
sin(π + ۲t)

t→۰
lim

۲t
− sin(۲t)

t→۰
lim

۲t
−۲t

f(x)x =  

۲
π

f(x) = f(  ) ⇒ a = −۱
x→ ۲

π
lim

۲
π
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چون  بر  بخش پذیر است، بنابراین  است.

برای به دست آوردن سایر عامل های  کافی است  را بر  تقسیم کنیم و ریشه های معادلۀ  را به دست آوریم.

بنابراین کوچک ترین ریشۀ معادلۀ  برابر با  است.

f(x)x + ۲f(−۲) = ۰

f(x) = x +۴ ax −۳ ۸x ⇒ f(−۲) = ۱۶ − ۸a + ۱۶ = ۰

⇒ ۸a = ۳۲ ⇒ a = ۴ ⇒ f(x) = x +۴ ۴x −۳ ۸x

f(x)f(x)x + ۲f(x) = ۰

 

x + ۴x − ۸x۴ ۳

 −(x + ۲x )۴ ۳
∣
∣
∣
∣

x + ۲x − ۴x۳ ۲
x + ۲

۲x − ۸x۳

− (۲x + ۴x )۳ ۲

− ۴x − ۸x۲

−(−۴x − ۸x)۲

۰

f(x) = (x + ۲)(x +۳ ۲x −۲ ۴x) = ۰

⇒   

⎩⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎪
⎧x + ۲ = ۰ ⇒ x = −۲

x(x + ۲x − ۴) = ۰ ⇒   

۲

⎩⎪
⎨
⎪⎧x = ۰

x =  = −۱ ±
۲a

−b ±  Δ
۵

f(x) = ۰x = −۱ −  ۵
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باتوجه به ضابطۀ تابع f، می توان نوشت:

، پس باتوجه به مقادیر به دست آمده در بالا، ازآنجاکه برای آنکه تابع f در  پیوسته باشد، باید 

، به ازای هیچ مقداری برای a پیوسته نیست. ، بنابراین تابع f در 

تذکر:

⎩⎪⎪
⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎧ f(x) =  (۳x − x ) = ۶ − ۲ = ۶ − ۱ = ۵

x→۲−
lim

x→۲−
lim [ ] [ −]

f(۲) = a

f(x) =  (x + ۲) = ۴
x→۲+
lim

x→۲+
lim

x = ۲f(x) =
x→۲+
lim f(۲) =  f(x)

x→۲−
lim

 f(x)  =
x→۲−
lim �  f(x)

x→۲+
limx = ۲

a ∈ Z ⇒  {
[a ] = a − ۱−

[a ] = a+
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f x = sin  [cos (  ) ] − cos π[sin (۲π) ]
x→π+
lim ( )

۲
π

۲
π + +

= ۱ × [۰ ] − (−۱)[۰ ] = ۱ × (−۱) − ۰ = −۱− +

f x = sin  [cos (  ) ] − cos π[sin (۲π) ]
x→π−
lim ( )

۲
π

۲
π − −

= ۱ × [۰ ] − (−۱)[۰ ] = ۰ + (−۱) = −۱ ⇒  f x = −۱+ −
x→π
lim ( )

گزینه 2 70

−  =  

x→−۲
lim (

(۲x + ۱)(x + ۲)
۳

(x + ۲)(x − ۲)
۴

)
x→−۲
lim (

(۲x + ۱)(x + ۲)(x − ۲)
۳(x − ۲) − ۴(۲x + ۱)

)

=  =  = −
x→−۲
lim (

(۲x + ۱)(x + ۲)(x − ۲)
−۵(x + ۲)

)
x→−۲
lim (

(۲x + ۱)(x − ۲)
−۵

)
۱۲
۵

گزینه 3

گام اول

گام دوم
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y تابع  در نقاطی که  مقداری صحیح باشد، ناپیوسته است.  = f(x)[ ]f(x)

، رسم نمودار این تابع در بازۀ موردنظر است: بهترین راه برای تشخیص نقاط ناپیوستگی تابع با ضابطۀ  در بازۀ 

،  و  ناپیوسته است؛ بنابراین تابع در بازۀ  دارای  ،  ، با توجه به نمودار، تابع  در نقاط 

پنج نقطۀ ناپیوستگی است.

f x =( ) x[ ۲]−۱, ۲[ ]

f x( )x = ۱x =  ۲x =  ۳x = ۲x = −۱−۱, ۲[ ]

گزینه 4 72

پس تابع فقط از راست پیوسته است.

حد راست :  f x =
x→۲+
lim ( ) =

x→۲+
lim

۲ x − ۲∣ ∣
x − ۴۲

=
x→۲+
lim

۲ x − ۲( )
x − ۲ x + ۲( ) ( )

 =
۲
۴

۲

حد چپ =  f x = = = −۲
x→۲−
lim ( )

x→۲−
lim

−۲ x − ۲( )
x − ۴۲

x→۲−
lim

−۲
x + ۲

f ۲ = ۲( )

⇒ f ۲ =( )  f x
x→۲+
lim ( )
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گام اول

گام دوم
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f(x)xتابع  در نقطۀ  حد دارد، درصورتی که  و  موجود و باهم برابر باشند. = a f(x)
x→a+
lim f(x)

x→a−
lim

حد عبارت داده شده را در دو حالت  و  محاسبه می کنیم:

حد راست و چپ تابع در نقطۀ  موجود و برابر است، بنابراین حد تابع برابر 3 است.

x →  

۳
π +

x →  

۳
π −

⎩⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎪
⎧ sin x −  cos ۳x + tan x = sin(۰ ) cos π + (  ) = ۰ cos π + ۳ = ۰ −۱ + ۳ = ۳

x→ ۳
π +

lim [ (
۳
π

)] [ ۲ ] [ + ] [ ۳
+ ۲] [ +] [ +] ( ) ( )

sin x −  cos ۳x + tan x = sin(۰ ) cos π + (  ) = ۰ cos π + ۳ = −۱ −۱ + ۲ = ۳
x→ ۳

π −
lim [ (

۳
π

)] [ ۲ ] [ − ] [ ۳
− ۲] [ −] [ −] ( ) ( )

x =  

۳
π

گزینه 1

گام اول

گام دوم
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، حاصل حد را به  دست می آوریم. xحاصل حد مبهم است. با استفاده از رفع ابهام عامل صفرشونده یا همان  − ۲

(  −  ) =  (  −  )
x→۲
lim

x − ۲x۲
۶

x − ۲
x + ۱

x→۲
lim

x(x − ۲)
۶

x − ۲
x + ۱

= ( ) = ( )
x→۲
lim

x(x − ۲)
۶ − x − x۲

x→۲
lim

x(x − ۲)
−(x − ۲)(x + ۳)

= =
x→۲
lim

x
−(x + ۳)

۲
−۵
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در مرحلۀ اول صورت و مخرج کسر را در مزدوج عبارت مخرج کسر ضرب می کنیم تا عبارت را به ساده ترین شکل ممکن به دست آوریم.

راه حل اول:

راه حل دوم: (فراتر از کتاب)

 برای به دست آوردن حاصل حد وقتی  از هم ارزی رادیکالی زیر استفاده می کنیم:

با استفاده از هم ارزی حاصل حد را به دست می آوریم:

× = =
x − x + ۲x۲

۱
x + x + ۲x۲

x + x + ۲x۲

x − x − ۲x۲ ۲

x + x + ۲x۲

−۲x
x + x + ۲x۲

=
x→+∞
lim

−۲x
x + x + ۲x۲

=
x→+∞
lim

−۲x
x + ∣x∣

=
x→+∞
lim

−۲x
x + x

=
x→+∞
lim

−۲x
۲x

−۱

x → +∞

∼
x→+∞
ax + bx + c۲

 ∣x +a  ∣
۲a
b

=
x→+∞
lim

−۲x
x + x + ۲x۲

x→+∞
lim

−۲x

x +  ∣x +  ∣۱
۲
۲

= = = = −۱
x→+∞
lim

−۲x
x + x + ۱

x→+∞
lim

−۲x
۲x + ۱

x→+∞
lim

−۲x
۲x

گزینه 1

گام اول

گام دوم
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، در این صورت حاصل  است. xاگر  ∈ / Z[x] + [−x] = −۱

f(x) =  {
− ۱ ; x ∈ Z/

a ; x ∈ Z

f(x) =
x→t−
lim  f(x) =

x→t+
lim f(t) ⇒ a = −۱
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گزینه 3 77

راه حل اول:

راه حل دوم: (فراتر از کتاب)

با استفاده از قاعدۀ هوپیتال داریم:

=
x→−۸
lim

۶(۲ +  )۳ x
x + ۱۰x + ۱۶۲

۰
۰

=
x→−۸
lim

۶(۲ +  )۳ x
x + ۱۰x + ۱۶۲

x→−۸
lim

۶(۲ +  )(۴ − ۲  +  )۳ x ۳ x ۳ x۲

(x + ۸)(x + ۲)(۴ − ۲  +  )۳ x ۳ x۲

=
x→−۸
lim

۶(x + ۸)
(x + ۸)(x + ۲)(۴ − ۲  +  )۳ x ۳ x۲

= =
x→−۸
lim

۶
(x + ۲)(۴ − ۲  +  )۳ x ۳ x۲

=
۶

−۶ × ۱۲
−۱۲

HOP : =
x→−۸
lim

۶ ×
۳ ۳ x۲

۱
۲x + ۱۰

=
۶ ×

۳ × ۴
۱

−۱۶ + ۱۰
−۶ × ۲ = −۱۲

گزینه 3 78

راه حل اول:

راه حل دوم: (فراتر از کتاب)

استفاده از قاعدۀ هوپیتال:

=
x→−۱
lim

۲ − ۲ + ۳ − x

۲x + ۵x + ۳۲

۰
۰

×
x→−۱
lim

۲ − ۲ + ۳ − x

۲x + ۵x + ۳۲

۲ + ۲ + ۳ − x

۲ + ۲ + ۳ − x

=
x→−۱
lim

۴ − (۲ +  )۳ − x
(x + ۱)(۲x + ۳)(۲ +  )۲ +  ۳ − x

= ×
x→−۱
lim

۲ − ۳ − x
(x + ۱)(۲x + ۳)(۲ +  )۲ +  ۳ − x

۲ + ۳ − x
۲ + ۳ − x

=
x→−۱
lim

۴ − ۳ + x
(x + ۱)(۲x + ۳)(۲ +  )(۲ +  )۲ + ۳ − x ۳ − x

= (۲x +
x→−۱
lim ۳)(۲ +  )(۲ +۲ +  ۳ − x  ) =۳ − x ۱(۲ + ۲)(۲ + ۲) = ۱۶

x→−۱
lim

۲ − ۲ + ۳ − x

۲x + ۵x + ۳۲
HOP

=
x→−۱
lim

− ×
۲ ۳ − x

−۱

۲ ۲ + ۳ − x

۱
۴x + ۵

=
×

۴
۱

۴
۱

۱
۱۶
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با استفاده از اتحاد  داریم:

روش دوم: (هوپیتال _ فراتر از کتاب)

a −۳ b =۳ (a − b)(a +۲ ab + b )۲

=
x→۲+
lim

x − ۴x + ۴۲

۲ − ۳ x + ۶
x→۲+
lim

 (۴ + ۲  +  )(x − ۲)۲ ۳ x + ۶ ۳ (x + ۶)۲

(۲ −  )(۴ + ۲  +  )۳ x + ۶ ۳ x + ۶ ۳ (x + ۶)۲

= = −  = −
x→۲+
lim

(x − ۲)(۴ + ۲ +۳ x + ۶ ۳ (x + ۶)۲

(۲ − x)
۴ + ۴ + ۴

۱
۱۲
۱

= = =
x→۲+
lim

x − ۴x + ۴۲

۲ − ۳ x + ۶
x→۲+
lim

(x − ۲)۲

۲ − ۳ x + ۶
x→۲+
lim

∣x − ۲∣
۲ − ۳ x + ۶

۰
۰

 =
هوپیتال

x→۲+
lim

∣x − ۲∣
۲ − ۳ x + ۶ x−۲>۰

x→۲+ x→۲+
lim

x − ۲
۲ − ۳ x + ۶

x→۲+
lim

۱
−  (x + ۶)۳

۱ ۳
−۲

= = − = −
۱

−  (۲ + ۶)۳
۱ ۳

−۲

۳ × ۴
۱

۱۲
۱
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− = −
x→−۱
lim (

x − ۱۲

۲
x + ۱

x
)

x→−۱
lim

(x − ۱)(x + ۱)
۲

x + ۱
x

= = =
x→−۱
lim

(x − ۱)(x + ۱)
۲ − x(x − ۱)

x→−۱
lim

x − ۱۲

−x + x + ۲۲

x→−۱
lim

(x − ۱)(x + ۱)
−  (x − ۲)(x + ۱)

= = =  =
x→−۱
lim

(x − ۱)
−(x − ۲)

−۱ − ۱
−(−۱ − ۲)

−۲
۳

۲
−۳

گزینه 2 81

=
x→۱+
lim

x + cos πx[ ]
sin πx۲

۰
۰

=
x→۱+
lim

x + cos πx[ ]
sin πx۲

=
x→۱+
lim

۱ + cos πx
۱ − cos πx۲

x→۱+
lim

۱ + cos πx
(۱ + cos πx)(۱ − cos πx)

= (۱ −
x→۱+
lim cos πx) = ۱ − cos π = ۱ − −۱ =( ) ۲
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تابع  به صورت زیر خلاصه می شود:

تابع  در فاصلۀ  و تابع  در هر فاصله ای پیوسته است، پس فقط کافی است که تابع  در 1 و 1- پیوسته باشد.

 در  پیوسته است، پس  یا  است. ازطرفی  در 1- پیوسته است؛ پس:

f

f x =( )  {
x x ; −۱ < x < ۱[ ]

ax + b ; (x ≥ ۱) ∨ (x ≤ −۱)

x x[ ]−۱, ۱( )ax + bf

f ۱ =  f x =  (ax + b) = a + b( )
x→۱+
lim ( )

x→۱+
lim

f x =  x x = ۰
x→۱−
lim ( )

x→۱−
lim ( [ ])

fx = ۱a + b = ۰a = −bf

f −۱ =  f x =  (ax + b) = −a + b( )
x→(−۱)−

lim ( )
x→(−۱)−

lim

f(x) =  x x = −۱ −۱ = −۱ −۱ = ۱
x→(−۱)+

lim
x→(−۱)+

lim ( [ ]) ( ) [( )+] ( ) ( )

⇒ −a + b = ۱  

b=−a
−a − a = ۱ ⇒ a = −

۲
۱

گزینه 4

گام اول

گام دوم
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xتابع در  پیوسته است؛ بنابراین  است. = ۰ f(x) =
x→۰
lim f(۰)

f(۰) =   =
x→۰
lim

۱ − ۱ − x

x
×

x→۰
lim

۱ − ۱ − x

x

۱ + ۱ − x

۱ + ۱ − x

= =
x→۰
lim

(۱ −  )(۱ +  )۱ − x ۱ − x

x(۱ +  )۱ − x
x→۰
lim

۱ − ۱ + x
x(۱ +  )۱ − x

=  ⇒
x→۰
lim

x
x(۱ +  )۱ − x

a = ۱ +  =۱ − ۰ ۱ + ۱ = ۲ ⇒ a = ۲
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. حال داریم: sin(πمی دانیم  و  و  − α) = sinαcos(π − α) = − cos αcos(π + α) = − cos α

= = = −∞
x→  ۳

۲π +
lim

۱ + ۲ cos x
sin x

۱ + ۲(−  )
۲
۱ −

۲
۳

۰−
۲
۳

= = = +∞
x→  ۳

۲π −
lim

۱ + ۲ cos x
sin x

۱ + ۲(−  )
۲
۱ +

۲
۳

۰+
۲
۳

= = = ±∞
x→  ۳

۴π ±
lim

۱ + ۲ cos x
sin x

۱ + ۲(−  )
۲
۱ ±

۲
− ۳

۰±

−
۲
۳
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=
x→  ۴

۳π −
lim

۱ + sin ۲x
۱ − tan x۲

x→  ۴
۳π −

lim
(sin x + cos x)۲

۱ − tan x۲

= =
x→  ۴

۳π −
lim

∣ sin x + cos x∣
۱ − tan x۲

x→  ۴
۳π −

lim
(sin x + cos x)

cos x۲

cos x − sin x۲ ۲

=
x→  ۴

۳π −
lim

cos x(sin x + cos x)۲
(cos x − sin x)(cos x + sin x)

=
x→  ۴

۳π −
lim

cos x۲
cos x − sin x

=

۲
۱

− −
۲
۲

۲
۲

−۲ ۲

گزینه 3 86

راه حل اول: استفاده از هم ارزی:

راه حل دوم: با استفاده از اتحاد مزدوج داریم:

 x +ax + bx + c۲
x→±∞

∼ a
∣
∣
∣
∣

۲a
b

∣
∣
∣
∣

(۲x +
x→−∞
lim  ) =۴x + x۲ (۲x +

x→−∞
lim ۲  x +   )

∣
∣
∣
∣

۸
۱

∣
∣
∣
∣

(۲x −
x→−∞
lim ۲(x +  )) =

۸
۱

−
۴
۱

(۲x +
x→−∞
lim  ) =۴x + x۲

x→−∞
lim

۲x − ۴x + x۲

(۲x +  )(۲x −  )۴x + x۲ ۴x + x۲

= =
x→−∞
lim

۲x − ۴x۲

۴x − (۴x + x)۲ ۲
=

x→−∞
lim

۲x − ۲x∣ ∣
−x

=
x→−∞
lim

۴x
−x

−
۴
۱
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با استفاده از قاعدۀ پرتوان داریم:

=
x→−∞
lim

x
x − ۴x + x۲

x→−∞
lim

x
x − ۲x∣ ∣

= = ۳
x→−∞
lim

x
x + ۲x

گزینه 2

گام اول

گام دوم
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الف) تابع  بر روی یک بازه پیوسته است هرگاه در همۀ نقاط این بازه پیوسته باشد.

ب) تابع  در نقطۀ  پیوسته است هرگاه داشته باشیم:

f(x)

f(x)x = x  ۰

f(x) =  f(x) = f(x  )
x→x۰

+
lim

x→x۰
−

lim ۰

تابع  با ضابطۀ داده شده روی بازۀ  تعریف شده است. برای بررسی پیوستگی تابع  روی این بازه کافی است شرط پیوستگی

تابع فقط در نقطۀ  بررسی شود. داریم:

برای پیوستگی تابع  در نقطۀ  کافی است تساوی زیر برقرار باشد:

f(x)[۱, +∞)f(x)

x = ۶

f(x) =  sin  = sin  =
x→۶−
lim

x→۶−
lim

x
π

۶
π

۲
۱

f(۶) = sin  =
۶
π

۲
۱

f(x) =  a + cos  = a + cos  = a + (  ) = a +
x→۶+
lim

x→۶+
lim ۲

۳۶
πx ۲

۶
π

۲
 ۳

۲

۴
۳

f(x)x = ۶

a +  =
۴
۳

 ⇒
۲
۱

a = −
۴
۱
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الف) تابع  بر روی مجموعۀ  پیوسته است هرگاه در تمام نقاط این مجموعه پیوسته باشد.

ب) تابع  در نقطۀ  پیوسته است هرگاه داشته باشیم:

f(x)R
f(x)x = x  ۰

f(x) =  f(x) = f(x  )
x→x۰

−
lim

x→x۰
+

lim ۰

تابع  بر روی دو بازۀ  و  به صورت یک تابع چندجمله ای بوده و پیوسته است؛ بنابراین کافی است پیوستگی تابع را فقط در

نقطۀ  بررسی کنیم. باتوجه به قسمت (ب) از گام اول، حد چپ و راست تابع را در نقطۀ  محاسبه کرده و با مقدار تابع در این نقطه

مساوی قرار می دهیم. 

، تساوی  برقرار است. به  ازای هر مقدار حقیقی 

f(x)x > ۲x < ۲
x = ۲x = ۲

f(x) =  x + ax − ۵ = ۲ + ۲a − ۵ = ۲a − ۱
x→۲+
lim

x→۲+
lim ۲ ۲

f(x) =  ax − ۱ = ۲a − ۱
x→۲−
lim

x→۲−
lim

f(۲) = ۲a − ۱

a۲a − ۱ = ۲a − ۱

Nomreyar.com | وبسایت آموزشی نمره یار



گزینه 4

گام اول

گام دوم

90

الف) برای اینکه تابع  در بازۀ  پیوسته باشد، باید بر روی تمام نقاط این بازه پیوسته باشد. نقطۀ مرز ضابطه ها، یعنی 

نقطه ای است که پیوستگی در مورد آن باید بررسی شود.

ب) شرط پیوستگی در  به صورت زیر است:

f(x)[۰, ۲π]x =
۲
π

x =  

۲
π

f(x) =
x→ ۲

π +
lim  f(x) =

x→ ۲
π −

lim f( )
۲
π

شرط پیوستگی را بررسی می کنیم:

f(x) =
x→ ۲

π −
lim =

x→ ۲
π −

lim
cos x

cos ۳x
۰
۰

=
x→ ۲

π −
lim

cos x
cos ۳x

x→ ۲
π −

lim
sin(  − x)

۲
π

− sin(  − ۳x)
۲

۳π

x− =t۲
π

=
t→۰+
lim

sin t
− sin(۳t)

−۳

f(x) =
x→ ۲

π +
lim  sin ۵x −

x→  ۲
π +

lim a = sin  −
۲

۵π
a = ۱ − a

f(  ) =
۲
π

۱ − a

f(x) =
x→ ۲

π +
lim  f(x) =

x→  ۲
π −

lim f( ) ⇒
۲
π

۱ − a = −۳ ⇒ a = ۴
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الف) وقتی  حد عبارت صورت برابر  است. پس حد عبارت مخرج باید برابر  شود تا حاصل حد برابر  شود. حد عبارت مخرج

وقتی  در صورتی  می شود که  ریشۀ مضاعف مخرج باشد (حاصل حد مخرج کسر وقتی  و  باید برابر

 شود).

ب) مخرج باید به صورت  باشد تا بتوان گفت  ریشۀ مضاعف مخرج است.

x → ۳−۱۰+−∞

x → ۳۰+x = ۳x → ۳+x → ۳−

۰+

۲(x − ۳)۲x = ۳

۲(x − ۳) = ۲(x − ۶x + ۹) = ۲x − ۱۲x + ۱۸ = ۲x + ax + b۲ ۲ ۲ ۲

⇒  ⇒ a + b = −۱۲ + ۱۸ = ۶{
a = −۱۲
b = ۱۸
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cot را برابر  فرض کرده و عبارت را بر حسب  به دست می آوریم و حاصل حد را وقتی  محاسبه می کنیم. x
tan x

۱
tan xx →

۲
π +

= =  tan x = (−∞) = +∞
x→ ۲

π +
lim

cot x
tan x

x→ ۲
π +

lim

tan x
۱

tan x
x→ ۲

π +
lim ۲ ۲
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داریم:

باتوجه به اینکه صورت و مخرج کسر، یک عبارت چندجمله ای است، پس حاصل حد از تقسیم بزرگ ترین جملۀ صورت بر بزرگ ترین جملۀ مخرج

به  دست می آید؛ یعنی:

حاصل حد یک عدد ثابت  شده است، پس داریم: 

بنابراین:

و همچنین:

بنابراین داریم:

= −۲
x→∞
lim

mx − mx + n − ۱n−۲
x + nx + mm+۳

=   = −۲
x→∞
lim

mx − mx + n − ۱n−۲
x + nx + mm+۳

x→∞
lim

mxn−۲
xm+۳

m + ۳ = n − ۲

=  = −۲ ⇒ m = −
x→∞
lim

mxn−۲
xm+۳

m
۱

۲
۱

m + ۳ = n − ۲  

m=−  ۲
۱

−  +
۲
۱

۳ = n − ۲ ⇒ n = −  +
۲
۱

۵ =
۲
۹

m + n = − +
۲
۱

 =
۲
۹

 =
۲
۸

۴
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الف) یک تابع گویا زمانی مجانب افقی دارد که درجۀ صورت کوچک تر یا مساوی درجۀ مخرج باشد.

ب) در توابع کسری، ریشه های مخرج کاندید مجانب قائم هستند، به شرط آنکه تابع حداقل در یک بازۀ یک طرفۀ آن نقطه تعریف شده و در آن

نقطه دارای حد نامتناهی باشد.

معادلۀ مجانب های قائم و افقی تابع را نوشته و نقطۀ تقاطع آن ها را به دست می آوریم. درجۀ صورت و مخرج باهم مساوی اند پس تابع دارای

مجانب افقی است. داریم:

اکنون باتوجه به قسمت "ب" از گام اول، ریشه های مخرج کسر را به دست می آوریم:

 و  کاندید مجانب قائم تابع هستند اما باید شرط نامتناهی بودن حد تابع نیز در آن ها برقرار باشد.

بنابراین تابع فقط دارای یک مجانب قائم به معادلۀ  است.

(توجه کنید که می توانستیم ابتدا تابع را ساده کنیم سپس ریشه های مخرج را به دست آوریم)

محل تلاقی دو مجانب  و  نقطۀ  است. با جایگذاری مختصات این نقطه در معادلۀ خط داده شده، مقدار  را

محاسبه می کنیم. 

y =  ⇒
x + x − ۲۲
۲x − ۲x۲

D = R− ۱, −۲{ }

=
x→±∞
lim

x + x − ۲۲
۲x − ۲x۲

 =
x→±∞
lim

x۲
۲x۲

۲ ⇒ y = ۲ مجانب افقی 

x +۲ x − ۲ = ۰ ⇒ (x + ۲)(x − ۱) = ۰ ⇒  {
x + ۲ = ۰ ⇒ x = −۲
x − ۱ = ۰ ⇒ x = ۱

x = −۲x = ۱

=
x→۱
lim

x + x − ۲۲
۲x − ۲x۲

 ⇒
۰
۰

 =
x→۱
lim

x + x − ۲۲
۲x − ۲x۲

x→۱
lim

(x − ۱)(x + ۲)
۲x(x − ۱)

= =
x→۱
lim

x + ۲
۲x

۳
۲

=
x→−۲
lim

x + x − ۲۲
۲x − ۲x۲

=
(−۲) + (−۲) − ۲۲
۲(−۲) − ۲(−۲)۲

=
۴ − ۴
۸ + ۴

+∞

x = −۲

x = −۲y = ۲(−۲, ۲)a

y = x + a  

(−۲,۲)
۲ = −۲ + a ⇒ a = ۴
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می دانیم:

  ∣x +ax + bx + c۲
x→±∞

∼   a  ∣
۲a
b

باتوجه به گام اول داریم: 

، می توان در مخرج کسر از عبارت  در برابر  صرف نظر کرد. چون 

  ∣x +۴x + ۹x۲
x→+∞

∼   ۴  ∣ =
۸
۹

۲(x +  ) =
۸
۹

۲x +
۴
۹

x → +∞ x۳x

= = = −
x→+∞
lim

۳x + x
x − ۴x + ۹x۲

x→+∞
lim

۳x

x − (۲x +  )
۴
۹

x→+∞
lim

۳x

x − ۲x −
۴
۹

۳
۱
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الف) برای به دست آوردن حاصل حد ابتدا عبارت  را در مزدوج عبارت  ضرب و تقسیم می کنیم.

، در عبارت کسری به دست آمده، برای محاسبۀ حد حاصل تقسیم جملات پرتوان را در نظر می گیریم. ب) چون 

x(x + )x − ۸۲x +  x − ۸۲

x → −∞

x(x +
x→−∞
lim  ) ×x − ۸۲

x − x − ۸۲

x − x − ۸۲

= =
x→−∞
lim

x − x − ۸۲

x(x − x + ۸)۲ ۲

x→−∞
lim

x −  x − ۸۲

۸x

= = = = ۴
x→−∞
lim

x − ∣x∣
۸x

x→−∞
lim

x − (−x)
۸x

x→−∞
lim

۲x
۸x
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∞حاصل حد  و مبهم است. − ∞

برای رفع ابهام و به دست آوردن حاصل حد، از هم ارزی رادیکالی زیر استفاده می کنیم:

حالا حاصل حد را محاسبه می کنیم:

n = ۳ ⇒ عدد فرد ⇒ ∼
x→±∞

n ax + bx + ...n n−۱
 (x +n a  )

na
b

∼
x→∞

۳ ۸x + ۲x۳ ۲
 (x +۳ ۸  ) =

۲۴
۲

۲(x +  ) =
۱۲
۱

۲x +
۶
۱

(  −
x→∞
lim ۳ ۸x + ۲x۳ ۲ ۲x) =  (۲x +

x→∞
lim  −

۶
۱

۲x) =
۶
۱
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الف) در تابع  وقتی  برابر  است. چون حاصل حد وقتی  یک عدد شده است، پس بزرگ ترین درجۀ صورت

کسر با بزرگ ترین درجۀ مخرج کسر باید برابر باشد. بزرگ ترین درجۀ x در صورت کسر 1 است، پس  است.

ب) حاصل حد را وقتی که  با استفاده از هم ارزی  تع�ن کرده و مقدار a را محاسبه می کنیم.

f(x)x → +∞−  

۲
۱

x → +∞

n = ۱

x → +∞ ∼
x→+∞

 ax + bx + c۲
 ∣x +a  ∣

۲a
b

برای رفع ابهام صورت و مخرج کسر را در مزدوج صورت ضرب کرده و حاصل را ساده می کنیم:

n = ۱ ⇒ f(x) =
ax − ۶

۲x + x − ۳x۲

f(x) =
x→+∞
lim =

x→+∞
lim

ax − ۶
۲x + x − ۳x۲

x→+∞
lim

ax − ۶

۲x +  ∣x + (  )∣۱
۲

−۳

= =
x→+∞
lim

ax − ۶

۲x + x −
۲
۳

=
x→+∞
lim

ax − ۶

۳x −
۲
۳

=
a
۳

−  ⇒
۲
۱

a = −۶

⇒ f(x) =
−۶x − ۶

۲x + x − ۳x۲

f(x) =
x→−۱
lim =

x→−۱
lim

−۶x − ۶
۲x + x − ۳x۲

۰
۰

×
x→−۱
lim

−۶x − ۶
۲x + x − ۳x۲

=
۲x − x − ۳x۲

۲x − x − ۳x۲

x→−۱
lim

−۶(x + ۱)(۲x −  )x − ۳x۲

۴x − x + ۳x۲ ۲

= =
x→−۱
lim

−۶(x + ۱)(۲x −  )x − ۳x۲

۳x(x + ۱)
x→−۱
lim

−۶(۲x −  )x − ۳x۲

۳x

=  =
−۶(−۲ − ۲)

−۳
=

(−۶)(−۴)
−۳

 =
۲۴
−۳

۸
−۱

Nomreyar.com | وبسایت آموزشی نمره یار



گزینه 2

گام اول

گام دوم

99

الف) نمودار تابع از نقطۀ  می گذرد، پس مختصات این نقطه در ضابطۀ تابع صدق می کند.

ب) می دانیم:

(۲, ۱)

  ∣x +ax + bx + c۲
x→+∞

∼   a  ∣
۲a
b

باتوجه به قسمت (الف) از گام اول داریم: 

باتوجه به قسمت (ب) از گام اول می توان نوشت: 

پس: 

f(x) =   

۳x − ۲
ax + ۱ +  ۴x + ۹۲ f (۲)=۱ ۱ =  ⇒

۴
۲a + ۱ + ۵

۲a + ۶ = ۴

⇒ ۲a = −۲ ⇒ a = −۱

 ۲x۴x + ۹۲
x→+∞

∼  

f(x) = = = =
x→+∞
lim

x→+∞
lim

۳x − ۲
−x + ۱ + ۴x + ۹۲

x→+∞
lim

۳x − ۲
−x + ۱ + ۲x

x→+∞
lim

۳x − ۲
x + ۱

۳
۱
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xx  می دانیم:   + ۵۲
x→∞
∼  

صورت و مخرج کسر، یک عبارت چندجمله ای است و حاصل حد تابع در بی نهایت برابر با یک عدد ثابت  شده است؛ بنابراین درجۀ بزرگ ترین

جملۀ صورت و بزرگ ترین جملۀ مخرج باهم برابر است و حاصل حد از تقسیم ضرائب آن ها بر هم به  دست می آید، پس داریم:

اکنون حاصل  را محاسبه می کنیم:

f(x) = =
x→+∞
lim

x→+∞
lim

ax + ۴n

۳ − x + ۵۲

x→+∞
lim

ax + ۴n

۳ − x

  f(x) = =
n=۱

x→+∞
lim

x→+∞
lim

ax + ۴
۳ − x

a
−۱

f(x) =  ⇒ −  = ⇒ a = −۲ ⇒ f(x) =
x→+∞
lim

۲
۱

a
۱

۲
۱

−۲x + ۴
۳ − x + ۵۲

 f(x)
x→۲
lim

f(x) = مبهم
x→۲
lim

۰
۰

×  =
x→۲
lim

−۲x + ۴
۳ − x + ۵۲

۳ + x + ۵۲

۳ +  x + ۵۲

x→۲
lim

۲(۲ − x)(۳ +  )x + ۵۲

۹ − x − ۵۲

= = = =  =
x→۲
lim

۲(۲ − x)(۳ +  )x + ۵۲

(۲ − x)(۲ + x)
x→۲
lim

۲(۳ +  )x + ۵۲

۲ + x

۲(۳ +  )۴ + ۵
۲ + ۲

۱۲
۴

۳
۱
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صورت و مخرج کسر یک عبارت چندجمله ای است پس حاصل حد آن در بی نهایت از تقسیم بزرگ ترین جملۀ صورت بر بزرگ ترین جملۀ مخرج

به  دست می آید.

ازطرفی چون حاصل حد تابع در بی نهایت یک عدد ثابت  شده است پس بزرگ ترین درجۀ صورت و بزرگ ترین درجۀ مخرج کسر باهم برابر است.

طبق گام اول داریم:  

بنابراین: 

، حاصل  را محاسبه می کنیم:  اکنون با مشخص شدن مقدار 

n = ۲

f(x) = = =
x→∞
lim

x→∞
lim

۳x + x۲

ax − ۳x + ۱۲

x→∞
lim

۳x۲

ax۲

۳
a

f(x) =  ⇒ =  ⇒ a = ۲
x→∞
lim

۳
۲

۳
a

۳
۲

af(−۱)

f(x) =  ⇒
۳x + x۲

۲x − ۳x + ۱۲
f(−۱) = =

۳(−۱) − ۱۲
۲(−۱) − ۳(−۱) + ۱۲

=
۳ − ۱

۲ + ۳ + ۱
 =

۲
۶

۳
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x + ۱ < ۳ < ۲x − ۱

⇒  ∅{
x + ۱ < ۳ ⇒ x < ۲
۲x − ۱ > ۳ ⇒ ۲x > ۴ ⇒ x > ۲

∩
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برای یافتن مجانب افقی تابع، حاصل حد تابع را وقتی  میل می کند، به دست می آوریم. برای این کار نسبت ضرایب پرتوان ترین

جملات در صورت و مخرج کسر را تع�ن می کنیم.

پس معادلۀ مجانب قائم برابر است با:

x → ∞

مجانب افقی : y =  f(x) =
x→∞
lim

x→∞
lim

(A − ۱)x + ۱۶۳
Ax + ۱۳

= =
x→∞
lim

(A − ۱)x۳

Ax۳
=

A − ۱
A

 ⇒
۲
۳

A = ۳

۲x +۳ ۱۶ = ۰ ⇒ ۲x =۳ −۱۶ ⇒ x =۳ −۸ ⇒ x = −۲
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تابع در  پیوسته است، پس مقادیر حد چپ و راست تابع در  برابرند.

به ازای  تساوی بالا برقرار نیست. حالا  را پیدا می کنیم:

x = ۱x = ۱

f(x) =
x→۱−
lim  ,  f(x) =a + ۳

x→۱+
lim ۱ + a

⇒ ۱ + a =  ⇒a + ۳ a +۲ ۲a + ۱ = a + ۳ ⇒ a +۲ a − ۲ = ۰

⇒ (a + ۲)(a − ۱) = ۰ ⇒  {
a = ۱ ✓
a = −۲ ×

a = −۲f(−  )
۴
۳

f(x) =  =ax + ۳ x + ۳

⇒ f(−  ) =
۴
۳

 =− + ۳
۴
۳

=
۴
۹

 =
۲
۳

۱/۵
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باتوجه به نمودار  است، پس داریم: 

ازطرفی تابع در نقطۀ  تعریف نشده است، چون  ریشۀ مخرج کسر است پس حد صورت کسر نیز وقتی  باید برابر صفر باشد

که تابع به صورت مبهم  دربیاید. 

بنابراین داریم:  

f(۰) = ۰

f(۰) = ۰ ⇒  =
۰ − ۱
۰ + b

۰ ⇒ −b = ۰ ⇒ b = ۰

x = ۱x = ۱x → ۱

 

۰
۰

۴x + ax + b = ۰ ⇒ ۴ + a = ۰ ⇒ a = −۴
x→۱
lim ۳

(a, b) = (−۴, ۰)
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⇒
⎩
⎨
⎧ f(x) = a log  = ۲a

x→۳+
lim ۲

۴

f(x) = ۳a + ۱
x→۳−
lim

۳a + ۱ = ۲a ⇒ a = −۱

x < ۳ : f(x) = ax + ۲ =x−۳ −x + ۲x−۳

f(۲) = −۲ + ۲ =−۱ −۲ +  =
۲
۱

−۱/۵
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ابتدا حاصل حد تابع  را وقتی  برابر  قرار داده و مقدار  را محاسبه می کنیم. وقتی  عبارت

 مثبت بوده و می توان از قدرمطلق چشم پوشی کرد. برای محاسبۀ  ابتدا تکلیف قدرمطلق را روشن می کنیم و سپس

حاصل حد را به دست می آوریم.

، ابتدا علامت عبارت داخل قدرمطلق را تع�ن می کنیم: برای به دست آوردن 

f(x) =  

ax − x + ۲۲
∣x − ۴∣۲

x → +∞−۱ax → +∞

x −۲ ۴f(x)
x→(−۲)+

lim

= = =  = −۱
x→+∞
lim

ax − x + ۲۲

∣x − ۴∣۲

x→+∞
lim

ax − x + ۲۲

x − ۴۲

x→+∞
lim

ax۲

x۲

a
۱

⇒ a = −۱ ⇒ f(x) =
−x − x + ۲۲

∣x − ۴∣۲

 f(x)
x→(−۲)+

lim

x → (−۲) ⇒ x > −۲ ⇒ x < ۴ ⇒ x − ۴ < ۰ ⇒ ∣x − ۴∣ = −(x − ۴)+ ۲ ۲ ۲ ۲

f(x) = =
x→(−۲)+

lim
x→(−۲)+

lim
−x − x + ۲۲
−(x − ۴)۲

x→(−۲)+
lim

−(x + ۲)(x − ۱)
−(x − ۲)(x + ۲)

=   =  =  =
x→(−۲)+

lim
x − ۱
x − ۲

−۲ − ۱
−۲ − ۲

−۳
−۴

۳
۴
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، حاصل  را به دست می آوریم. با داشتن مقدار  حاصل حد را محاسبه می کنیم. xابتدا وقتی  → −∞ [
x
۱

] [
x
۱

]

x → −∞ ⇒  → ۰ ⇒  = [۰ ] = −۱
x
۱ − [

x
۱

] −

x  = (−∞)(−۱) = +∞
x→−∞
lim [

x
۱

]
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، مبهم  است. صورت و مخرج کسر را در مزدوج صورت و مزدوج مخرج ضرب می کنیم، سپس با حذف عامل حاصل حد، وقتی 

صفرکننده، حاصل حد را به  دست می آوریم.

x → ۱ 

۰
۰

×  ×  =
x→۱
lim

۲ − ۵ − x

۱ − x
۱ + x
۱ +  x

۲ + ۵ − x

۲ +  ۵ − x
x→۱
lim

(۴ − ۵ + x)(۱ + )x
(۱ − x)(۲ +  )۵ − x

= = = = −  = −۲
x→۱
lim

(x − ۱)(۱ +  )x
(۱ − x)(۲ +  )۵ − x

x→۱
lim

۱ + x
−(۲ +  )۵ − x

۱ + ۱
−(۲ + ۲)

۲
۴
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، مبهم  است. صورت و مخرج کسر را در مزدوج صورت ضرب می کنیم، سپس با حذف عامل صفرکننده، حاصل حد حاصل حد، وقتی 

را به  دست می آوریم.

x → −۱ 

۰
۰

×  =
x→−۱
lim

x + x۲
۲x + ۳ − x

۲x − ۳ − x
۲x −  ۳ − x

x→−۱
lim

(x + x)(۲x −  )۲ ۳ − x
(۲x) − (  )۲ ۳ − x

۲

= = =
x→−۱
lim

x(x + ۱)(۲x −  )۳ − x
۴x − ۳ + x۲

x→−۱
lim

x(x + ۱)(۲x −  )۳ − x
(x + ۱)(۴x − ۳)

x→−۱
lim

x(۲x −  )۳ − x
۴x − ۳

= = = −
(−۱)(−۲ − ۲)

−۴ − ۳
(−۱)(−۴)

−۷
۴
۷
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ابتدا ضابطۀ تابع  را به ساده ترین شکل ممکن به دست می آوریم (مخرج مشترک گیری کرده و عبارت را تا حد امکان ساده می کنیم).

میل می کند. مجانب قائم هم ریشه های مخرج کسر است. با تع�ن مجانب ها، محل مجانب افقی حاصل حد تابع است وقتی 

برخورد آن ها نیز مشخص می شود.

تع�ن مجانب های افقی و قائم:

پس محل برخورد مجانب های تابع نقطۀ  است.

f − g

x → ∞

f(x) − g(x) = −
x − ۳x − ۴۲

x + ۱۱
x − ۴

۳

= − = =
(x − ۴)(x + ۱)

x + ۱۱
x − ۴

۳
(x − ۴)(x + ۱)

x + ۱۱ − ۳(x + ۱)
(x − ۴)(x + ۱)

x + ۱۱ − ۳x − ۳

= = =
(x − ۴)(x + ۱)

−۲x + ۸
(x − ۴)(x + ۱)

−۲(x − ۴)
x + ۱
−۲

مجانب افقی : y =  =
x→∞
lim

x + ۱
−۲

۰ ⇒ y = ۰

مجانب قائم : x + ۱ = ۰ ⇒ x = −۱

(−۱, ۰)
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، حاصل حد به صورت مبهم  می شود. برای رفع ابهام می توان نسبت های مثلثاتی را ساده کرد و یا اینکه از روش های دیگری وقتی 

مانند هوپیتال استفاده کرد.

x →  

۴
۳π −

 

۰
۰

= =
x→  ۴

۳π −
lim

۱ + tan x
۱ + cot x

۱ − ۱
۱ − ۱

۰
۰

= =
cot x= tan x

۱

x→  ۴
۳π −

lim
۱ + tan x
۱ + cot x

x→  ۴
۳π −

lim
۱ + tan x
۱ + tan x

۱

x→  ۴
۳π −

lim
۱ + tan x

tan x
tan x+۱

=   = = −۱
x→  ۴

۳π −
lim

tan x
۱

−۱
۱
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الف) وقتی  یعنی  است و درنتیجه  در ناحیۀ چهارم مثلثاتی قرار می گیرد پس علامت  منفی می شود.

ب) می دانیم وقتی  هم ارزی  برقرار است.

x → ۰−x < ۰xsin x

x → ۰ ∼
x→۰

sin x x

بنابراین حاصل حد برابر است با:

x → ۰ ⇒− x < ۰ در ناحیۀ چهارم قرار دارد x
sin x < ۰ ⇒ ∣ sin x∣ = − sin x

=
x→۰−
lim

x
∣ sin x∣

=
x→۰−
lim

x
− sin x

=
x→۰−
lim

x
−x

−۱

Nomreyar.com | وبسایت آموزشی نمره یار



گزینه 1

گام اول

گام دوم

114

، هم حاصل صورت و هم حاصل مخرج برابر صفر حدی شده و در نتیجه حد دارای ابهام  است. xوقتی  →  

۴
π

 

۰
۰

با استفاده از روابط مثلثاتی زیر، تا جایی که امکان دارد عبارت مثلثاتی داده شده را ساده کرده و حد آن را به دست می آوریم:

۱) sin ۲x = ۲ sin x cos x ⇒ ۱ − sin ۲x = sin x + cos x − ۲ sin x cos x۲ ۲

= (sin x − cos x) ⇒ ۱ − sin ۲x = (sin x − cos x) = (cos x − sin x)۲ ۲ ۲

۲) tan x =
cos x
sin x

=
x→ ۴

π
lim

(۱ − tan x)۲
۱ − sin ۲x

x→ ۴
π

lim
(۱ −  )cos x

sin x ۲
(sin x − cos x)۲

= =
x→ ۴

π
lim

cos x۲
(cos x−sin x)۲

(sin x − cos x)۲

x→ ۴
π

lim
(sin x − cos x)۲

(sin x − cos x) cos x۲ ۲

=  cos x = (  ) =
x→ ۴

π
lim ۲

۲
 ۲ ۲

۲
۱
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f(x)xتابع  در نقطۀ  پیوسته است؛ بنابراین رابطۀ زیر برقرار است: =  

۴
۳π

f(x) =  f(x) = f(  )
x→  ۴

۳π +
lim

x→  ۴
۳π −

lim
۴

۳π

باتوجه به گام اول، حد چپ و راست تابع را در نقطۀ  به  دست آورده و با مقدار تابع در این نقطه مساوی قرار می دهیم. 

بنابراین داریم: 

x =  

۴
۳π

f(x) =  a sin ۲x = a sin ۲(  ) = a sin  = −a
x→  ۴

۳π −
lim

x→  ۴
۳π −

lim
۴

۳π
۲

۳π

f(x) =  cos(x +  ) = cos(  +  ) = cos π = −۱
x→  ۴

۳π +
lim

x→  ۴
۳π +

lim
۴
π

۴
۳π

۴
π

f(  ) = cos(  +  ) = cos π = −۱
۴

۳π
۴

۳π
۴
π

f(x) =  f(x) = f(  ) ⇒ −a = −۱ ⇒ a = ۱
x→  ۴

۳π +
lim

x→  ۴
۳π −

lim
۴

۳π
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شرط پیوستگی تابع در نقطۀ  به صورت زیر است:

بنابراین داریم:

پس به ازای هر مقدار a، تابع در  پیوسته است.

x = ۱

f(x) =
x→۱+
lim  f(x) =

x→۱−
lim f(۱)

f(۱) = a − a + ۲ = ۲

f(x) =  (ax − a + ۲) = a − a + ۲ = ۲
x→۱−
lim

x→۱−
lim

f(x) =   =
x→۱+
lim

x→۱+
lim

x − x
x − ۱

۰
۰

⇒ = = = ۲
x→۱+
lim

  − ۱x ( x )
x − ۱

x→۱+
lim

(  )x  − ۱( x )
 (  + ۱)(  − ۱)x x

۱
۲

x = ۱
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f(x)xتابع  در نقطۀ  دارای حد است درصورتی که: = −۱

f(x) =  f(x)
x→(−۱)−

lim
x→(−۱)+

lim

ابتدا حد چپ و راست تابع  را در نقطۀ  به  دست می آوریم: 

باتوجه به گام اول در صورتی حد تابع در نقطۀ  موجود است که تساوی  برقرار باشد اما این تساوی هیچ گاه برقرار

نیست؛ بنابراین مجموعه مقادیر  برابر  می شود. 

f(x)x = −۱

f(x) =  (x + a) = (−۱ + a)
x→(−۱)+

lim
x→(−۱)+

lim ۲ ۲

f(x) =  (۲x + ۱) = −۲ + ۱ = −۱
x→(−۱)−

lim
x→(−۱)−

lim

x = −۱(−۱ + a) =۲ −۱
a∅
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:a شرط پیوستگی در نقطۀ

f x =
x→a−
lim ( )  f x =

x→a+
lim ( ) f(a)

⇒
⎩⎪
⎨
⎪⎧ f x =

x→a−
lim ( )

a
۱

f(a) =  f x = ۱ −  

x→a+
lim ( )

۴
a  =

a
۱

۱ −  ⇒
۴
a

=
a
۱

۴
۴ − a

⇒ ۴ = ۴a − a ⇒۲ a −۲ ۴a + ۴ = ۰ ⇒ (a − ۲) =۲ ۰ ⇒ a = ۲

گزینه 2 119

xبرای اینکه تابع در نقطۀ  پیوسته باشد باید حد تابع در این نقطه با مقدار تابع در این نقطه برابر باشد، بنابراین داریم: = ۰

f(x) =
x→۰
lim cos ۴x =

x→۰
lim [

x
sin x

] ۱ ×[ −] ۱ = ۰ ⇒ a = ۰

Nomreyar.com | وبسایت آموزشی نمره یار




