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مشتق تابع  در نقطۀ  برابر 3 است. اگر  و  و  موجود باشد، مقدار  کدام1
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کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1381
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کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1388
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کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1392

yعرض از مبدأ خط مماس بر منحنی به معادلۀ  در نقطۀ  واقع بر آن کدام است؟4 = x + ۳x۲x = ۱
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کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1387

f(x)طول نقطۀ ماکزیمم نسبی تابع با ضابطۀ  کدام است؟5 = x +۴
 x −

۳
۴ ۳ ۴x۲
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از کشور 1385 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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، در نقطه ای به طول  واقع بر آن، موازی خط به معادلۀ 6 خط مماس بر نمودار 

است،  کدام است؟

y =  , ۰ <
sin x

۱
x < πx  ۰۳y − ۲x = ۵

x۰
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کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1380

7
fxمشتق تابع  در نقطۀ  به صورت  بیان شده است،  کدام است؟ = ۲=

h→۰
lim

h
۲(۲ + h) + k(۲ + h) − ۲k − ۸۲

۱۲k
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کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1381

8
، مماس است؟ ، بر منحنی به معادلۀ  yبه ازای کدام مقدار a خط به معادلۀ  = −۳x + ۲y =  

x − ۲
x + a۲

صفر (2 -1 (1
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از کشور 1395 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

9
، کدام است؟ ، مقدار  f(x)در تابع با ضابطۀ  =   

⎩
⎨
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از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

f(x)تابع با ضابطۀ  در نقطۀ  دارای اکسترمم نسبی است. عدد  و نوع اکسترمم نسبی کدام است؟10 =  +
x
a

bx۲(۱, −۲)a

، ماکزیمم (2 ، مینیمم (1
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کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1389

yنمودار تابع با ضابطۀ  بر کدام بازه صعودی است؟11 =  

۱ − x۲
x
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کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1380
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، بر منحنی پیوستۀ  در نقطۀ  مماس است. حد عبارت12 خط گذرا از دو نقطۀ  و 

، کدام است؟  وقتی 

(۱, ۲)(−۱, ۳)y = f(x)x = ۳

۳ − x
f (x) + ۴f(x) − ۵۲

x → ۳
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از کشور 1392 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

13
، کدام است؟ ، حاصل  f(x)در تابع با ضابطۀ  = (  

۲x − ۳
x + ۲

)
۳

  

x→۲
lim

x − ۲
f(x) − f(۲)
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کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1395

14
=اگر  باشد، b کدام است؟

x→۱
lim

x − ۱۲
 − ۲ax + b
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از کشور 1395 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، اگر  باشد، آنگاه  کدام است؟15 f(x)در تابع با ضابطۀ  =  

۳x − ۴x + ۱۵x۲

ax + ۱۵n
 f(x) =

x→−∞
lim −۱ f(x)

x→۳
lim
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کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1394

16
تابع  در  مشتق پذیر است. اگر  باشد، مشتق تابع  در  کدام

است؟

fx = ۲=
h→۰
lim

h
f(۲ + h) − ۹

۲
۳

g(x) = x f(x)x = ۲
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از کشور 1395 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

دو ضلع از مستطیلی منطبق بر محورهای مختصات و رأس چهارم آن واقع بر منحنی به معادلۀ  روی بازۀ 17

است، بیشترین مساحت این مستطیل کدام است؟

y = (x − ۲)۲[۰, ۲]
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کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1386
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، کمترین مقدار تابع  کدام است؟18 f(x)اگر  و  = x −۲ ۲x + ۴g(x) = x +۳ xgof
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از کشور 1383 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

f(x)مشتق راست تابع با ضابطۀ  در نقطۀ  کدام است؟19 = ([x] − ∣x∣) ۳ ۹xx = −۳
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کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1393

f(x)تعداد نقاط بحرانی تابع با ضابطۀ  روی بازۀ  کدام است؟20 = ∣x −۳ x∣[−۱, ۲]
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کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1390

=اگر  باشد، آنگاه حد این کسر وقتی  کدام است؟21
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کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1392

22
، کدام است؟ ، در نقطۀ  f(x)مشتق تابع با ضابطۀ  =  (

x − x۲
 

۳ x + ۲x۲
)

۳

x = ۲

(2 (1

(4 (3

−
۴
۳

−
۴
۵

−
۲
۵

−
۴
۱۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

f(x)تعداد نقاط مشتق ناپذیری تابع با ضابطۀ  بر روی  کدام است؟23 = x − ۱∣∣ ∣ ∣R
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کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1385
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، بیشترین مقدار و کمترین مقدار تابع با ضابطۀ  در بازۀ  قرینۀ یکدیگرند؟24 kf(x)به ازای کدام مقدار  = x −۳ ۳x +۲ k[۱, ۳]
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کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1384

yخط  بر نمودار تابع  با ضابطۀ  مماس است.  کدام است؟25 = −۱ff x =( ) ۲x −۲ x + aa
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کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1380

بیشترین مساحت از مثلث های قائم الزاویه ای که مجموع یک ضلع زاویۀ قائمه و وتر آن 6 باشد، کدام است؟26
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کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1382

yبیشترین مقدار تابع  در بازۀ  کدام است؟27 = x −۳ ۳x −۲ ۹x + ۵[−۲, ۲]
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کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1392

28
، حاصل  کدام است؟ fدر تابع با ضابطۀ  x =( )  
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کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

29
، مقدار  موجود است.  کدام است؟ fدر تابع با ضابطۀ  x =( )   
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از کشور 1390 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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، بر نمودار تابع  مماس است؟30 yبه ازای کدام مقدار a، خط به معادلۀ  = ۵x + ay = ۲x −۲ ۳x + ۶
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از کشور 1397 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

f(x)تعداد نقاط بحرانی تابع با ضابطۀ  روی بازۀ  کدام است؟31 = x sinπx[ ][−۱, ۲]
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از کشور 1385 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، تفاضل آهنگ لحظه ای در نقطۀ  از آهنگ متوسط تغ�ر تابع وقتی متغیر 32 در تابع با ضابطۀ 

از عدد  به  تغ�ر کند، کدام حالت است؟

f x =( ) ۳x +۲ ۴x − ۲a +
۲
h

x
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از کشور 1386 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، بر روی  کدام است؟33 f(x)مینیمم مطلق تابع با ضابطۀ  = x − ۳ x − ۳x۳ ۲R
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کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1388

34

، به ازای کدام مقدار  در بازۀ  پیوسته است؟ f(x)تابع با ضابطۀ  =   
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کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1397

ها را با کدام عرض قطع می کند؟35 ، با بیشترین شیب ممکن، محور  f(x)خط مماس بر نمودار تابع  = −  x +
۳
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(2 (1

(4 (3

−
۳
۴

−
۳
۵

−
۳
۷

−
۳
۸

از کشور 1397 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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f(x)کمترین مقدار تابع با ضابطۀ  کدام است؟36 = ۱ − cos x −۲ sin x
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صفر (4 (3

 

۲
−۱

 

۴
−۱

قلمچی علوم تجربی چهارم آزمون شماره 10 1394

از کشور 1387 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

قلمچی علوم تجربی چهارم آزمون شماره 10 1397

۵اگر x و y دو ضلع قائم از مثلثی به طول وتر  باشند، بیشترین مقدار  کدام است؟37 ۲۳x + ۴y
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کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1390

، در بازۀ  کدام است؟38 f(x)ماکزیمم تابع با ضابطۀ  = −∣x∣ cos x[−۱, ۱]
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کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1386

39
ff(x)تابع  با ضابطۀ  بر روی  مشتق پذیر است.  کدام است؟ =  

⎩
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 ; x ≥ ۱
x

۲  x

ax + bx ; x < ۱۲
Rb
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از کشور 1389 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

40
f(x)تعداد نقاط بحرانی تابع با ضابطۀ  بر روی دامنۀ خود، کدام است؟ =  

x
 ۱ + x۲

1 (2 صفر (1

بی شمار (4 2 (3

از کشور 1390 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

ها را با کدام عرض، قطع می کند؟41 f(x)خط مماس بر منحنی تابع  در نقطۀ  واقع بر آن، محور  =  

x
۵x − ۴

x = ۴y
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کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1399
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42
، مشتق اول و دوم تابع  در نقطۀ  چگونه است؟ f(x)اگر  =   {

 x
−  −x

; x ≥ ۰
; x < ۰f (x)−۱x = ۰

مشتق اول دارد - مشتق دوم ندارد. (2 مشتق اول دارد - مشتق دوم دارد. (1

مشتق اول ندارد - مشتق دوم ندارد. (4 مشتق اول ندارد - مشتق دوم دارد. (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1385

gاگر  و  باشد،  کدام است؟43 x =( ) x + x=
x→۲
lim

x − ۲
f x − f ۲( ) ( )

۳
۴

fog ۱( )′ ( )
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کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1398

f(x)کدام بیان برای تابع با ضابطۀ  بر دامنۀ  نادرست است؟44 = x  x − ۳  ∣
∣ ۲

∣
∣[−۱, ۱]

ماکزیمم مطلق دارد. (2 مینیمم مطلق دارد. (1

فاقد اکسترمم نسبی (4 دو نقطۀ اکسترمم نسبی دارد. (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1387

، مشتق تابع  کدام است؟45 fاگر  (x) =′
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f(x +  )۱ + x۲
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از کشور 1385 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

46
f(x)اگر  باشد،  کدام است؟ = [x]

۱ − x∣ ∣
x۲

h→۰−
lim

h
f(۳ + h) − f(۳)
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وجود ندارد. (4 (3
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از کشور 1397 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، مقدار  کدام است؟47 fxاگر تابع  در  مشتق پذیر و   ۰ =
h→۰+
lim

h
f x  + h − f x  ( ۰ ) ( ۰) −۲

h→۰−
lim

h
f x  − f x  − h( ۰) ( ۰ )

(2 (1

-2 (4 2 (3

۲ − f x  ( ۰)۲ + f x  ( ۰)

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1380
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، از آهنگ آنی در شروع این48 ، آهنگ متوسط تغ�ر تابع نسبت به تغ�ر متغیر روی بازۀ  در تابع 

بازه چقدر کمتر است؟

f x =( )  x۲/۲۵, ۲/۵۶[ ]
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کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1387

، چقدر49 ، از آهنگ لحظه ای تابع در  آهنگ متوسط تغ�ر تابع  نسبت به متغیر  روی بازۀ 

کمتر است؟

f x =( )  x + ۱۶۲x۰, ۳[ ]x =  ۲

(2 صفر (1

(4 (3

۱۸
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۱۲
۱
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کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1388

، از راست به چپ کدام است؟ (با تغ�ر )50 f(x)اگر  باشد، مقدار  و  = x −۳ [۲x ]x۲f  (  )′
− ۲f  (  )′

+ ۲

1)   وجود ندارد و   وجود ندارد.

2)  وجود ندارد و  

3)  و    وجود ندارد.

4)  و    

f ( )′
− ۲f  (  )′

+ ۲

f ( )′
− ۲f  (  ) =′

+ ۲ ۲

f  (  ) =′
− ۲ ۳f  (  )′

+ ۲

f  (  ) =′
− ۲ ۳f  (  ) =′

+ ۲ ۲

از کشور 1394 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

51
، ، بر منحنی پیوستۀ  مماس است. حاصل خط به معادلۀ  در نقطۀ 

کدام است؟

y = ۳x − ۲x = ۲y = f(x)
x→۲
lim

x − ۲
f (x) − ۴f(x)۲

6 (2 3 (1

15 (4 12 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1395

، از آهنگ لحظه ای آن در نقطۀ52 ، آهنگ متوسط تغ�ر تابع، از نقطۀ  تا  در تابع با ضابطۀ 

، چقدر کمتر است؟

f(x) =  xx = ۴x = ۶/۲۵
x = ۴

(2 (1

(4 (3

۳۶
۱

۱۸
۱

۷۲
۵

۱۲
۱

از کشور 1393 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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، آنگاه  کدام است؟53 =  اگر  و 
x→۲
lim

x − ۲
g(x) − g(۲)

 

۲
۳

f(x) =  ۵ − x۲(gof) (۱)′

(2 (1

(4 (3

−
۴
۳

−
۲
۱

۲
۱

۲
۳

از کشور 1387 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

f(x)نقاط بحرانی تابع با ضابطۀ  سه رأس یک مثلث اند، نوع این مثلث کدام است؟54 = x (x − ۲)۲ ۲

فقط متساوی الساقین (2 متساوی الاضلاع (1

قائم الزاویه و متساوی الساقین (4 فقط قائم الزاویه (3

قلمچی علوم تجربی چهارم آزمون شماره 10 1394

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1385

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 10 1398

f(x)اگر  باشد، کدام است؟55 = x − [x] + ∣x∣۲
h→۰+
lim

h
f(۱ + h) − f(۱)

(2 (1

(4 (3

۲
۱

۴
۵

۲
۳

۲
۵

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1397

56
، مشتق پذیر است. مقدار c کدام است؟ ، در  f(x)تابع با ضابطۀ  = {

 ; x ≤ −۲۵ − ۲x

−  x + bx + c ; x > −۲
۲
۱ ۲x = −۲

(2 (1

(4 (3

−
۳
۲

−
۳
۱

۳
۱

۳
۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

f(x)تابع با ضابطۀ  با دامنۀ  چند نقطۀ بحرانی دارد؟57 = x∣x −۲ ۱∣[−۲, ۲]

4 (2 3 (1

6 (4 5 (3

از کشور 1387 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

مستطیل های محاط در یک دایره به قطر 6 واحد را حول یک ضلع خود دوران می دهیم تا استوانه های قائم ایجاد شود. وقتی58

حجم این استوانه ها بیشترین مقدار را دارد، ارتفاع آن کدام است؟

(2 4 (1

(4 (3

۲ ۳

۲ ۶۳ ۲

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1387
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اگر مماس چپ و راست تابع با ضابطۀ  در نقطۀ گوشه ای (زاویه دار) آن عمود برهم باشند، مجموعۀ مقادیر59

 کدام است؟

f(x) = x (x +∣ ∣ a)

a

(2 (1

(4 (3

−۱{ }۱{ }

−۱, ۱{ }∅

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1390

نقطۀ  بر روی منحنی به معادلۀ  در حرکت است.  فاصلۀ نقطۀ  تا مبدأ مختصات است. آهنگ60

لحظه ای تغ�ر  در نقطۀ  کدام است؟

M x, y( )y =  x + ۸TM

Tx = ۷

(2 (1

(4 (3

۱۶
۱۵

۸
۱۵

۷
۳

۴
۵

از کشور 1384 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

yتابع با ضابطۀ  ازنظر پیوستگی و مشتق پذیری در صفر چگونه است؟61 = x x۲

پیوسته و مشتق پذیر است. (1

پیوسته است ولی مشتق پذیر نیست. (2

نه پیوسته است و نه مشتق پذیر (3

فقط از راست پیوسته و از راست مشتق پذیر است. (4

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1387

62
، حاصل  کدام است؟ f(x)اگر  و  =  

۱ + x۳
x − ۲۳

g(x) =  

۳ x − ۱f (g(x)) ⋅′ g (x)′

(2 (1

(4 (3

x
۳

x۲
۳

۳x
۱

x۲
x − ۳

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1392

، کدام است؟63 yطول نقطۀ ماکزیمم نسبی تابع با ضابطۀ  = (x − ۱)  

۲ ۳ x۲

(2 (1

(4 (3

۴
۱

۳
۱

۲
۱

۳
۲

از کشور 1395 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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64
f(x)تابع با ضابطۀ  در نقطۀ  مشتق پذیر است.  کدام است؟ = {

a

(x − ۱) x − ۱ ; x  = ۱∣ ∣ �

; x = ۱x = ۱a

1 (2 صفر (1

-2 (4 2 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1384

، مقدار  کدام است؟65 fدر تابع با ضابطۀ  x =( ) x  +x ∣x − ۱∣f ۱ +′
+ ( ) ۳f  ۱′

− ( )

3 (2 2 (1

5 (4 4 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1390

66

، روی مجموعۀ اعداد حقیقی  پیوسته است.  کدام است؟ f(x)تابع با ضابطۀ  =   

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧

; x  ۰
x

 − b۳ x + a
=

 ; x = ۰
۱۲
۱Rb

(2 (1

(4 (3

±۱±۲

±۳±۴

از کشور 1397 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، از آهنگ تغ�ر متوسط در بازۀ  کدام67 ، اختلاف آهنگ تغ�ر لحظه ای در  در تابع با ضابطۀ 

است؟

f x =( )  x −
۲
۱ ۲

 

x
۱

x = ۲۱, ۴[ ]

0/5 (2 0/25 (1

0/75 (4 0/45 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

f(x)مجموعۀ طول های نقاط بحرانی تابع با ضابطۀ  کدام است؟68 = ∣x − ۲∣ ۳ x۲

(2 (1

(4 (3

{۰,  , ۲}
۵
۴

{۰,  , ۲}
۳
۲

{۰, ۱}{  , ۲}
۳
۲

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1385

69
، روی مجموعۀ اعداد حقیقی مشتق پذیر است.  کدام است؟ fتابع با ضابطۀ  x =( )  

⎩
⎨
⎧ ; x ≥ ۲

x − ۱
۱

− x + ax + b ; x < ۲۲
b

-1 (2 -2 (1

2 (4 1 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398
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70
، در نقطۀ  مشتق پذیر می باشد. b کدام است؟ f(x)تابع با ضابطۀ  =   

⎩
⎨
⎧ − ۵ ; x ≥ ۱

x
۳

x + ax + b ; x < ۱۲
x = ۱

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

از کشور 1393 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

f(x)مجموعۀ طول های نقاط بحرانی تابع با ضابطۀ  کدام است؟71 = (x −۲ ۲۸). ۳ x

(2 (1

(4 (3

{−۲, ۲}{−  ,  }۷ ۷

{−۲, ۰, ۲}{−۷, ۰, ۱}

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1383

aاگر  و ثابت و  متغیر باشد، مینیمم مقدار  کدام است؟72 > ۰x 

۴ a x۳

۳a + x

(2 (1

4 (4 3 (3

۴a۳a

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1391

fتابع  با ضابطۀ زیر، در چند نقطه ناپیوسته و در چند نقطه مشتق ناپذیر است؟73

f(x) =   

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧ ۱

x + ۱
۲x + ۲
x + ۲۲

;
;
;
;

x < ۰
۰ ≤ x < ۱
۱ ≤ x < ۲

x ≥ ۲

دو نقطه ناپیوسته و دو نقطه مشتق ناپذیر (2 یک نقطه ناپیوسته و دو نقطه مشتق ناپذیر (1

دو نقطه ناپیوسته و سه نقطه مشتق ناپذیر (4 یک نقطه ناپیوسته و سه نقطه مشتق ناپذیر (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1382

74
، کدام است؟ ، حاصل  f(x)در تابع با ضابطۀ  =

x + ۳
۴x + ۵

h→۰
lim

h
f(۱ + h) − f(۱)

(2 (1

(4 (3

۴۸
۷

۲۴
۵

۲۴
۷

۱۶
۷

از کشور 1395 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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، بیشترین مقدار  کدام است؟75 f(x)با شرط  در تابع با ضابطۀ  = x −۳ ۳x ; x ≤ ۱g(x) = x +۳ xgof

10 (2 9 (1

30 (4 12 (3

از کشور 1386 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

fاگر  و  باشند، مشتق تابع  کدام است؟76 x =( )  x −
۵
۴

 x
۵
۱

∣ ∣g x =( ) ۴x + x∣ ∣fog

3 (2 2 (1

مشتق ندارد. (4 4 (3

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 13 1398

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1394

از بین مثلث های قائم الزاویه با اندازۀ وتر 10 واحد، دو ضلع قائم با کدام نسبت انتخاب شود تا حجم حاصل از دوران این مثلث77

حول ضلع قائم، بیشترین باشد؟

(2 (1

(4 (3

۱
۲

۱
۳

۲
۳

۱
۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

78
fتابع با ضابطۀ  به ازای کدام مقادیر  در نقطۀ  مشتق پذیر است؟ x =( )   {

ax − a ; x < ۱
x − x ; x ≥ ۱۲ax = ۱

1 (2 -1 (1

هیچ مقدار  (4 هر مقدار  (3aa

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1386

79
fتابع با ضابطۀ  در نقطۀ  مشتق پذیر است.  کدام است؟ x =( )   

⎩
⎨
⎧  x − ۲x  ; x < ۲∣

∣ ۲
∣
∣

x + ax + b ; x ≥ ۲
۲
۱ ۲x = ۲a + b

3 (2 2 (1

5 (4 4 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1398

، خط مماس بر نمودار آن، موازی پاره خطی است که ابتدا و انتهای منحنی را80 در تابع با ضابطۀ  و دامنۀ 

ها را با کدام عرض قطع می کند؟ به هم وصل کند. این خط مماس، محور 

f x =( )  

x + ۱
۴x − ۵

۰, ۸[ ]

y

-1/5 (2 -2 (1

-0/5 (4 -1 (3

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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، دارای ماکزیمم نسبی است؟81 ، تابع  با ضابطۀ  aff(x)به ازای کدام مقادیر  = x +۲
 

x
a

(2 (1

هیچ مقدار  (4 (3

a >∣ ∣ ۲a < ۰

a > ۰a

از کشور 1389 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، حاصل  کدام است؟82 fاگر  x =( ) x − ۲  ( ) ۳ x۲
Δx→۰
lim

Δx
f −۱ + Δx − f −۱( ) ( )

3 (2 2 (1

(4 (3
۳
۲

۳
۴

از کشور 1384 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

فرض کنید نمودارهای دو تابع  و  در یک نقطۀ مشترک، بر یک خط مماس باشند. اگر طول83

نقطۀ مشترک 4 باشد، مقدار  کدام است؟

y = x  xy = x +۲ ax + b

b

9 (2 8 (1

12 (4 10 (3

از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، آهنگ متوسط تغ�ر تابع نسبت به متغیر x، در نقطۀ  با نمو 0/44، از آهنگ لحظه ای84 در تابع با ضابطۀ 

تابع در این نقطه، چقدر کمتر است؟

f(x) =  

x
x − ۱

x = ۱

(2 (1

(4 (3

۳۰
۱

۲۴
۱

۱۲
۱

۶
۱

از کشور 1394 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

بیشترین مساحت از مستطیل هایی که دو رأس آن بر روی نیم بیضی به معادلۀ  و دو رأس دیگر آن بر روی85

محور xها باشند، کدام است؟

y =   

۳
۲

۹ − x۲

(2 (1

(4 (3

۶۳ ۵

۴ ۳۸

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1385

بیشترین مساحت مستطیلی که دو ضلع آن بر روی محورهای مختصات و رأس چهارم آن بر روی منحنی به معادلۀ86

y در ناحیۀ اول واقع شود، کدام است؟ = ۱۲ − x

(2 (1

(4 (3

۸ ۲۸ ۳

۱۶۱۸

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398
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yشکل زیر، نمودار تابع  است. مقدار ماکزیمم مطلق تابع کدام است؟87 = x + −x + ax + b۲

(1

(2

(3

4 (4

۱ + ۳

۲ ۳

۱ + ۲ ۲

از کشور 1397 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، آهنگ تغ�ر متوسط تابع در بازۀ  از آهنگ تغ�ر لحظه ای آن در88 در تابع با ضابطۀ

، چقدر کمتر است؟

f x =( )  +۲x + ۱
x + ۱

۱
۰, ۴[ ]

x =
۲
۳

(2 (1

(4 (3

۰/۰۳۰/۰۴

۰/۰۵۰/۰۶

از کشور 1398 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

yخط به معادلۀ  در نقطه ای به طول 1 بر منحنی به معادلۀ  مماس است،  کدام است؟89 = ۲x − ۵y = ax +۲ bx + ۱a

3 (2 2 (1

6 (4 4 (3

از کشور 1386 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، کدام است؟90 yکمترین مقدار تابع  =  x −
۴
۱ ۴ x −۳ ۲x۲

(2 (1

(4 (3

−۳۶−۳۲

−۲۴−۱۸

از کشور 1392 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

91
، اگر  موجود باشد،  کدام است؟ fدر تابع با ضابطۀ  x =( )  

⎩
⎨
⎧ ; x > ۲

ax + b
۸

− x + ۶x ; x ≤ ۲۳
f ۲′ ( )a

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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92
، کدام است؟ ، وقتی   حد عبارت 

۵x − ۱۸x + ۱۶۲
۲ −  

۳ ۳x + ۲
x → ۲

(2 (1

(4 (3

−
۳
۱

−
۴
۱

−
۶
۱

−
۸
۱

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

نقطه ای با کدام طول بر روی محور xها انتخاب شود، به طوری که تفاضل فواصل آن از دو نقطۀ  و  بیشترین93

مقدار را داشته باشد؟

A(۱, ۵)B(۷, −۲)

9 (2 8 (1

11 (4 10 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1393

f(x)اگر  باشد، تعداد نقاط مشتق ناپذیری تابع با ضابطۀ  کدام است؟94 = ۱ − x∣ ∣y = f(f(x))

2 (2 1 (1

صفر (4 3 (3

از کشور 1388 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

f(x)مشتق چپ تابع با ضابطۀ  در نقطۀ  کدام است؟95 = ۱ −  ۱ − x۲x = ۰

(2 (1

(4 (3

−
۲
۲− ۲

۲
۲۲

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1389

، مقدار  برابر کدام است؟96 yاز تساوی  = ۳ xy y′′ ۵

(2 (1

(4 (3

 x
۹

−۴
 x

۳
−۱

 

۹
−۲

۳
−۲

از کشور 1385 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

97
، همواره مشتق پذیر باشد،  کدام است؟ f(x)اگر تابع با ضابطۀ  =  {

ax + bx + ۴ ; x ≥ −۲۲

x − x ; x < −۲۳f(۱)

صفر (2 -3 (1

2 (4 1 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1397
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، آهنگ متوسط تابع از  تا  چقدر از آهنگ لحظه ای آن در  بیشتر98 در تابع با ضابطۀ 

است؟

f x =( )  

x۲
۳۶

x  =۱ ۲x  =۲ ۳x =  

۳ ۱۲

(2 1 (1

(4 2 (3

۱/۵

۲/۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1390

fاگر  باشد، حاصل  کدام است؟99 x =( ) ∣x − ۲∣ + ۲x  

Δx→۰−
lim Δx

f ۲+Δx −f ۲( ) ( )

(2 -2 (1

(4 (3

− ۲
۱

۲
۱

۲
۳

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1383

کدام یک از تابع های زیر، یک به یک است؟100

(2 (1

(4 (3

f(x) = x + xg(x) = x − x

h(x) = ۲x +
x
۱p(x) =

x + ۱۲
x

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1397

، آهنگ تغ�ر متوسط تابع در بازۀ  از آهنگ تغ�ر لحظه ای آن در101 در تابع با ضابطۀ 

 چقدر بیشتر است؟

f x =( ) x + ۲( ) ۴x + ۱۰, ۲[ ]

x =
۴
۳

0/15 (2 0/10 (1

0/25 (4 0/20 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1398

، فاصلۀ دو نقطۀ ماکزیمم نسبی و مینیمم نسبی آن کدام است؟102 fدر تابع با ضابطۀ  x =( ) x x −∣ ∣ ۲x

(2 (1

(4 (3

۲ ۲۳

۳ ۲۴

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، با کدام ارتفاع، کمترین مقدار جنس مصرف می شود؟103  در ساخت یک قیف به شکل مخروط قائم به حجم 

۳
π

(2 (1

(4 (3

۲
۲۱

۳ ۲۲

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1395
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در تابع با ضابطۀ  آهنگ متوسط تغ�ر تابع وقتی متغیر  از 4 به 25 تغ�ر کند، برابر آهنگ لحظه ای در نقطۀ 104

می باشد.  کدام است؟

f x =( )  xxa

a

12/25 (2 11/75 (1

13/5 (4 12/5 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1383

105
yخط مماس بر منحنی به معادلۀ  در نقطه ای به طول 2 واقع بر آن، محور  ها را با کدام عرض قطع می کند؟ =  

x − ۱
x۲

y

1 (2 صفر (1

4 (4 2 (3

از کشور 1385 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، بر خط به معادلۀ  عمود است. این خط مماس، از نقطه ای106 خط مماس بر منحنی به معادلۀ 

با کدام مختصات می گذرد؟

y = x +۳ ۳x +۲ ۱x − ۳y = ۲

(2 (1

(4 (3

۱, ۳( )۱, ۴( )

۲, −۶( )۲, −۴( )

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1389

، در بازۀ  قرار107 ، طول یکی از نقاط اکسترمم نسبی تابع با ضابطۀ  به  ازای کدام مجموعه مقادیر 

می گیرد؟

af(x) = x +۳ ax −۲ ۸x(۱, ۴)

(2 (1

(4 (3

−۳ < a < ۱/۵−۳ < a < ۲/۵

−۵ < a < ۱/۵−۵ < a < ۲/۵

از کشور 1392 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

108
f(x)در تابع با ضابطۀ  مقدار  موجود است،  کدام است؟ =  { x −  ; x ≥ ۱

x
۱

x + ax + b ; x < ۱۲
f (۱)′f(۱ −  )۲

(2 (1

(4 (3

۳ − ۲۲ − ۲

۲ − ۲ ۲۳ − ۲ ۲

از کشور 1392 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، از آهنگ لحظه ای آن در نقطۀ109 ، آهنگ متوسط تغ�ر تابع، از نقطۀ  تا  در تابع با ضابطۀ 

، چقدر بیشتر است؟

f x =( ) ۲x + ۱( )−  ۲
۱

x = ۴x = ۱۲
x = ۴

(2 (1

(4 (3

۵۴۰
۷

۵۴۰
۱۱

۲۷۰
۷

۲۷۰
۱۱

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1393
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110
=اگر  باشد، آنگاه  کدام است؟

x→۲
lim

ax + b
x − ۳x − ۲

۲
۱

b

-1 (2 -2 (1

2 (4 1 (3

از کشور 1395 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

111

، در نقطۀ  پیوسته است؟ ، تابع با ضابطۀ  af(x)به ازای کدام مقدار  =  

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧

; x > ۳
x − ۳

۱ −  x −  x + ۱

ax − ۳a − ; x ≤ ۳
۸
۳

x = ۳

2 (2 -2 (1

4) هر چه باشد  هیچ مقدار  (3aa

از کشور 1394 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، از نیمساز ناحیۀ اول کدام است؟112 f(x)فاصلۀ نقطۀ ماکزیمم نسبی تابع با ضابطۀ  = x + ۴x − x۲

(2 1 (1

(4 2 (3

۲

۲ ۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

، آنگاه  کدام است؟113 fاگر  x =( )  ۲x+۱
۳x−۱f ۲′ ( )

-0/1 (2 -0/2 (1

0/2 (4 0/1 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1381

f(x)نقاط بحرانی بر روی نمودار تابع  سه رأس مثلثی هستند، مساحت این مثلث کدام است؟114 = (x − ۱)∣x +۲ x − ۲∣

4/5 (2 4 (1

8 (4 6 (3

از کشور 1392 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

fآهنگ متوسط تغ�ر تابع با ضابطۀ  نسبت به تغ�ر  روی بازه ای از  تا  کدام است؟115 x =( ) x + ۱۴۴۲xx = ۵x = ۹

(2 (1

(4 (3

۰/۴۰/۵

۰/۶۰/۷

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1384
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، مقدار  برابر کدام است؟116 fاگر  و  (۰) =′ g(۰) = ۱f(x) = x + ۱ + (g(x))۵f (۰)′′

(2 (1

(4 (3

۴g (۰)′′۵g (۰)′′

۴g (۰) +′′ ۲۰۵g (۰) +′′ ۲۰

از کشور 1391 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، حاصل  برابر کدام است؟117 gاگر  و  x =( ) ۲xf x =( ) x − x( ۲ )
Δx→۰
lim Δx

f ۲+Δx g ۲+Δx −f ۲ g ۲( ) ( ) ( ) ( )

4 (2 3 (1

7 (4 6 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1382

,A(۴کمترین فاصلۀ نقطۀ  از نقاط منحنی به معادلۀ  کدام است؟118 ۰)y =  ۲x + ۹

(2 (1

4 (4 3 (3

۵۲ ۲

از کشور 1387 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

119
، مشتق  در نقطۀ  کدام است؟ =  اگر 

x→۲
lim

x − ۲
f(x) − f(۲)

−  

۳
۱

f(  )x + ۳∣ ∣x = −۱

(2 (1

(4 (3

۶
۱

۱۲
۱

−
۶
۱

−
۱۲
۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1387

قلمچی ریاضی و فیزیک چهارم آزمون شماره 10 1394

f(x)تابع با ضابطۀ در کدام بازه مشتق پذیر است؟120 =  [
x
۱

]

(2 (1

(4 (3

۰, ۱[ ](−۱, ۰)

۱, +∞[ )(−∞, −۱)

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1391
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121
f(x)نمودار تابع با ضابطۀ  در نزدیکی نقطۀ  چگونه است؟ =  

x + ۱۳
x + ۱۲

x = ۰

(2 (1

(4 (3

از کشور 1384 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

fcتابع  در نقطۀ  دارای مینیمم است و مشتق راست دارد. الزاماً این مشتق چگونه است؟122

منفی (2 مثبت (1

نامثبت (4 نامنفی (3

از کشور 1390 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، مقدار مشتق تابع  در صفر کدام است؟123 h(۰)اگر  = ۲h (۰) =′ −g(۱) = −g (۱) =′ f (−۱) =′ ۱fogoh

(2 (1

(4 (3

−۲−
۲
۱

۲
۱۲

از کشور 1385 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، کدام است؟124 ,A(۵کوتاه ترین فاصلۀ نقطۀ  از نقاط منحنی به معادلۀ  ۰)y =  ۲x + ۷

(2 4 (1

(4 5 (3

۴/۵

۳ ۲

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

f(x)برد تابع f با ضابطۀ  بر بازۀ  کدام است؟125 = x −۳ ۱۲x + ۸[−۳, ۱]

(2 (1

(4 (3

[−۸, ۱۷][−۸, ۲۴]

[−۳, ۱۷][−۳, ۲۴]

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1381
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f(x)مجموعۀ طول نقاط ماکسیمم نسبی تابع با ضابطۀ  کدام است؟126 = x  x − ۳  ∣
∣ ۲

∣
∣

(2 (1

(4 (3

{− }۳{ }۳

{−  , ۱}۳{  , ۱}۳

از کشور 1383 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، فاصلۀ دو نقطۀ ماکزیمم نسبی و مینیمم نسبی آن کدام است؟127 fدر تابع با ضابطۀ  x =( ) x x − ۴∣ ∣

(2 (1

(4 (3

۵۲ ۲

۳ ۲۲ ۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

تابع  در  مشتق پذیر از مرتبۀ  دوم است. به ازای هر عدد حقیقی  تابع  است. اگر128

، کدام است؟  و  باشد، مقدار 

f : R → RRxg(x) = f(۴ − x )۲

f (۱) =′ −۵f (۱) =′′ −۱g (  )′′ ۳

-2 (2 -3 (1

3 (4 2 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1397

، کدام است؟129 f(x)کمترین مقدار تابع با ضابطۀ  = x + ۳ x − x۲ ۳

(2 (1

صفر (4 (3

−
۹
۱

−
۶
۱

−
۳
۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1392

، برابر آهنگ تغ�ر لحظه ای این تابع، با کدام مقدار  است؟130 yآهنگ متوسط تغ�ر تابع  در بازۀ  = ۲۱ − x + ۴x۲[۵ , ۶]x

(2 (1

(4 (3

۴ + ۲۳ + ۲ ۲

۲ +  

۲
۳

۲۲ +  

۲
۵

۲

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1399

خط مماس بر منحنی به معادلۀ  در نقطۀ  واقع بر آن، منحنی را در نقطۀ دیگر  قطع می کند. عرض131

نقطۀ  کدام است؟

y = x −۳ x۲x = ۱A( )

A

-2 (2 -3 (1

3 (4 2 (3

از کشور 1387 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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دو برابر عددی از عدد دیگر 6 واحد بیشتر است، اگر حاصل ضرب آن ها مینیمم باشد، مجموع آن دو عدد کدام است؟132

(2 (1

(4 (3

−
۲
۳

−
۲
۱

۲
۱

۲
۳

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1381

دو تابع با ضابطه های  و  مفروض اند. به ازای کدام مقدار a، تابع  در مبدأ133

مختصات مشتق پذیر است؟

f(x) = ۳x + ∣x∣g(x) =  x +
۴
۳

a∣x∣gof

(2 (1

a هیچ مقدار (4 (3

−
۴
۱

−
۲
۱

۲
۱

از کشور 1393 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

134
f(x)تابع با ضابطۀ در چند نقطه مشتق دارد؟ =   {

x۲

۰
;
;
گویا x
گنگ x

2 (2 1 (1

هیچ نقطه (4 بی شمار (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1388

yماکزیمم مطلق تابع با ضابطۀ  کدام است؟135 = −x + ۳ x − x۳ ۲

(2 صفر (1

فاقد ماکزیمم (4 (3

۳
۱

 

۳
۲

از کشور 1388 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

136

، حاصل  کدام است؟ fدر تابع با ضابطۀ  x =( )  

 x
−x − ۱

h→۰
lim

h

f(  + h) − f( )
۴
۱

۴
۱

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

بیشترین مساحت از زمینی که می توان توسط یک طناب به طول 88 متر و به شکل مستطیلی که یک طرف آن رودخانه است137

محصور نمود، چند متر مربع است؟

968 (2 958 (1

988 (4 978 (3

از کشور 1391 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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,f(aتابع  روی بازۀ  تعریف شده است. در این مورد کدام بیان درست است؟138 b)

هر نقطۀ بحرانی، نقطۀ اکسترمم نسبی است. (1

هر نقطۀ اکسترمم نسبی، نقطۀ بحرانی است. (2

در هر نقطۀ بحرانی، مشتق تابع صفر است. (3

در هر نقطۀ اکسترمم نسبی، مشتق تابع صفر است. (4

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1383

، کدام است؟139 ، در بازۀ  f(x)مقادیر مینیمم و ماکزیمم مطلق تابع با ضابطۀ  =  x −
۳
۱ ۳ x −۲ ۱۵x[−۴ , ۳]

2) و 27 1) و 24

4) و 36 3) و 27

−۱۸−۴۵

−۳۶−۲۷

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1395

، برابر آهنگ لحظه ای آن در  است.  کدام140 ، آهنگ متوسط از  تا  در تابع با ضابطۀ 

است؟

f x =( )  

x − ۱
x

x =۱ ۲x  =۲ ۵x = αα

(2 2/5 (1

4 (4 3 (3

۱ + ۳

از کشور 1390 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

دو نقطۀ  و  و خط به معادلۀ  در صفحۀ محورهای مختصات مفروض اند. نقطۀ M بر روی خط141

مفروض؛ با کدام طول انتخاب شود به طوری که تفاضل فواصل آن از دو نقطۀ مفروض، بیشترین مقدار را داشته باشد؟

A(۲, ۳)B(۴, ۷)y = x − ۱

صفر (2 (1

3 (4 1 (3

−۱

از کشور 1393 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

,f[aتابع  روی  تعریف شده و  است. کدام بیان نادرست است؟142 b]a < c < b

اگر  نقطۀ اکسترمم نسبی و  وجود داشته باشد، آنگاه خط مماس بر منحنی در  افقی است. (1

اگر  نقطۀ اکسترمم نسبی باشد، آنگاه  نقطۀ بحرانی است. (2

اگر  نقطۀ بحرانی باشد، آنگاه  نقطۀ اکسترمم نسبی است. (3

اگر  نقطۀ اکسترمم مطلق باشد، آنگاه  نقطۀ بحرانی است. (4

cf (c)′c

cc

cc

cc

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1390
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yخط مماس بر منحنی به معادلۀ  در نقطه ای به طول  واقع بر آن، از نقطۀ  می گذرد.  کدام است؟143 =  

x + ۱
۲x − ۱

α(−۱, ۰)α

1 (2 -1 (1

2 (4 (3
۲
۳

از کشور 1387 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، کدام است؟144 xاگر تابع f در  مشتق پذیر و  باشد، آنگاه مشتق  در  = −۲  =
h→۰
lim h

f (−۲+h)+۳
 ۲

۱x f(x)۲x = −۲

10 (2 8 (1

14 (4 12 (3

از کشور 1396 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، در نقطۀ  کدام است؟145 ، آنگاه مشتق تابع  f(x)اگر  =  −
۲
۳

x + ۲f(xf(x))x = ۲

(2 (1

1 (4 (3

−۱−
۲
۱

۲
۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1389

بزرگ ترین حجم مخروط، از بین مخروط هایی که مجموع شعاع قاعده و ارتفاع آن ها برابر واحد باشد، کدام است؟146

(2 (1

(4 (3

۸۱
۴π

۱۲
π

۳۲
۳π

۲۷
۴π

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1380

، حاصل  کدام است؟147 f(x)اگر  و  =  

 ۱ − x۲

x
g(x) =  

 ۱ + x۲

x
f (x) ⋅′ g (f(x))′

1 (2 (1

(4 (3

−۱

x
 x

۲
۱

از کشور 1392 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

,A(۸کوتاه ترین فاصلۀ نقطۀ  از نقاط منحنی به معادلۀ  کدام است؟148 ۰)y = x  x

(2 (1

(4 (3

۲ ۱۱۳ ۵

۴ ۳۵ ۲

از کشور 1385 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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، آهنگ متوسط تغ�ر تابع، وقتی متغیر از عدد 2 به عدد  تغ�ر کند برابر  است. 149 در تابع با ضابطۀ 

کدام است؟

f x =( ) x +  

x
۱

۲ + h 

۹
۸

h

2 (2 (1

3 (4 (3

۱/۵

۲/۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1386

، موازی یکی از خطوط مماس بر منحنی  است؟150 ، خط به معادلۀ  m(mبه ازای کدام مقادیر  + ۲)y = mxy =  ۱ + x۲

(2 (1

(4 (3

m > −۱m < −۱

m > ۱m < ۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1395

f(x)مشتق تابع با ضابطۀ  در نقطۀ  کدام است؟151 =  

(۵x−۳)۴
(x−۱).  

۵ ۳x−۲x = ۱

(2 (1

(4 (3

۱۶
۱

۸
۱

۴۰
۳

۱۶
۵

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1383

بیشترین مساحت مستطیلی که یک ضلع آن بر قطر نیم دایره به شعاع 6 واحد و دو رأس دیگر آن روی این نیم دایره باشد، کدام152

است؟

24 (2 18 (1

36 (4 27 (3

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، از آهنگ لحظه ای تغ�ر تابع در نقطۀ153 ، آهنگ متوسط تغ�ر این تابع وقتی  و  در تابع با ضابطۀ 

 چقدر بیشتر است؟

f(x) = x۳x = ۳Δx = ۰/۱
x = ۳

0/42 (2 0/31 (1

0/91 (4 0/62 (3

قلمچی علوم تجربی چهارم آزمون شماره 9 1394

از کشور 1387 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، آنگاه تابع  از نظر اکسترمم نسبی کدام نوع را دارد؟154 f(x)اگر  و  = [x] − xg(x) = ۲xgof

دارای ماکسیمم - فاقد مینیمم (2 دارای ماکسیمم - دارای مینیمم (1

فاقد ماکسیمم - فاقد مینیمم (4 فاقد ماکسیمم - دارای مینیمم (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1391
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، از آهنگ155 ، در نقطۀ  با نمو متغیر  ، آهنگ متوسط تغ�ر تابع نسبت به متغیر  در تابع با ضابطۀ 

لحظه ای تابع در این نقطه، چقدر کمتر است؟

f x =( )  xxx = ۱۰/۲۱

(2 (1

(4 (3

۴۲
۱

۲۱
۱

۴۲
۳

۲۱
۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1394

156
f(x)نمودار تابع با ضابطۀ روی بازۀ  در چند نقطه، مشتق ناپذیر است؟ = x +  +[

۳
۱

] x[ ](۰, ۳)

3 (2 2 (1

5 (4 4 (3

از کشور 1386 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

157
f(x)اگر تابع با ضابطۀ  دارای اکسترمم نسبی باشد، مقادیر  کدام است؟ =  

x + a
x − ۲x۲

a

2) یا  1) یا 

(4 (3

a > ۰a < −۲a > ۲a < ۰

−۲ < a < ۰۰ < a < ۲

از کشور 1385 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

158
f(x)مینیمم مطلق تابع با ضابطۀ  روی بازۀ  کدام است؟ =  −

۴
x۴

 −
۳
x۳

x۲[−۱, ۳]

(2 (1

(4 (3

−
۳
۱۱

−
۳
۱۰

−
۳
۸

−
۳
۷

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1386

gاگر  و  باشد،  کدام است؟159 x =( )  

x − ۱
۲x + ۱

fog ۲ =( )′ ( ) ۶f ۵′ ( )

-1 (2 -2 (1

3 (4 2 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

، مقدار  کدام است؟160 fدر تابع با ضابطۀ  x =( ) ∣x∣ ⋅ x[ ]f ۰ −′
− ( ) f  ۰′

+ ( )

صفر (2 -1 (1

2 (4 1 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1387
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خط به معادلۀ  در نقطۀ  بر نمودار تابع  مماس است. اگر  باشد،161

 کدام است؟

y = ۳x − ۵x = ۲y = g x( )=
x→۱
lim

۲x − ۲
f x − f ۱( ) ( )

۳
۲

fog ۲( )′ ( )

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

از کشور 1398 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، مشترک اند. مقدار 162 ، در نقطۀ  خط مماس بر نمودارهای دو تابع با ضابطه های  و 

کدام است؟

f(x) =  

x − ۱
x + ۲

g(x) = ax +۲ bxx = ۲b

5 (2 4 (1

7 (4 6 (3

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

163
، در چند نقطه مشتق ناپذیر است؟ fتابع با ضابطۀ  x =( )  

x
 x − ۲x  ∣

∣ ۳
∣
∣

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

از کشور 1398 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

164
−مشتق عبارت به ازای  کدام است؟  (

x
۱۶ ۳ x۲ )

۲

x = −۸

(2 (1

2 (4 1 (3

−۱۲
−۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1388

f(x)ماکزیمم مطلق تابع با ضابطۀ  کدام است؟165 =  

x − ۴x + ۴x + ۵۴ ۳ ۲

۱

(2 (1

(4 (3

۶
۱

۵
۱

۳
۱

۲
۱

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1385

166
، کدام است؟ f(x)مقدار ماکزیمم نسبی تابع با ضابطۀ  =  

x + ۱۲

x + ۲x − ۳۲

(2 (1

(4 (3

−۱ + ۵۱ + ۵

−۱ + ۳۱ + ۳

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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yبه ازای کدام مقدار m نمودار تابع  بر نیمساز ناحیۀ اوّل محورهای مختصات، مماس است؟167 = ۲x +۲ (m + ۱)x + m + ۶

4 و 12- (2 -4 (1

12 (4 4- و 12 (3

از کشور 1393 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

168
، کدام است؟ f(x)مقدار مشتق تابع با ضابطۀ  در نقطۀ  = ۳

 (
۳x + ۵
۲x − x۲

)
۲

x = −۲

4 (2 3 (1

6 (4 5 (3

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

f(x)تابع با ضابطۀ  از نظر اکسترمم نسبی کدام وضع را دارد؟169 = x −۴ ۶x +۲ ۸x

ماکسیمم نسبی (2 مینیمم نسبی (1

فاقد اکسترمم نسبی (4 مینیمم نسبی و ماکسیمم نسبی (3

از کشور 1390 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

170
xاگر تابع f در  مشتق پذیر و  باشد، آنگاه مشتق  در  کدام است؟ = ۴  =

x→۴
lim

x − ۴
f(x) + ۷

 

۲
−۳

 

x
f(۲x)

x = ۲

(2 (1

(4 (3

−
۴
۱

−
۲
۱

۴
۱

۲
۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1396

f(x)تابع با ضابطۀ  در نقطۀ  مشتق ندارد، مقدار  کدام است؟171 = ۱ + x∣ ∣x = αf  (α) −′
+ f  (α)′

−

(2 (1

تعریف نشده (4 1 (3

−۱
۲
۱

از کشور 1385 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

172
f(x)تابع با ضابطۀ  بر روی مجموعه اعداد حقیقی مشتق پذیر است.  کدام است؟ = {

ax + bx ; x < ۱۳

۲  ; x ≥ ۱۴x − ۳b

1 (2 (1

2 (4 (3

۲
۱

۲
۳

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1392
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اگر  طول نقطۀ اکسترمم مطلق تابع  روی دامنۀ آن باشد و تابع در همسایگی آن نقطه تعریف شده باشد، الزاماً تابع  در نقطۀ173

، کدام وضعیت را دارد؟

cff

c

مشتق پذیر (2 پیوسته (1

اکسترمم نسبی (4 خط مماس افقی (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1388

174
f(x)برد تابع با ضابطۀ  کدام است؟ = (x + ∣x∣)  

x
۲ − x

(2 (1

(4 (3

(۰, ۱][۰, ۲]

[۱, ۲](۱, ۳)

از کشور 1392 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

175
، کدام است؟ fمشتق تابع در نقطۀ  x =( ) x ۳

x + ۲
۳x + ۱

x = −۳

(2 (1

(4 (3

۳
۲

۴
۳

۳
۴

۲
۳

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

بیشترین مساحت زمینی مستطیل شکل که می توان توسط یک طناب، از زمینی که یک طرف آن رودخانه است محصور نمود، 176648

متر مربع است، طول طناب چند متر است؟

70 (2 68 (1

72 (4 71 (3

از کشور 1384 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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مبحثدرس

گزینه 1

گام اول

گام دوم

1

yمشتق تابع کسری  از رابطۀ زیر به دست می آید: =  g x( )
f x( )

y =  ⇒
g x( )
f x( )

y =′

g x۲ ( )
f x g x − g x f x′ ( ) ( ) ′ ( ) ( )

، مقدار  را حساب می کنیم (دلیل اینکه مقدار دقیق  ذکرنشده صفر ،  و  باتوجه به مشخص بودن مقادیر 

بودن  است).

y ۱′ ( )f ۱( )f ۱′ ( )g ۱( )g ۱′ ( )

f ۱( )

y ۱ =′ ( )  ⇒
g ۱۲ ( )

f ۱ g ۱ − g ۱ f ۱′ ( ) ( ) ′ ( ) ( )
۳ =  ⇒

g ۱۲ ( )
−۴ g ۱ − ۰( ) ( )

۳ =  ⇒
g ۱۲ ( )

−۴g ۱( )
۳ =  ⇒

g ۱( )
−۴

g ۱ =( ) −
۳
۴

گزینه 3 2

نقطۀ  را بر روی منحنی  در نظر می گیریم. فاصلۀ مبدأ مختصات از نقطۀ A برابر است با:

برای مینیمم کردن فاصلۀ OA، ابتدا معادلۀ  را حل می کنیم:

، به ازای  به دست می آید: بنابراین کوتاه ترین فاصلۀ مبدأ مختصات از منحنی 

A(α,  )
α۲

۲
y =  

x۲

۲

OA =  =(α − ۰) + (  − ۰)۲
α۲

۲ ۲ α +۲
α۴

۴

(OA)  =′
α ۰

(OA)  =′
α

۲ α +۲
α۴

۴

۲α −
α۸

۱۶α۳

(OA)  =′
α ۰ ⇒ ۲α −  =

α۵
۱۶

۰ ⇒ ۲α =  ⇒
α۵
۱۶

α =۶ ۸ ⇒ α = ۲

y =  

x۲
۲

α =  ۲

(OA)  =min =(  ) +۲
۲

(  )۲
۴

۴
 =۲ +  

۴
۴

 =۲ + ۱ ۳

پاسخنامه مشتق و کاربرد مشتقریاضی | آقای کنکور
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گزینه 1

گام اول

گام دوم

3

fطبق تعریف مشتق، حد خواسته شده مشتق تابع  در نقطۀ  است یعنی: x( )x = −۱

f −۱ =′ ( )  

h→۰
lim

h
f(−۱ + h) − f(−۱)

به ازای  عبارت  برابر صفر می شود و تابع  نیز در  پیوسته است؛ بنابراین برای

) مشتق گرفته، در تابع  ضرب کنیم و ، کافی است از عامل صفر شونده (عبارت  محاسبۀ مشتق در نقطۀ 

درنهایت مقدار آن را به ازای  به دست آوریم:

x = −۱x − x − ۲( ۲ )g(x) =  

۳ x − ۷x۲x = −۱
x = −۱x − x − ۲( ۲ )g(x)

x = −۱

x = −۱ : f x =′ ( ) ۲x − ۱  ⇒( ) ۳ x − ۷x۲ f −۱ =′ ( ) −۲ − ۱  =( )
۳

−۱ − ۷ −۱( )۲ ( ) −۳  =( ) ۳ ۸ −۳ × ۲ = −۶

گزینه 2

گام اول

گام دوم

4

، در معادلۀ آن به دست می آید. الف) عرض از مبدأ یک خط، به ازای جایگذاری 

ب) شیب خط مماس بر منحنی تابع در یک نقطه، برابر با مشتق تابع در آن نقطه است.

ج) معادلۀ خطی به شیب  که از نقطۀ  عبور می کند به صورت زیر است:

x = ۰

m(x  , y  )۱ ۱

y − y  =۱ m x − x  ( ۱)

ابتدا معادلۀ خط مماس را می نویسیم. طبق قسمت "ب" از گام اول، شیب این خط برابر است با:

بنابراین، طبق قسمت "ج" از گام اول، معادلۀ خط مماس در نقطۀ  برابر است با:

با جایگذاری  در معادلۀ خط مماس، داریم:

بنابراین عرض از مبدأ خط مماس بر منحنی، برابر  است.

y = ⇒ y =x + ۳x۲ ′

۲ x + ۳x۲

۲x + ۳

y ۱ =  =  = =  ⇒ m  =′ ( )
۲  ۱ + ۳
۲ + ۳

۲  ۴
۵

۲ × ۲
۵

۴
۵

مماس ۴
۵

x = ۱ ⇒ y =  =۱ + ۳  =۴ ۲ ⇒ y ۱ =( ) ۲

۱, ۲( )

y − y ۱ = y ۱ x − ۱ ⇒ y − ۲ =  x − ۱( ) ′ ( ) ( )
۴
۵

( )

⇒ y =  x − + ۲ ⇒ y =  x +
۴
۵

۴
۵

۴
۵

۴
۳

x = ۰

x=۰
y =  ۰ +

۴
۵

( )  =
۴
۳

۴
۳

 

۴
۳
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گزینه 3

گام اول

گام دوم

5

الف) فرض کنیم c نقطۀ بحرانی تابع f باشد. همچنین فرض کنیم f بر بازۀ I شامل c پیوسته و بر این بازه به جز احتمالاً در c مشتق پذیر

باشد. در اینصورت c طول نقطۀ ماکزیمم نسبی تابع f است هرگاه  قبل از c مثبت و بعد از c منفی باشد.

ب) نقطۀ  را نقطۀ بحرانی تابع f گو�م هرگاه  یا  موجود نباشد.

f (x)′

c ∈ Dff (c) =′ ۰f (c)′

ابتدا با حل معادلۀ  طول نقاط بحرانی تابع را تع�ن می کنیم.

بنابراین طول نقطۀ ماکزیمم نسبی تابع برابر صفر است.

y = x +۴
 x −

۳
۴ ۳ ۴x ⇒۲ D = R

y =′ ۰

y" = ۴x +۳ ۴x −۲ ۸x  

y"=۰
۴x(x + ۲)(x − ۱) = ۰ ⇒   

⎩⎪
⎨
⎪⎧x = ۰

x = −۲
x = ۱

N - وبسایت آموزشی نمره یارomreyar.com



گزینه 2

گام اول

گام دوم

6

الف) شیب دو خط موازی باهم برابر است.

ب) شیب خطی به معادلۀ  برابر  است.

ج) شیب خط مماس بر منحنی تابع در یک نقطه، برابر مشتق تابع در آن نقطه است.

y = ax + ba

ابتدا با استاندارد کردن معادلۀ خط داده شده، شیب آن را تع�ن می کنیم:

شیب خط مماس بر منحنی در نقطۀ  برابر شیب خط داده شده است، بنابراین:

 را به گونه ای پیدا می کنیم که معادلۀ  برقرار باشد. با جایگذاری گزینه ها، فقط به ازای  معادله برقرار

، حل معادلۀ مثلثاتی است. داریم: است. روش دیگر برای یافتن 

از بین گزینه ها  جواب معادله است.

۳y − ۲x = ۵ ⇒ ۳y = ۲x + ۵ ⇒ y =  x +
۳
۲

 ⇒
۳
۵

m =
۳
۲

x۰

y =  ⇒
sin x

۱
y =′

 =
sin x۲

۰ − cos x
−

sin x۲
cos x

x شیب خط مماس بر منحنی در نقطۀ  =۰ y x  =′ ( ۰) −  =
sin x  

۲
۰

cos x  ۰

۳
۲

x۰−  =
sin x۲

۰

cos x  ۰
 

۳
۲

x =۰  

۳
۲π

x۰

=
sin x۲

۰

− cos x۰
 ⇒

۳
۲

−  =
۱ − cos x۲

۰

cos x  ۰
 ⇒

۳
۲

۲ − ۲cos x  =۲
۰ −۳ cos x  ⇒۰ ۲cos x  −۲

۰ ۳ cos x  −۰ ۲ = ۰

⇒  

⎩⎪
⎨
⎪⎧ cos x  =  =  = ۲ ۰غ ق ق ۴

۳ + ۵
۴
۸

cos x  =  = −  = −  ⇒ x  = ۲kπ ±۰ ۴
۳ − ۵

۴
۲

۲
۱

۰ ۳
۲π

x  =۰  

۳
۲π
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گزینه 3 7

روش اول:

حد داده شده را ساده کرده و سپس مقدار  را تع�ن می کنیم:

روش دوم: (فراتر از کتاب)

حد داده شده را با استفاده از قاعدۀ هوپیتال حل می کنیم:

k

 =
h→۰
lim

h
۲ ۲ + h + k ۲ + h − ۲k − ۸( )۲ ( )

۱۲ ⇒  =
h→۰
lim

h

۲ ۴ + ۴h + h + ۲k + kh − ۲k − ۸( ۲)
۱۲

⇒  =
h→۰
lim

h
۸ + ۸h + ۲h + kh − ۸۲

۱۲ ⇒  =
h→۰
lim

h
۲h + ۸h + kh۲

۱۲

⇒  ۲h +
h→۰
lim ۸ + k = ۱۲ ⇒ ۸ + k = ۱۲ ⇒ k = ۴

=
h→۰
lim

h
۲ ۲ + h + k ۲ + h − ۲k − ۸( )۲ ( )

۰
۰

هوپیتال
=

h→۰
lim

۱
۲ × ۲ ۱ ۲ + h + k( ) ( )

 =
h→۰
lim

۱
۸ + ۴h + k

۱۲ ⇒ ۸ + k = ۱۲ ⇒ k = ۴

گزینه 2 8

درصورتی که خط بر منحنی مماس باشد، معادلۀ تلاقی دو منحنی، ریشۀ مضاعف دارد:

برای به دست آوردن ریشۀ مضاعف،  قرار می دهیم:

   ⇒
y =

x − ۲
x + a۲

y = −۳x + ۲⎭⎪
⎬
⎪⎫

=
x − ۲
x + a۲

−۳x + ۲

⇒ x +۲ a = −۳x +۲ ۸x − ۴ ⇒ ۴x −۲ ۸x + (a + ۴) = ۰

Δ = ۰

Δ = ۰ ⇒ (−۸) −۲ ۴(۴)(a + ۴) = ۰ ⇒ ۶۴ − ۱۶a − ۶۴ = ۰ ⇒ a = ۰

گزینه 1 9

پس  است.

f(x) =  

⎩
⎨
⎧

 ; ۰ ≤ x < ۴x + ۶x۲

 (x − ۹x) ; ۴ ≤ x < ۸[
۴
x

] ۲

۲ < ۴ ⇒ f(x) =  ⇒ f (x) =  =  (I)x + ۶x۲ ′

۲  x + ۶x۲

۲x + ۶
 x + ۶x۲

x + ۳

۵ > ۴ ⇒ f(x) =  (x − ۹x) ,  = ۱ ⇒ f (x) = ۲x − ۹ (II)[
۴
x

] ۲ [
۴
۵

] ′

f (۲) =
(I) ′

۴
۵

f (۵) = ۱(II) ′

f (۲) −′ f (۵) =′
 

۴
۱

N - وبسایت آموزشی نمره یارomreyar.com   



گزینه 2 10

نقطۀ  اکسترمم نسبی تابع  است پس مختصات این نقطه در ضابطۀ تابع  صدق می کند:

می دانیم هر نقطۀ اکسترمم نسبی، یک نقطۀ بحرانی تابع است بنابراین  در معادلۀ  صدق می کند یعنی 

است:

با جایگذاری رابطۀ  در رابطۀ  داریم:

بنابراین:

، نوع اکسترمم نسبی تابع  را مشخص می کنیم: اکنون با تع�ن علامت تابع 

، نقطۀ  ماکزیمم نسبی تابع  است. بنابراین به ازای 

(۱, −۲)f(x)f(x)

f(x) =  +
x
a

bx  

۲ x=۱ , y=−۲
−۲ = a + b (I)

x = ۱f (x) =′ ۰f (۱) =′ ۰

f (x) =′ −  +
x۲
a

۲bx  

f (۱)=۰′

−a + ۲b = ۰ ⇒ a = ۲b (II)

(II)(I)

a + b = −۲  

a=۲b
۲b + b = −۲ ⇒ ۳b = −۲ ⇒ b =

۳
−۲

a=۲b
a = −

۳
۴

f(x) = −  −
۳x
۴

 x , f (x) =
۳
۲ ۲ ′ −

۳x۲
۴

 x
۳
۴

f (x)′f(x)

a = −  

۳
۴

(۱, −۲)f(x)

گزینه 2

گام اول

گام دوم

11

f(x)fتابع  روی یک بازه صعودی است هرگاه تابع روی این بازه پیوسته و  باشد. (x) >′ ۰

تابع  در تمام نقاط  به جز دو نقطۀ  و  تعریف شده است. داریم:

، مثبت است؛ بنابراین کافی است بازه ای را انتخاب کنیم که هیچ کدام از دو مقدار تابع  به ازای تمام نقاط عضو دامنۀ تعریف تابع 

 درون بازه نباشد، باتوجه به گزینه ها، نمودار تابع روی بازۀ  صعودی است.

۱ − x =۲ ۰ ⇒ x =۲ ۱ ⇒ x = ±۱

f(x)Rx = ۱x = −۱

y = ⇒
۱ − x۲

x
y =′ =

(۱ − x )۲ ۲
(۱ − x ) − (−۲x)x۲

(۱ − x )۲ ۲
x + ۱۲

y′y

x = ±۱(−∞, −۲)

N - وبسایت آموزشی نمره یارomreyar.com   
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گام اول

گام دوم
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الف) معادلۀ خط گذرا از دو نقطۀ  و  به صورت زیر است:

ب) شیب خط مماس بر منحنی در یک نقطه، برابر مشتق تابع در آن نقطه است.

ج) خط در نقطۀ  بر منحنی مماس است بنابراین مختصات این نقطه در معادلۀ خط و منحنی صدق می کند.

x  , y  ( ۱ ۱)x  , y  ( ۲ ۲)

y − y  =۱  (x −
x  − x  ۲ ۱

y  − y  ۲ ۱ x  )۱

x = ۳

ابتدا معادلۀ خط گذرا از دو نقطۀ  و  را به دست می آوریم:

طبق قسمت ج از گام اول داریم:

باتوجه به قسمت ب از گام اول  است. اکنون با دو روش حاصل حد داده شده را به دست می آوریم.

روش اول:

روش دوم: (فراتر از کتاب)

برای رفع ابهام از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم:

A ۱, ۲( )B −۱, ۳( )

m =AB  =
x  − xB A

y  − y  B A =
−۱ − ۱
۳ − ۲

=
−۲
۱

−
۲
۱

y − y  =A m  x − x  ⇒AB ( A) y − ۲ = −  x − ۱ ⇒
۲
۱

( ) y = −  x +
۲
۱

۲
۵

f(۳) = y(۳) = −  (۳) +
۲
۱

 =
۲
۵

− +
۲
۳

=
۲
۵

۱ ⇒ f(۳) = ۱

f ۳ =′ ( )  ۲
−۱

=
x→۳
lim

۳ − x
f x + ۴f x − ۵۲ ( ) ( )

−
x→۳
lim =

x − ۳
f x + ۵ f x − ۱( ( ) ) ( ( ) )

 −
x→۳
lim f x + ۵( ( ) )

x − ۳
f x − f ۳( ( ) ( ))

=  −
x→۳
lim f x + ۵ f ۳ =( ( ) ) ( ′ ( )) − f ۳ + ۵ f ۳ =( ( ) ) ′ ( ) −۶ −  =(

۲
۱

) ۳

=
x→۳
lim

۳ − x
f x + ۴f x − ۵۲ ( ) ( )

=
۳ − ۳

f ۳ + ۴f ۳ − ۵۲ ( ) ( )
=

۳ − ۳
۱ + ۴ − ۵

۰
۰

=
x→۳
lim

۳ − x
f x + ۴f x − ۵۲ ( ) ( )

=
x→۳
lim

−۱
۲f x f x + ۴f x′ ( ) ( ) ′ ( )

−۱
۲f ۳ f ۳ + ۴f ۳′ ( ) ( ) ′ ( )

= =
−۱

۲ −  ۱ + ۴ −  ( ۲
۱ ) ( ) ( ۲

۱ )
=

−۱
−۱ − ۲

 =
−۱
−۳

۳

N - وبسایت آموزشی نمره یارomreyar.com   



گزینه 1 13

f(x)xحد داده شده برابر مشتق تابع  در  است، بنابراین مشتق تابع را در  به دست می آوریم. = ۲x = ۲

 =
x→۲
lim

x − ۲
f(x) − f(۲)

f (۲)′

f (x) =′ ۳  ×(  

۲x − ۳
x + ۲

)

۲

( ) ⇒
۲  (۲x − ۳) ۲x−۳

x+۲ ۲

−۷
f (۲) =′ ۱۲ × =

۲ ×  (۴ − ۳) ۴−۳
۲+۲ ۲

−۷
−۲۱

گزینه 1 14

هنگامی که  باشد، مخرج کسر صفر می شود؛ درنتیجه باید صورت کسر در این حالت صفر شود تا حالت  ایجاد شود که بعد از

رفع ابهام حاصل حد، عددی غیرصفر باشد:

در اینجا برای رفع ابهام  از هوپیتال استفاده می کنیم:

x = ۱ 

۰
۰

=  ⇒  − ۲ = ۰ ⇒ a + b = ۴
x→۱
lim

x − ۱۲
 − ۲ax + b

۲
۳

a + b

 

۰
۰

HOP : =  ⇒ = a = ۱۲ ⇒ b = −۸
x→۱
lim

۲x
۲ ax + b

a

۲
۳

۴ a + b

a
۲
۳ a+b=۴

N - وبسایت آموزشی نمره یارomreyar.com   
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الف) می دانیم وقتی  هم ارزی زیر برقرار است:

ب) صورت و مخرج کسر، یک عبارت چندجمله ای است و حاصل حد تابع در بی نهایت برابر با یک عدد ثابت  شده است؛ بنابراین

بزرگ ترین درجۀ صورت و بزرگ ترین درجۀ مخرج کسر باهم برابر است.

x → ∞

  ∣x +ax + bx + c۲
x→∞
∼   a  ∣

۲a
b

باتوجه به قسمت (الف) از گام اول، عبارت رادیکالی مخرج کسر را ساده می کنیم:

(دقت کنید که چون  بود، قرینۀ عبارت درون قدر مطلق از آن خارج شد)

باتوجه به قسمت (ب) از گام اول،  است. داریم:

بنابراین ضابطۀ تابع  برابر است با:

اکنون حاصل حد تابع  را وقتی  به دست می آوریم.

با دو روش می توان ابهام به وجودآمده را رفع کرد.

روش اول:

با به کاربردن قاعدۀ هوپیتال داریم:

روش دوم:

  ∣x +۴x + ۱۵x۲
x→−∞

∼   ۴  ∣ =
۸
۱۵

−۲(x +  )
۸
۱۵

x → −∞

n = ۱

f(x) = =
x→−∞
lim

x→−∞
lim

۳x − (−۲(x +  ))
۸
۱۵

ax + ۱۵
x→−∞
lim

۳x + ۲x +
۴
۱۵

ax + ۱۵

= = =
x→−∞
lim

۵x +
۴
۱۵

ax + ۱۵
x→−∞
lim

۵x
ax

۵
a

f(x) = −۱ ⇒  = −۱ ⇒ a = −۵
x→−∞
lim

۵
a

f(x)

f(x) =
۳x − ۴x + ۱۵x۲

−۵x + ۱۵

f(x)x → ۳

f(x) = =
x→۳
lim

x→۳
lim

۳x − ۴x + ۱۵x۲

−۵x + ۱۵
۰
۰

= =
x→۳
lim

۳x − ۴x + ۱۵x۲

−۵x + ۱۵
x→۳
lim

۳ −
۲ ۴x + ۱۵x۲

۸x + ۱۵
−۵

۳ −
۲ ۳۶ + ۴۵

۲۴ + ۱۵
−۵

=  =  =  = −۶ ⇒  f(x) = −۶
۳ −

۱۸
۳۹

−۵

۱۸
۱۵
−۵

۶
۵

−۵
x→۳
lim

N - وبسایت آموزشی نمره یارomreyar.com   



با ضرب صورت و مخرج در مزدوج مخرج، داریم:

× =
x→۳
lim

۳x − ۴x + ۱۵x۲

−۵x + ۱۵
۳x + ۴x + ۱۵x۲

۳x + ۴x + ۱۵x۲

x→۳
lim

۹x − ۴x − ۱۵x۲ ۲

−۵(x − ۳)(۳x +  )۴x + ۱۵x۲

= = − = − = −  = −۶
x→۳
lim

۵x(x − ۳)
−۵(x − ۳)(۳x +  )۴x + ۱۵x۲

x→۳
lim

x
۳x + ۴x + ۱۵x۲

۳
۹ + ۹

۳
۱۸

گزینه 3 16

،  و  می شود. =  با توجه به عبارت 
h→۰
lim

h
f(۲ + h) − ۹

۲
۳

f(۲) = ۹f (۲) =′
 

۲
۳

g(x) = x ⇒ g (x) =  + x ⇒ g (۲) =  + ۲f(x) ′ f(x)
۲ f(x)

f (x)′
′ f(۲)

۲ f(۲)

f (۲)′

⇒ g (۲) =  + ۲ × = ۳ +  = ۳/۵′ ۹
۲ ۹

۲
۳

۲
۱

گزینه 3 17

نقطۀ  روی منحنی  را رأس چهارم مستطیل در نظر می گیریم، پس این رأس دارای مختصات

 است. با رسم شکلی ساده، مستطیل ایجادشده را مشخص می کنیم.

مساحت این مستطیل برابر است با:

بنابراین بیشترین مساحت مستطیل به ازای  به دست می آید:

A(x, y)y = (x − ۲)۲

A(x, (x − ۲) )۲

S = xy  

y  =(x−۲)A
۲

S = x(x − ۲) ; ۰ <۲ x < ۲

S  =′
x (x − ۲) +۲ ۲x(x − ۲) = (x − ۲)(x − ۲ + ۲x) = (x − ۲)(۳x − ۲)

S  =′
x ۰ ⇒ (x − ۲)(۳x − ۲) = ۰  

x  =۲�
۳x − ۲ = ۰ ⇒ x =

۳
۲

x =  

۳
۲

S  =max x(x − ۲) =۲ (  )( − ۲) =
۳
۲

۳
۲ ۲

(− ) =
۳
۲

۳
۴ ۲

 ×
۳
۲

 =
۹
۱۶

۲۷
۳۲

N - وبسایت آموزشی نمره یارomreyar.com   
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ابتدا وضعیت یکنوایی دو تابع  و  را روی دامنۀ تعریف آن ها بررسی می کنیم. داریم:

تابع  همواره صعودی است بنابراین کمترین مقدار تابع  به ازای کمترین مقدار تابع  به دست می آید، پس می توان

نوشت:

f(x)g(x)

f(x) = x −۲ ۲x + ۴ , D  =f R

f (x) =′ ۲x − ۲ , f (x) =′ ۰ ⇒ ۲x = ۲ ⇒ x = ۱

f(۱) = ۱ −۲ ۲(۱) + ۴ = ۱ − ۲ + ۴ = ۳ ⇒ f(x) ≥ ۳

g(x) = x +۳ x , D  =g R

g (x) =′ ۳x +۲ ۱ > ۰

g(x)goff(x)

f(x) ≥ ۳ ⇒ g(f(x)) ≥ g(۳)

⇒ (gof)  =min g(۳) = ۳ +۳ ۳ = ۲۷ + ۳ = ۳۰

گزینه 2 19

xباتوجه به اینکه ضابطۀ تابع شامل جزء صحیح است، وقتی  داریم: → (−۳)+

x → (−۳) ⇒+ x > −۳ ⇒ [x] = −۳, ∣x∣ = −x

⇒ f(x) = (−۳ + x)  =۳ ۹x (x − ۳) ۳ ۹x

⇒ f (x) =′
 +۳ ۹x  (x −

۳ ۳ ۸۱x۲

۹
۳)

⇒ f  (−۳) =′
+  +۳ −۲۷ (−۶) =

۳ ۳ ۷۲۹
۹

−۳ +  (−۶) =
۳ × ۹

۹
−۳ − ۲ = −۵

N - وبسایت آموزشی نمره یارomreyar.com   
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، ریشه های سادۀ دو معادلۀ  و  هرگاه  یک تابع چندجمله ای باشد آنگاه نقاط بحرانی تابع 

خواهد بود. 

همچنین تابع در ابتدا و انتهای بازۀ  نیز بحرانی است، بنابراین تابع  روی بازۀ  دارای شش نقطۀ

،  و  و  است   ،  ، بحرانی 

f(x)y = ∣f(x)∣f(x) = ۰f (x) =′ ۰

f(x) = ∣x −۳ x∣  

f (x)=۰
x −۳ x = ۰ ⇒ x(x −۲ ۱) = ۰ ⇒ x = ۰, x = ۱, x = −۱

f (x) =  ۳x − ۱ = ۰ ⇒ ۳x = ۱′

∣x − x∣۳
(۳x − ۱)(x − x)۲ ۳

f (x)=۰′
۲ ۲

⇒ x =  ⇒ x =  , x = −۲

۳
۱

۳
 ۳

۳
۳

[−۱, ۲]f(x) = ∣x −۳ x∣[−۱, ۲]

x = ۰x = ۱x =  

۳
 ۳

x = −  

۳
 ۳

x = −۱x = ۲

گزینه 3 21

، برای یافتن حاصل حد کافی است بزرگ ترین جملۀ صورت را بر صورت و مخرج کسر یک عبارت چندجمله ای است. چون 

بزرگ ترین جملۀ مخرج تقسیم کنیم؛ بنابراین داریم:

برای رفع ابهام، از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم:

x → +∞

=   = −a = ۳ ⇒ a = −۳
x→+∞
lim

۱ − x + x + ۱
ax + ۹

x→+∞
lim

−x
ax

⇒ f(x) =
۱ − x + x + ۱

−۳x + ۹

=
x→۳
lim

۱ − x + x + ۱
−۳x + ۹

۰
۰

f(x) = = = = − = ۴
x→۳
lim

x→۳
lim

۱ − x + x + ۱
−۳x + ۹

x→۳
lim

−۱ +
۲ x + ۱

۱
−۳

−۱ +
۲ ۴

۱
−۳

−
۴
۳

۳
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ابتدا تابع را ساده می کنیم:

سپس مشتق می گیریم:

f(x) =  =(
x − x۲

 

۳ x + ۲x۲
)

۳

(x − x)۲ ۳
x + ۲x۲

f (x) =′

(x − x)۲ ۶
(x + ۲x) (x − x) − ((x − x) ) (x + ۲x)۲ ′ ۲ ۳ ۲ ۳ ′ ۲

=
(x − x)۲ ۶

(۲x + ۲)(x − x) − (۳(۲x − ۱)(x − x) )(x + ۲x)۲ ۳ ۲ ۲ ۲

f (۲) =′ =
۸

۶۴
۶ ×  − ۳ × ۳ × ۴ ×۸ ۸

−
۴
۱۵
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روش اول: رسم نمودار تابع

یکی از راه های تشخیص نقاط مشتق ناپذیر، رسم نمودار توابع است. دقت کنید که نقاط زاویه دار، بازگشتی، دارای مماس قائم و ... در

نمودار تابع، نقاط مشتق ناپذیر تابع محسوب می شوند.

، نقاط زاویه دار بوده و تابع در این نقاط مشتق ناپذیر است. باتوجه به نمودار، سه نقطه به طول های 

روش دوم: تع�ن ریشه های ساده عبارت های داخل قدر مطلق

تابع در ریشه های سادۀ عبارت داخل قدر مطلق نیز مشتق ناپذیر است. این تابع دو عبارت قدر مطلقی دارد؛ یکی  و دیگری 

. ریشه ها را تع�ن می کنیم:

تابع در سه نقطۀ  مشتق ناپذیر است.

x = ۱, x = ۰, x = −۱

∣x∣∣∣x∣ − ۱∣

۱)∣x∣ : x = ۰

۲)∣∣x∣ − ۱∣ : ∣x∣ − ۱ = ۰ ⇒ ∣x∣ = ۱ ⇒ x = ±۱

x = ۱, x = ۰, x = −۱

N - وبسایت آموزشی نمره یارomreyar.com
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، ابتدا نقاط بحرانی تابع  را روی این بازه یافته و مقدار تابع برای یافتن بیشترین و کمترین مقدار تابع پیوستۀ  روی بازۀ 

، نقاطی است که  باشد یا  تعریف نشده باشد. را در این نقاط به دست می آوریم. می دانیم نقاط بحرانی تابع 

داریم:

چون  پس تنها نقطۀ  قابل قبول است؛ همچنین نقاط ابتدا و انتهای بازه هم بحرانی اند. بنابراین داریم:

بیشترین مقدار تابع  برابر  و کمترین مقدار آن برابر  است. این دو مقدار قرینۀ یکدیگرند؛ پس:

f(x)[۱, ۳]f(x)

f(x)f (x) =′ ۰f (x)′

f(x) = x −۳ ۳x +۲ k ⇒ f (x) =′ ۳x −۲ ۶x = ۳x(x − ۲) = ۰ ⇒ x = ۰, x = ۲

۰ ∈ / [۱, ۳]x = ۲

f(۱) = ۱ − ۳ + k = k − ۲

f(۲) = ۸ − ۱۲ + k = k − ۴

f(۳) = ۲۷ − ۲۷ + k = k

f(x)kk − ۴

k = −(k − ۴) ⇒ k = −k + ۴ ⇒ ۲k = ۴ ⇒ k = ۲

گزینه 2

گام اول

گام دوم

25

خط بر یک منحنی مماس است درصورتی که معادلۀ تلاقی آن ها ریشۀ مضاعف داشته باشد.

با مساوی قرار دادن معادلۀ خط و منحنی، معادلۀ تلاقی آن ها را به دست می آوریم:

می دانیم معادلۀ درجه دو در صورتی ریشۀ مضاعف دارد که  شود:

۲x −۲ x + a = −۱ ⇒ ۲x −۲ x + a + ۱ = ۰

Δ = ۰

Δ = −۱ − ۴ ۲ a + ۱ = ۰ ⇒ ۱ − ۸ a + ۱ = ۰( )۲ ( ) ( ) ( )

⇒ ۸ a + ۱ = ۱ ⇒ a + ۱ =  ⇒ a = −( )
۸
۱

۸
۷

N - وبسایت آموزشی نمره یارomreyar.com



گزینه 2 26

،  و  به صورت زیر در نظر می گیریم. مثلث قائم الزاویه ای با طول اضلاع 

بر اساس اطلاعات صورت سؤال داریم:

ازطرفی طبق رابطۀ فیثاغورس داریم:

اکنون مساحت مثلث را به صورت تابعی برحسب x می نویسیم:

برای بهینه کردن مساحت، معادلۀ  را حل می کنیم:

بنابراین بیشترین مساحت مثلث قائم الزاویه با مشخصات داده شده برابر است با:

xyz

x + z = ۶ ⇒ z = ۶ − x

x +۲ y =۲ z۲ z=۶−x
x +۲ y =۲ (۶ − x) ⇒۲ x +۲ y =۲ x −۲ ۱۲x + ۳۶

⇒ y =۲ ۳۶ − ۱۲x ⇒ y =  ⇒۳۶ − ۱۲x y = ۲ ۹ − ۳x

S =  xy =
۲
۱

 x(۲  ) =
۲
۱

۹ − ۳x x ۹ − ۳x

S  =′
x ۰

S  =′
x  −۹ − ۳x =

۲ ۹ − ۳x

۳x
=

۲ ۹ − ۳x

۲(۹ − ۳x) − ۳x

۲ ۹ − ۳x

۱۸ − ۹x

S  =′
x ۰ ⇒ ۱۸ − ۹x = ۰ ⇒ x = ۲

y=۲  ۹−۳x
y = ۲  =۹ − ۶ ۲ ۳

S  =max  xy =
۲
۱

 ×
۲
۱

۲ × ۲  =۳ ۲ ۳
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برای یافتن ماکزیمم و مینیمم مطلق یک تابع پیوسته، مقدار تابع را در نقاط بحرانی آن می یابیم. نقطۀ بحرانی تابع، نقاطی از دامنۀ

تعریف آن است که به ازای آن ها  یا  موجود نباشد.

، پس مقدار تابع را به ازای  محاسبه و باهم مقایسه می کنیم. چون 

باتوجه به مقادیر به دست آمده، بیشترین مقدار تابع  است.

f (x) =′ ۰f (x)′

y = x −۳ ۳x −۲ ۹x + ۵ ⇒ y =′ ۳x −۲ ۶x − ۹

y =′ ۰ ⇒ ۳(x −۲ ۲x − ۳) = ۳(x − ۳)(x + ۱) = ۰ ⇒ {
x − ۳ = ۰ ⇒ x = ۳
x + ۱ = ۰ ⇒ x = −۱

۳ ∈ / [−۲, ۲]x = −۱, −۲, ۲

f(−۱) = −۱ − ۳ + ۹ + ۵ = ۱۰

f(۲) = ۸ − ۱۲ − ۱۸ + ۵ = −۱۷

f(−۲) = −۸ − ۱۲ + ۱۸ + ۵ = ۳

y = ۱۰
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  برابر  است، بنابراین برای به دست آوردن  کافی است  را محاسبه کنیم:

x→۴
lim

x − ۴
f(x) − f(۴)

f (۴)′
  

x→۴
lim

x − ۴
f x − f ۴( ) ( )

f (۴)′

f(x) =  ⇒
۵ − ۲x
۱ +  x

f (x) =′

(۵ − ۲x)۲

 (۵ − ۲x) + ۲(۱ +  )
۲  x

۱
x

⇒ f (۴) =′ =
(۵ − ۸)۲

 (۵ − ۸) + ۲(۱ + ۲)
۴
۱

=
۹

−  + ۶
۴
۳

=
۳۶
۲۱

۱۲
۷
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مشتق تابع  در نقطۀ  موجود است هرگاه:

اولاً تابع در این نقطه پیوسته باشد.

ثانیاً مشتق چپ و راست تابع در این نقطه موجود و برابر باشند.

f x( )x = ۱

: بررسی شرط پیوستگی در نقطۀ 

: بررسی شرط مشتق پذیری در نقطۀ 

با جایگذاری در رابطۀ  داریم:

x = ۱

f x =
x→۱+
lim ( )  f x =

x→۱−
lim ( ) f ۱ ⇒( )  =۳ ۲ + ۶( )۲ a + b ⇒  =۳ ۸۲ a + b ⇒ a + b = ۴ (I)

x = ۱

f x =( )  ⇒
⎩
⎨
⎧ ; x > ۱۳ ۲x + ۶( )۲

ax + b ; x ≤ ۱
f x =( ) { ۲x + ۶ ; x > ۱( ) ۳

۲

ax + b ; x ≤ ۱

f x =′ ( )   ⇒
⎩
⎨
⎧۲ ×  × ۲x + ۶ ; x > ۱

۳
۲

( )− ۳
۱

a ; x < ۱
f x =′ ( )  

⎩
⎨
⎧

 ×  ; x > ۱
۳
۴

 

۳ ۲x + ۶
۱

a ; x < ۱

f  ۱ =′
+ ( ) f  ۱ ⇒′

− ( )  ×
۳
۴

=
۳ ۲ + ۶

۱
a ⇒ a = ×

۳
۴

 =
۲
۱

۳
۲

(I)

a + b = ۴ a= ۳
۲

 +
۳
۲

b = ۴ ⇒ b = ۴ −  =
۳
۲

۳
۱۰
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خط  بر نمودار تابع  در نقطه ای مماس می شود که شیب خط مماس برابر با 5 باشد.

پس خط در نقطه ای به طول 2 بر تابع مماس است. به علاوه خط و تابع در این نقطه برخورد دارند. اگر  را در تابع قرار دهیم

داریم:

نقطۀ تماس در معادلۀ خط مماس باید صدق کند:

y = ۵x + ay = ۲x −۲ ۳x + ۶

y = ۲x −۲ ۳x + ۶ ⇒ شیب خط مماس = مشتق ⇒ ۴x − ۳ = ۵ ⇒ x = ۲

x = ۲

y(۲) = ۲(۲) −۲ ۳(۲) + ۶ = ۸ − ۶ + ۶ = ۸ ⇒ نقطۀ تماس (۲, ۸)

y = ۵x + a  

(۲,۸)
۸ = ۵(۲) + a ⇒ a = −۲
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، ابتدا بازۀ  را به زیربازه های کوچک تر تقسیم کرده و ضابطۀ تابع را روی هر باتوجه به وجود عبارت  در ضابطۀ تابع 

زیربازه مشخص می کنیم.

باتوجه به اینکه ضابطۀ تابع  در بازۀ  به صورت خط افقی  است پس هر  می تواند یک نقطۀ بحرانی تابع

 باشد، همچنین نقاط ابتدا و انتهای بازۀ  یعنی  نیز بحرانی هستند. بنابراین تابع  در بازۀ  دارای

بی شمار نقطۀ بحرانی است.

[x]f(x)[−۱, ۲]

−۱ ≤ x < ۰ ⇒ [x] = −۱ ⇒ f(x) = − sinπx

۰ ≤ x < ۱ ⇒ [x] = ۰ ⇒ f(x) = ۰

۱ ≤ x < ۲ ⇒ [x] = ۱ ⇒ f(x) = sinπx

x = ۲ ⇒ [x] = ۲ ⇒ f(x) = ۲ sinπx

f(x)[۰, ۱]y = ۰x ∈ [۰, ۱]
f(x)[−۱, ۲]x = −۱, ۲f(x)[−۱, ۲]

گزینه 4
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الف) آهنگ لحظه ای تغ�ر تابع در نقطۀ  برابر  است.

ب) آهنگ متوسط تغ�ر تابع از  تا  چنین تعریف می شود:

x = af a′ ( )

x۱x۲

=
Δx
Δf

x  − x۲ ۱

f x  − f x  ( ۲) ( ۱)

، پس ابتدا ضابطۀ  را تع�ن و سپس  را محاسبه آهنگ لحظه ای در نقطۀ  یعنی محاسبۀ 

می کنیم.

آهنگ متوسط تغ�ر تابع از  تا  برابر است با:

مقدار آهنگ متوسط و آهنگ لحظه ای در موارد خواسته شده برابر شد، پس تفاضل آن ها برابر صفر است.

a +  

۲
h

f a +  

′ (
۲
h

)f x′ ( )f a +  

′ (
۲
h

)

f x =( ) ۳x +۲ ۴x − ۲ ⇒ f x =′ ( ) ۶x + ۴

a + آهنگ لحظه ای تغ�ر در  =
۲
h

f a + =′ (
۲
h

) ۶ a +  +(
۲
h

) ۴ = ۶a + ۳h + ۴

aa + h

=
Δx
Δf

=
a + h − a

f a + h − f a( ) ( )
h

f a + h − f a( ) ( )

=
h

۳ a + h + ۴ a + h − ۲ − ۳a + ۴a − ۲[ ( )۲ ( ) ] ( ۲ )

= =
h

۳a + ۶ah + ۳h + ۴a + ۴h − ۲ − ۳a − ۴a + ۲۲ ۲ ۲
 =

h
۶ah + ۳h + ۴h۲

۶a + ۳h + ۴
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گزینه 3 33

به ازای هر  داریم:

بنابراین مینیمم مطلق تابع  بر روی  برابر صفر است.

x ∈ R

x ≥۲ ۰ ⇒ −۳x ≤۲ ۰ ⇒ x −۳ ۳x ≤۲ x  

۳ ریشۀ سوم
 ≤۳ x − ۳x۳ ۲ ۳

x۳

⇒  ≤۳ x − ۳x۳ ۲ x ⇒ x −  ≥۳ x − ۳x۳ ۲ ۰

f(x)R
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f(x) =
x→۲+
lim =

x→۲+
lim

x − x − ۶۳
x − [x]

x→۲
lim

x − x − ۶۳
x − ۲ HOP

=
x→۲
lim

x − x − ۶۳
x − ۲

=
x→۲
lim

۳x − ۱۲
۱

=
۱۲ − ۱

۱
۱۱
۱

f(۲) = a ⇒ a =
۱۱
۱
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 بیشترین شیب مماس، ماکزیمم مقدار مشتق است که در رأس سهمی  اتفاق می افتد.

f(x) = −  x +
۳
۱ ۳ ۲x −۲ x ⇒ f (x) =′ −x +۲ ۴x − ۱

−x +۲ ۴x − ۱

x =  =  = ۲ , f(۲) =  ⇒ A ۲,max ۲a
−b

۲(−۱)
−۴

۳
۱۰

(
۳
۱۰

)

شیب خط مماس : m = f (۲) = −۴ + ۸ − ۱ = ۳′

معادلۀ خط مماس : y −  = ۳ x − ۲ y =  − ۶ = عرض از مبدأ
۳
۱۰

( )
x=۰

۳
۱۰

۳
−۸
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ازآنجایی که  است، پس:

، داریم  و درنتیجه: با فرض 

بنابراین کمترین مقدار تابع  است.

۱ − cos x =۲ sin x۲

f(x) = sin x −۲ sin x

sin x = t−۱ ≤ t ≤ ۱

y = t −۲ t , −۱ ≤ t ≤ ۱

y =′ ۲t − ۱ = ۰ ⇒ t =
۲
۱

y(۱) = ۰ , y(−۱) = ۲ , y(  ) =
۲
۱

۴
−۱

 

۴
−۱
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مثلث قائم الزاویه ای با طول اضلاع قائم x و y، به صورت زیر در نظر می گیریم. طبق رابطۀ فیثاغورس داریم:

، مشتق آن را مساوی صفر قرار می دهیم. برای یافتن ماکزیمم مقدار تابع 

بنابراین:

x +۲ y =۲ (۵  ) ⇒۲
۲

x +۲ y =۲ ۵۰

⇒ y =۲ ۵۰ − x ⇒۲ y = ۵۰ − x۲

⇒ f = ۳x + ۴y = ۳x + ۴ ۵۰ − x۲

f(x) = ۳x + ۴ ۵۰ − x۲

f (x) =′ ۳ + ۴( ) =
۲ ۵۰ − x۲

−۲x
۳ −

۵۰ − x۲

۴x

f (x) =′ ۰ ⇒ ۳ =  ⇒
 ۵۰ − x۲

۴x
۳  =۵۰ − x۲ ۴x  

x>۰

۲ به توان
۹(۵۰ − x ) =۲ ۱۶x۲

⇒ ۴۵۰ − ۹x =۲ ۱۶x ⇒۲ ۲۵x =۲ ۴۵۰ ⇒ x =۲ ۱۸ ⇒ x = ۱۸

y =  =۵۰ − x۲
 =۵۰ − ۱۸  =۳۲ ۴ ۲

f  =max ۳x + ۴y = ۳(۳  ) +۲ ۴(۴  ) =۲ ۹  +۲ ۱۶  =۲ ۲۵ ۲
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می دانیم به ازای  همواره  است؛ ازطرفی به ازای هر x،  است بنابراین به ازای  نامساوی

 برقرار است.

، ماکزیمم مقدار تابع  برابر صفر می دانیم بیشترین مقدار یک عبارت نامثبت برابر صفر است، بنابراین در بازۀ  به ازای 

خواهد بود.

−۱ ≤ x ≤ ۱cos x > ۰∣x∣ ≥ ۰x ∈ [−۱, ۱]
−∣x∣ cos x ≤ ۰

[−۱, ۱]x = ۰f(x)
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الف) تابع  بر روی مجموعۀ  مشتق پذیر است هرگاه در تمام نقاط این مجموعه مشتق پذیر باشد.

ب) تابع  در یک نقطه مشتق پذیر است درصورتی که اولاً در این نقطه پیوسته باشد، ثانیاً مشتق راست و چپ تابع در این نقطه،

موجود و باهم برابر باشند.

f x( )R
f x( )

تابع  به ازای نقاط  و  پیوسته و مشتق پذیر است. کافی است پیوستگی و مشتق پذیری تابع را در نقطۀ 

بررسی کنیم. با بررسی این دو شرط، مقادیر  و  را می یابیم. 

بررسی شرط پیوستگی:

بررسی شرط مشتق پذیری:

دو رابطۀ  و  را به صورت یک دستگاه دو معادله و دو مجهولی حل می کنیم:

f x( )x > ۱x < ۱x = ۱
ab

  

f(x) =   =  = ۲
x→۱+
lim

x→۱+
lim

x
۲  x

۱
۲ × ۱

f(x) =  ax + bx = a + b
x→۱−
lim

x→۱−
lim ۲

f(۱) = = ۲
۱

۲ × ۱ ⎭⎪⎪
⎪
⎬
⎪⎪
⎪⎫

 f x =  f x =f ۱
x→۱+
lim ( )

x→۱−
lim ( ) ( )

a + b = ۲ I( )

f x =′ ( ) { −x ; x > ۱−  ۲
۳

۲ax + b ; x < ۱

 

f  ۱ = − ۱ = −۱′
+ ( ) ( )− ۲

۳

f  ۱ = ۲a + b′
− ( )

}
f  ۱ =f  ۱′

+( ) ′
−( ) ۲a + b = −۱ II( )

III

{
a + b = ۲
۲a + b = −۱

(−)
−a = ۳ ⇒ a = −۳  

I( )
−۳ + b = ۲ ⇒ b = ۵
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گام اول:

، نقاطی از دامنۀ تعریف این تابع است که  باشد یا  موجود نباشد. نقاط بحرانی تابع 

گام دوم:

ابتدا دامنۀ تعریف تابع  را تع�ن می کنیم:

حال ضابطۀ  را به دست می آوریم:

معادلۀ  جواب ندارد. همچنین  فقط به ازای  تعریف نشده است اما  عضو دامنۀ تعریف تابع 

نیست پس نقطۀ بحرانی محسوب نمی شود، بنابراین تعداد نقاط بحرانی تابع  بر روی دامنۀ تعریف آن برابر صفر است.

f(x)f (x) =′ ۰f (x)′

f(x)

f(x) =  ⇒
x

 ۱ + x۲
  ⇒{
۱ + x ≥ ۰ ⇒ x ≥ −۱۲ ۲

x  ۰=
D  =f R − {۰}

f (x)′

f (x) =′ =
x۲

−
۲ ۱ + x۲

۲x۲
۱ + x۲

=
x۲

۱ + x۲

x − ۱ − x۲ ۲

−
x۲ ۱ + x۲

۱

f (x) =′ ۰f (x)′x = ۰x = ۰f(x)

f(x)
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حال  و  را به  دست آورده و معادلۀ خط مماس را می نویسیم:

معادلۀ خط مماس:

f(x) =
x

۵x − ۴

f(۴)f (۴)′

f(۴) =  =  = ۸
 ۴

۵ × ۴ − ۴
۲
۱۶

f (x) = ⇒ f (۴) = =′

x

۵  −  (۵x − ۴)x
۲  x

۱

′

۴

۱۰ −  (۱۶)
۴
۱

۲
۳

y − f(۴) = f (۴)(x − ۴) ⇒ y − ۸ =  (x − ۴)′

۲
۳

 y − ۸ =  (−۴) ⇒ y − ۸ = −۶ ⇒ y = عرض از مبدأ۲
x=۰ ۲

۳
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الف) مشتق اول تابع  در نقطۀ  موجود است درصورتی که اولاً تابع در این نقطه پیوسته باشد، ثانیاً داشته باشیم:

.

ب) مشتق دوم تابع  در نقطۀ  موجود است درصورتی که اولاً مشتق اول تابع در این نقطه موجود و پیوسته باشد، ثانیاً

. داشته باشیم: 

f x( )x = ۰
f  ۰ =′

+ ( ) f  ۰′
− ( )

f x( )x = ۰
f  ۰ =′′

+ ( ) f  ۰′′
− ( )

ابتدا ضابطۀ معکوس تابع  را برای  و  تع�ن کرده و در ادامه وجود و عدم وجود  و  در

نقطۀ  را بررسی می کنیم.

پس ضابطۀ تابع  به صورت زیر می شود:

تابع  در  پیوسته است زیرا:

همچنین داریم:

پس تابع  در  مشتق اول دارد و مشتق اول در این نقطه پیوسته است.

بنابراین تابع  در  مشتق دوم ندارد.

f x( )x ≥ ۰x < ۰f x( −۱)′ ( )f x( −۱)′′ ( )

x = ۰

f(x) = {
x

− −x
; x ≥ ۰
; x < ۰

x ≥ ۰ , y ≥ ۰ ⇒ f x =( )  ⇒x y = x

به توان ۲(دو طرف مثبت)
y =۲ x ⇒ f x =−۱ ( ) x ; x ≥۲ ۰

x < ۰, y < ۰ ⇒ f x = −  ⇒ y = −( ) −x −x

به توان ۲(دو طرف منفی)
y =۲ −x ⇒ x = −y ⇒۲ f x =−۱ ( ) −x ; x <۲ ۰

f x−۱ ( )

f x =−۱ ( ) {
x۲

−x۲
; x ≥ ۰
; x < ۰

f x−۱ ( )x = ۰

f x =
x→۰+
lim ( )  f x =

x→۰−
lim ( ) f ۰ =( ) ۰

f x =( −۱)
′
( ) ⇒{

۲x
−۲x

; x > ۰
; x < ۰ f  ۰ =( −۱)

′
+

( ) f  ۰ =( −۱)
′
−

( ) ۰

f x−۱ ( )x = ۰

f x =( −۱)
′′

( ) {
۲

−۲
; x > ۰
; x < ۰

   ⇒
f  ۰ = ۲( −۱)

′′
+

( )

f  ۰ = −۲( −۱)
′′

−
( ) ⎭

⎬
⎫

f  ۰  f  ۰( −۱)
′′

+
( ) =( −۱)

′′
−

( )

f x−۱ ( )x = ۰
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فرض دوم مسئله، تعریف مشتق تابع  در  است:

طبق قاعدۀ زنجیره ای داریم:

ازطرفی:

درنتیجه:

f x( )x = ۲

=
x→۲
lim

x − ۲
f x − f ۲( ) ( )

 ⇒
۳
۴

f ۲ =′ ( )
۳
۴

g(۱) = ۱ +  =۱ ۲

(fog) (۱) =′ g (۱) ×′ f (g(۱)) =′ g (۱) ×′ f (۲) =′
 g (۱)

۳
۴ ′

g x = x +  ⇒ g x = ۱ +( ) x ′ ( )
۲ x

۱

 g ۱ = ۱ +  =
x=۱ ′ ( )

۲
۱

۲
۳

(fog) (۱) =′
 g ۱ =

۳
۴ ′ ( ) ×

۳
۴

 =
۲
۳

۲
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عبارت  روی بازۀ  همواره منفی است بنابراین داریم:

، نقاط بحرانی تابع  را تع�ن می کنیم: با حل معادلۀ 

تابع  در بازۀ  صعودی و پیوسته است؛ بنابراین  مینیمم مطلق تابع و  ماکزیمم مطلق تابع روی

این بازه است. نقاط   و  چون نقاط ابتدا و انتهای بازه هستند اکسترمم های نسبی تابع  محسوب نمی شوند پس

گزینۀ سوم نادرست است.

x −۲ ۳[−۱, ۱]

x ∈ [−۱, ۱] :  x − ۳  =∣
∣ ۲

∣
∣ −(x −۲ ۳) = ۳ − x۲

⇒ f(x) = x  x − ۳  =∣
∣ ۲

∣
∣ x(۳ − x ) =۲ ۳x − x۳

f (x) =′ ۰f(x)

f (x) =′ ۳ − ۳x۲ f (x)=۰′

۳ − ۳x =۲ ۰ ⇒ ۳x =۲ ۳ ⇒ x =۲ ۱ ⇒ x = ±۱

f(x)[−۱, ۱]f(−۱) = −۲f(۱) = ۲
x = +۱x = −۱f(x)
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yاگر  باشد به طوری که  خود تابعی از  است، آنگاه داریم: = f u( )ux

y =′ u f u′ ′ ( )

uباتوجه به گام اول و با فرض اینکه  است، مشتق تابع  را به دست می آوریم، همچنین داریم: = x + ۱ + x۲f x +  ( ۱ + x۲)

f (x) =′
 ⇒

x
۱

f (u) =′
 

u
۱

y = f x +  ⇒( ۱ + x۲) y =′ x +  f x +  =( ۱ + x۲)
′

′ ( ۱ + x۲) ۱ +   (
۲  ۱ + x۲

۲x
) (

x +  ۱ + x۲

۱
)

= ۱ +   =(
 ۱ + x۲

x
) (

x +  ۱ + x۲

۱
)   =(

 ۱ + x۲

 + x۱ + x۲
)(

x +  ۱ + x۲

۱
)

۱ + x۲

۱
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راه حل اول:

تابع  در  پیوستگی چپ ندارد و درنتیجه  وجود ندارد.

 راه حل دوم: 

بدون توجه به تعریف مشتق، حد خواسته شده را حساب می کنیم:

f  (۳) =−
′

  

h→۰−
lim

h
f(۳ + h) − f(۳)

fx = ۳
h→۰−
lim

h
f ۳ + h − f ۳( ) ( )

=
h→۰−
lim

h
f(۳ + h) − f(۳)

h→۰−
lim

h

 [۳ + h] −
∣۱ − (۳ + h)∣

(۳ + h)۲

۲
۲۷

= = = = +∞
h→۰−
lim

h

 × ۲ −
∣ − ۲ − h∣
(۳ + h)۲

۲
۲۷

۰−

 × ۲ −
۲
۹

۲
۲۷

۰−

−
۲
۹
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الف) طبق تعریف مشتق داریم:

ب) تابع  در نقطۀ  مشتق پذیر است هرگاه مشتق راست و چپ تابع در این نقطه موجود و باهم برابر باشد.

f  x  =′
− ( ۰) , f  x  =

h→۰−
lim

h
f x  + h − f x  ( ۰ ) ( ۰) ′

+ ( ۰)
h→۰+
lim

h
f x  + h − f x  ( ۰ ) ( ۰)

fx  ۰

، حاصل حد داده شده  و مبهم می شود. با استفاده از قاعدۀ هوپیتال داریم: وقتی 

چون تابع در  مشتق پذیر است، پس داریم:

بنابراین حاصل حد داده شده برابر 2- می شود.

h → ۰−
 ۰

۰

=
h→۰−
lim

h
f x  − f x  − h( ۰) ( ۰ )

=H
h→۰−
lim

۱
۰ − −۱ f x  − h( ) ′ ( ۰ )

 f x  − h =
h→۰−
lim ′ ( ۰ ) f  x  

′
− ( ۰)

x۰

f  x  =′
− ( ۰) f  x  =′

+ ( ۰) −۲
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الف) آهنگ متوسط تغ�ر تابع  روی بازه ای از  تا  چنین تعریف می شود:

ب) آهنگ آنی یا لحظه ای در نقطۀ  برابر  است.

f x( )x  ۱x  ۲

آهنگ متوسط تغ�ر =  =
Δx
Δf

x  − x۲ ۱

f x  − f x  ( ۲) ( ۱)

x = af a′ ( )

باتوجه به گام اول، آهنگ متوسط و آهنگ آنی خواسته شده را به دست می آوریم سپس اختلاف آن ها را محاسبه می کنیم. 

 اختلاف آهنگ آنی و آهنگ لحظه ای برابر است با:

=
Δx
Δf

=
۲/۵۶ − ۲/۲۵

f ۲/۵۶ − f ۲/۲۵( ) ( )
=

۰/۳۱
 −۲/۵۶ ۲/۲۵

=
۰/۳۱

۱/۶ − ۱/۵
=

۰/۳۱
۰/۱

۳۱
۱۰

f x =( )  ⇒x f x =′ ( )
۲ x

۱

x = ۲/۲۵ آهنگ آنی در نقطۀ = f ۲/۲۵ =′ ( ) =
۲ ۲/۲۵

۱
=

۲ × ۱/۵
۱

۳
۱

f ۲/۲۵ −′ ( )  =
Δx
Δf

 −
۳
۱

 =
۳۱
۱۰

=
۹۳

۳۱ − ۳۰
۹۳
۱

N - وبسایت آموزشی نمره یارomreyar.com



گزینه 1

گام اول

گام دوم

49

الف) آهنگ متوسط تغ�ر تابع  روی بازه ای از  تا  چنین تعریف می شود:

ب) آهنگ لحظه ای تغ�ر  در نقطۀ  برابر  است.

f x( )xx + Δx

آهنگ متوسط تغ�ر =
Δx

f x + Δx − f x( ) ( )

f x( )x = af a′ ( )

باتوجه به گام اول، دو مقدار آهنگ متوسط و آهنگ لحظه ای را به دست آورده، سپس اختلاف آن ها از یکدیگر را محاسبه می کنیم.

 مقدار آهنگ لحظه ای و آهنگ متوسط برابر شد، پس اختلاف آن ها برابر صفر است.

۰, ۳ آهنگ متوسط تغ�ر در بازۀ =[ ] =
۳ − ۰

f ۳ − f ۰( ) ( )
=

۳
 −۹ + ۱۶ ۱۶

=
۳

 −۲۵ ۱۶
=

۳
۵ − ۴

۳
۱

f x =( )  ⇒x + ۱۶۲ f x =′ ( ) =
۲ x + ۱۶۲

۲x

x + ۱۶۲

x

x = آهنگ لحظه ای تغ�ر در  =۲ f  =′ ( ۲) =
 + ۱۶( ۲)

۲

۲
=

۲ + ۱۶
۲

=
۱۸
۲

=
۳ ۲

۲
۳
۱
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f مشتق راست تابع f در نقطه ای به طول  و  مشتق چپ تابع f در نقطه ای به طول  است. ( )+
′ ۲x = ۲f  (  )′

− ۲x = ۲

ابتدا پیوستگی تابع را در نقطۀ  بررسی می کنیم:

بنابراین تابع از سمت چپ ناپیوسته است، درنتیجه مشتق چپ وجود ندارد. مشتق راست تابع را بدست می آوریم:

۲

f(  ) =۲ (  ) −۲ ۳ [۲(  ) ](  ) =۲
۲

۲ ۲  −۲ ۴  =۲ −۲ ۲

f(x) =
x→ ۲+

lim  x −
x→  ۲+

lim ۳ [۲x ]x =۲ (  ) −۲ ۳
  =

۴+

 [۲(  ) ]۲
+ ۲ ۲ ۲  −۲ ۴  =۲ −۲ ۲

f(x) =
x→ ۲−

lim  x −
x→  ۲−

lim ۳ [۲x ]x =۲ (  ) −۲ ۳
  =

۴−

 [۲(  ) ]۲
− ۲ ۲ ۲  −۲ ۳  =۲ − ۲

x →  ⇒۲
+

x >  ⇒۲ x >۲ ۲ ⇒ ۲x >۲ ۴ ⇒ [۲x ] =۲ ۴

⇒ f(x) = x −۳ ۴x ⇒ f  (x) =+
′ ۳x −۲ ۴

⇒ f  (  ) = ۳(  ) − ۴ = ۳(۲) − ۴ = ۶ − ۴ = ۲+
′ ۲ ۲

۲
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الف) شیب خط مماس بر منحنی تابع در یک نقطه، برابر مقدار مشتق تابع در آن نقطه است.

ب) مختصات نقطۀ تماس، هم در معادلۀ خط مماس و هم در معادلۀ تابع صدق می کند.

شیب خط  برابر 3 است؛ بنابراین طبق قسمت الف از گام اول نتیجه می گیریم  است. با جایگذاری 

در معادلۀ خط، عرض نقطۀ تماس نیز برابر است با:

اکنون با ساده کردن حد داده شده حاصل آن را به دست می آوریم:

y = ۳x − ۲f ۲ =′ ( ) ۳x = ۲

f ۲ =( ) ۳(۲) − ۲ = ۶ − ۲ = ۴

=
x→۲
lim

x − ۲
f x − ۴f x۲ ( ) ( )

x→۲
lim

x − ۲
f x f x − ۴( ) ( ( ) )

=  ×

f ۲( )

 f x
x→۲
lim ( )  =

f ۲′( )

  

x→۲
lim

x − ۲
f x − ۴( )

f ۲ ×( ) f ۲ =′ ( ) ۴ × ۳ = ۱۲
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بنابراین آهنگ متوسط به مقدار  از آهنگ لحظه ای کمتر است.

آهنگ متوسط تابع = =
۶/۲۵ − ۴

f(۶/۲۵) − f(۴)
=

۲/۲۵
 −۶/۲۵ ۴

=
۲/۲۵

۲/۵ − ۲
=

۲/۲۵
۰/۵

۴/۵
۱

آهنگ لحظه ای = f (x) = ⇒ f (۴) = =′

۲ x
۱ ′

۲ × ۲
۱

۴
۱

آهنگ متوسط − آهنگ لحظه ای = − = = =
۴۵
۱۰

۴
۱

۱۸۰
۴۰ − ۴۵

۱۸۰
−۵

۳۶
−۱

 

۳۶
۱
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الف) با استفاده از تعریف مشتق داریم:

ب) می دانیم:

 =
x→۲
lim

x − ۲
g x − g ۲( ) ( )

g ۲′ ( )

gof ۱ =( )′ ( ) f ۱ g f ۱′ ( ) ′ ( ( ))

، مقادیر  و  را محاسبه می کنیم: با استفاده از ضابطۀ تابع 

پس مقدار  برابر است با:

f(x)f ۱( )f ۱′ ( )

f x =( )  ⇒۵ − x۲ f ۱ =( )  =۵ − ۱ ۲

f x =′ ( ) =
۲ ۵ − x۲

−۲x
⇒

۵ − x۲

−x
f ۱ =′ ( )  =

 ۵ − ۱
−۱

=
۴

−۱
−

۲
۱

gof ۱( )′ ( )

gof ۱ =( )′ ( ) f ۱ g f ۱  

′ ( ) ′ ( ( ))
f ۱ =۲( )

gof ۱ =( )′ ( ) f ۱ ×′ ( ) g ۲ =′ ( ) −  ×
۲
۱

 =
۲
۳

−
۴
۳
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در توابع چندجمله ای نقاط بحرانی از حل معادلۀ  به دست می آید، لذا:

، مثلث متساوی الساقین و قائم الزاویه است. باتوجه به شکل و اینکه 

y =′ ۰

f(x) = x (x − ۲)۲ ۲

⇒ f (x) =′ ۲x(x − ۲) +۲ ۲(x − ۲)(x )۲

⇒ f (x) =′ ۲x(x − ۲)(x − ۲ + x) = ۰

⇒ x = ۰, ۱, ۲

A   , B   , C  

∣
∣
∣
∣۰
۰ ∣

∣
∣
∣۱
۱ ∣

∣
∣
∣۲
۰

⇒ AB = BC

AB = BC
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xتابع در  پیوستگی راست دارد. مشتق تابع را در همسایگی راست بررسی می کنیم. = ۱

x > ۱ : f(x) =  =x − ۱ + x۲
 ⇒x + x − ۱۲ f (x) =′ ⇒

۲ x + x − ۱۲

۲x + ۱
f  (۱) =′

+ ۲
۳
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تابع  در نقطۀ  مشتق پذیر است، هرگاه:

1) در نقطۀ  پیوسته باشد.

2) مشتق چپ و راست در نقطۀ  موجود و متناهی و باهم برابر باشند.

ابتدا شرط پیوستگی را بررسی می کنیم:

اکنون شرط مشتق پذیری را بررسی می کنیم:

f(x)x = a

x = a

x = a

f(x) =
x→(−۲)−

lim  f(x) =
x→(−۲)+

lim f(−۲)

 =
x→(−۲)−

lim ۵ − ۲x  =۵ − ۲(−۲) ۳

(−  x +
x→(−۲)+

lim
۲
۱ ۲ bx + c) = −  (−۲) +

۲
۱ ۲ b(−۲) + c = −۲ − ۲b + c

f(−۲) =  =۵ − ۲(−۲) ۳

⇒ −۲ − ۲b + c = ۳ ⇒ −۲b + c = ۵ (∗)

f  (−۲) = f  (−۲)′
−

′
+

  

⎩⎪
⎨
⎪⎧f  (x) = ⇒ f  (−۲) =  = −′

− ۲ ۵ − ۲x
−۲ ′

− ۲ × ۳
−۲

۳
۱

f  (x) = −x + b ⇒ f  (−۲) = ۲ + b′
+

′
+

⇒ −  =
۳
۱

۲ + b ⇒ b = −
۳
۷ (∗)

−۲(−  ) +
۳
۷

c = ۵

⇒ c = ۵ −  =
۳
۱۴

۳
۱
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، ضابطۀ تابع را ساده تر می کنیم. برای تع�ن نقاط بحرانی تابع ابتدا با تع�ن علامت عبارت قدر مطلقی  روی بازۀ 

، کافی است نقاطی که  برابر صفر باشد و یا در آن نقاط تعریف نشده باشد را بیابیم.

تابع  در دو نقطۀ  و  پیوسته است، پس ضابطۀ  برابر است با:

اکنون ریشه های معادلۀ  را به دست می آوریم:

(دقت کنید که در ضابطۀ اول، چون ریشه های به دست آمده در محدودۀ تعریف شده برای x قرار نمی گیرند پس قابل قبول نیستند.)

بررسی می کنیم  در چه نقاطی تعریف نشده است:

همچنین تابع در نقاط ابتدا و انتهای بازۀ  بحرانی است.

،  ،  ،  و  است.  ، بنابراین تابع  دارای 6 نقطۀ بحرانی 

∣x −۲ ۱∣[−۲, ۲]

f(x)f (x)′

⎩
⎨
⎧ x − ۱ ≥ ۰ ⇒ x ≥ ۱ ⇒ ∣x∣ ≥ ۱ ⇒۲ ۲ {

x ≥ ۱
x ≤ −۱

x − ۱ < ۰ ⇒ x < ۱ ⇒ ∣x∣ < ۱ ⇒ −۱ < x < ۱۲ ۲

⇒ f(x) =   ⇒{
x(x − ۱) ; x ≥ ۱ , x ≤ −۱۲

− x(x − ۱) ; −۱ < x < ۱۲ f(x) = {
x − x ; x ≥ ۱ , x ≤ −۱۳

− x + x ; −۱ < x < ۱۳

f(x)x = ۱x = −۱f (x)′

f (x) =′ {
۳x − ۱ ; x > ۱ , x < −۱۲

− ۳x + ۱ ; −۱ < x < ۱۲

f (x) =′ ۰

f (x) =′ ۰ ⇒   

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧x > ۱ , x < −۱ : ۳x − ۱ = ۰ ⇒ x =  ⇒ x = ± ۲غ.ق.ق ۲

۳
۱

۳
۳

− ۱ < x < ۱ : −۳x + ۱ = ۰ ⇒ x =  ⇒ x = ±۲ ۲

۳
۱

۳
۳

f (x)′

x = ۱ : f  (۱) =′
+ ۳ − ۱ = ۲ , f  (۱) =′

− −۳ + ۱ = −۲ ⇒ مشتق ناپذیر

x = −۱ : f  (−۱) =′
+ −۳ + ۱ = −۲ , f  (−۱) =′

− ۳ − ۱ = ۲ ⇒ مشتق ناپذیر

[−۲, ۲]

f(x)x =
۳
۳

x = −  

۳
 ۳

x = ۱x = −۱x = ۲x = −۲
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می دانیم قطر مستطیل محاط درون دایره، برابر با قطر دایره است پس طبق قضیۀ فیثاغورس داریم:

حجم استوانۀ حاصل از دوران مستطیل برابر است با:

می خواهیم حجم استوانه بیشترین مقدار باشد پس ابتدا معادلۀ  را حل می کنیم:

h +۲ r =۲ ۶ ⇒۲ h +۲ r =۲ ۳۶ ⇒ r = ۳۶ − h۲

V = πr h =۲ π(۳۶ − h )h =۲ ۳۶πh − πh۳

V  =′
h ۰

V  = ۳۶π − ۳πh′
h

۲

V  = ۰ ⇒ ۳۶π − ۳πh = ۰′
h

۲

⇒ ۳πh = ۳۶π ⇒ h = ۱۲ ⇒ h =  = ۲۲ ۲ ۱۲ ۳

گزینه 3

گام اول

گام دوم

59

الف) نکته: در توابع دارای عبارت قدر مطلقی، ریشۀ سادۀ عبارت درون قدر مطلق نقطۀ گوشه ای (زاویه دار) یا مشتق ناپذیر تابع است؛

بنابراین در تابع  نقطۀ گوشه ای (زاویه دار) تابع، نقطۀ  است.

ب) شیب مماس راست در نقطۀ  برابر  و شیب مماس چپ در نقطۀ  برابر  است.

ج) مماس چپ و راست در نقطۀ  بر هم عمودند پس داریم: 

f x =( ) ∣x∣ x + a( )x = ۰
x = ۰f  ۰+

′
( )x = ۰f  ۰−

′
( )

x = ۰f  ۰ ⋅′
− ( ) f  ۰ =′

+ ( ) −۱

x > ۰ : ∣x∣ = x ⇒ f x =( ) x x + a =( ) x +۲ ax

⇒ f x =′ ( ) ۲x + a ⇒ f  ۰ =′
+ ( ) ۲ ۰ +( ) a = ۰ + a = a

x < ۰ : ∣x∣ = −x ⇒ f x =( ) −x x + a =( ) ( ) −x −۲ ax

⇒ f x =′ ( ) −۲x − a ⇒ f  ۰ =′
− ( ) −۲ ۰ −( ) a = ۰ − a = −a

f  ۰ f  ۰ =′
+ ( ) ′

− ( ) −۱ ⇒ a −a =( ) −۱ ⇒ −a =۲ −۱ ⇒ a =۲ ۱ ⇒ a = ±۱
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گام اول

گام دوم
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الف) فاصلۀ نقطۀ  از مبدأ مختصات از رابطۀ  به دست می آید.

ب) آهنگ لحظه ای تغ�ر تابع در یک نقطه، برابر مشتق تابع در آن نقطه است.

M x, y( )T =  x + y۲ ۲

در رابطۀ  از قسمت الف از گام اول، عبارت  را جایگزین می کنیم تا  برحسب متغیر  به دست آید.

از  نسبت به  مشتق گرفته و مقدار آن را در  حساب می کنیم:

Ty =  x + ۸Tx

T =   x + y۲ ۲ y=  x+۸
T = =x +  

۲ ( x + ۸)
۲

x + x + ۸۲

Txx = ۷

T =′

۲ x + x + ۸۲

۲x + ۱

⇒ T ۷ =′ ( ) =
۲ ۷ + ۷ + ۸۲

۲ ۷ + ۱( )
=

۲ ۴۹ + ۷ + ۸
۱۴ + ۱

=
۲ ۶۴

۱۵
=

۲ × ۸
۱۵

۱۶
۱۵
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الف) عبارت زیر رادیکال با فرجۀ زوج همواره نامنفی است.

ب) تابع  در نقطۀ  پیوسته است هرگاه شرط زیر برقرار باشد:

ج) تابع  در نقطۀ  مشتق پذیر است درصورتی که اولاً در این نقطه پیوسته باشد و ثانیاً مشتق راست و چپ تابع موجود و

. باهم برابر باشند یعنی 

f x( )x = ۰

f x =
x→۰−
lim ( )  f x =

x→۰+
lim ( ) f ۰ ; ۰ ∈( ) Df

f x( )x = ۰
f  ۰ =′

− ( ) f  ۰′
+ ( )

. چون  همواره برقرار است پس 

اکنون ضابطۀ تابع را به ازای  و  تع�ن می کنیم:

باتوجه به قسمت ب از گام اول، شرط پیوستگی تابع را بررسی می کنیم:

بنابراین تابع در  پیوسته است.

باتوجه به قسمت ج از گام اول، شرط مشتق پذیری تابع را بررسی می کنیم:

پس تابع در نقطۀ  مشتق پذیر است.

x ≥۲ ۰D  =f R
x ≥ ۰x < ۰

y = x  =x۲ x∣x∣ = {
x ≥ ۰ ⇒ ∣x∣ = x ⇒ y = x۲

x < ۰ ⇒ ∣x∣ = −x ⇒ y = −x۲

⎩⎪
⎨
⎪⎧ y =  x = ۰

x→۰+
lim

x→۰+
lim ۲

y =  − x = ۰
x→۰−
lim

x→۰−
lim ۲

y ۰ = ۰( )

x = ۰

y =′
 ⇒{

۲x ; x > ۰
−۲x ; x < ۰ y  ۰ =′

− ( ) y  ۰ =′
+ ( ) ۰

x = ۰
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fogمی دانیم  و  است. x =( ) f(g(x))(fog) x =′ ( ) f (g(x)) ⋅′ g (x)′

، ابتدا ضابطۀ  را تع�ن کرده، سپس از آن مشتق می گیریم. با داشتن ضابطه های  و 

ضابطۀ  را به دست می آوریم:

f x( )g x( )fog x( )

f x =( ) , g x =
۱ + x۳
x − ۲۳

( ) ۳ x − ۱

fog x =( ) f g x =( ( )) =
۱ + g x( ( ))۳
g x − ۲( ( ))۳

=
۱ +  ( ۳ x − ۱)

۳
 − ۲( ۳ x − ۱)۳

=
۱ + x − ۱
x − ۱ − ۲

x
x − ۳

⇒ y = fog x =( )
x

x − ۳

y′

f g x ⋅′ ( ( )) g x =′ ( ) y =′
 =

x۲
x − x − ۳( )

=
x۲

x − x + ۳
x۲
۳
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باتوجه به گزینه ها  جواب مسئله است.

y = (x − ۱)  ⇒۲ ۳
x۲ y =′ ۲(x − ۱)(x ) + ۳

۲
(x − ۱) (  ) ⇒۲

۳ ۳ x
۲

y =′

۳ ۳ x
۶(x − ۱)x + ۲(x − ۱)۲

صورت = ۰ ⇒ ۲(x − ۱)(۳x + (x − ۱)) = ۰ ⇒ {
x = ۱
۴x − ۱ = ۰ ⇒ x = ۴

۱

مخرج = ۰ ⇒ ۳  = ۰ ⇒ x = ۰۳ x

x =  

۴
۱
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تابع  در نقطۀ  مشتق پذیر است درصورتی که:

اولاً در این نقطه پیوسته باشد یعنی:

ثانیاً مشتق راست و چپ تابع موجود و باهم برابر باشند یعنی:

f x( )x = ۱

f x =
x→۱+
lim ( )  f x =

x→۱−
lim ( ) f ۱( )

f  ۱ =′
− ( ) f  ۱′

+ ( )

ابتدا شرط پیوستگی را بررسی می کنیم:

همچنین داریم:

بنابراین تابع به ازای   در نقطۀ   مشتق پذیر است. 

x → ۱ ⇒+ x > ۱ ⇒ x − ۱ > ۰ ⇒ ∣x − ۱∣ = x − ۱

⇒ f x =( ) x − ۱ x − ۱ =( ) ( ) x − ۱ ⇒( )۲
 f x =

x→۱+
lim ( ) ۰

x → ۱ ⇒− x < ۱ ⇒ x − ۱ < ۰ ⇒ ∣x − ۱∣ = − x − ۱( )

⇒ f x =( ) x − ۱ (− x − ۱ ) =( ) ( ) − x − ۱ ⇒( )۲
 f x =

x→۱−
lim ( ) ۰

f x =
x→۱+
lim ( )  f x =

x→۱−
lim ( ) f ۱ ⇒( ) a = ۰

f  (x) = ۲(x − ۱) ⇒ f  (۱) = ۰′
−

′
−

f  (x) = −۲(x − ۱) ⇒ f  (۱) = ۰′
+

′
+

a = ۰x = ۱
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. f یعنی مشتق راست تابع  در نقطۀ  و  یعنی مشتق چپ تابع  در نقطۀ   ۱′
+ ( )f x( )x = ۱f  ۱′

− ( )f x( )x = ۱

، ابتدا باید تکلیف قدر مطلق را روشن کنیم. ضابطۀ تابع و مشتق آن را به ازای برای تع�ن مشتق راست و چپ تابع در نقطۀ 

 و  تع�ن می کنیم.

می دانیم  پس:

، مقدار  و  را به دست می آوریم: با جایگذاری  در ضابطه های بالا و پا�ن تابع 

بنابراین:

x = ۱
x > ۱x < ۱

{
x > ۱ ⇒ x − ۱ > ۰ ⇒ ∣x − ۱∣ = x − ۱

x < ۱ ⇒ x − ۱ < ۰ ⇒ ∣x − ۱∣ = −x + ۱

x  =x x  ۲
۳

⇒ f(x) =  ⇒{
x + x − ۱ ; x > ۱ ۲

۳

x − x + ۱ ; x < ۱ ۲
۳ f (x) =′

 

⎩⎪
⎨
⎪⎧

  + ۱ ; x > ۱
۲
۳

x

  − ۱ ; x < ۱
۲
۳

x

x = ۱f (x)′f  (۱)′
+f  (۱)′

−

f  (۱) =′
+   +

۲
۳

۱ ۱ =  +
۲
۳

۱ =
۲
۵

f  ۱ =′
− ( )   −

۲
۳

۱ ۱ =  −
۲
۳

۱ =
۲
۱

f  ۱ +′
+ ( ) ۳f  ۱ =′

− ( )  +
۲
۵

 =
۲
۳

 =
۲
۸

۴
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f ۰ =( )
۱۲
۱

f(x) = =  ⇒  

x→۰
lim

x→۰
lim

x
 − b۳ x + a

۱۲
۱

⎩⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎪
⎧  − b = ۰ ۱۳ ۰ + a ( )

HOP : =
x→۰
lim

۱

۳ ۳ x + a( )۲

۱

۱۲
۱

⇒  =  ⇒  = ±۲  b = ±۲
۳ ۳ a۲

۱
۱۲
۱ ۳ a

۱( )
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f(x) =  x −
۲
۱ ۲

 ⇒
x
۱

f (x) =′ x +  ⇒
x۲
۱

f (۲) =′ ۲ +  =
۴
۱

۴
۹

آهنگ تغ�ر متوسط :  =
Δx
Δy

=
۴ − ۱

f(۴) − f(۱)
=

۳

(۸ −  ) − (  − ۱)
۴
۱

۲
۱

=
۳

+
۴
۳۱

۲
۱

۴
۱۱

اختلاف :  −
۴
۱۱

 =
۴
۹

 =
۴
۲

۰/۵
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گام اول:

، نقاطی از دامنۀ تعریف این تابع است که  یا  تعریف نشده باشد. نقاط بحرانی تابع 

گام دوم:

، ضابطۀ تابع  را ساده می کنیم.  ریشۀ عبارت درون قدر مطلق است پس ابتدا با تع�ن علامت عبارت قدر مطلقی 

داریم:

تابع  در  پیوسته است پس ضابطۀ تابع  برابر است با:

ریشۀ معادلۀ  را به دست می آوریم:

بررسی می کنیم  در چه نقاطی موجود نیست.  ریشۀ مخرج  است پس در این نقطه تعریف نشده است؛ ازطرفی به

ازای  داریم:

بنابراین مجموعه نقاط بحرانی تابع  به صورت  است.

f(x)f (x) =′ ۰f (x)′

∣x − ۲∣f(x)x = ۲

f(x) =  ⇒{
(x − ۲)  ; x ≥ ۲۳ x۲

−(x − ۲)  ; x < ۲۳ x۲ f(x) = {
(x − ۲)x ; x ≥ ۲۳

۲

−(x − ۲)x ; x < ۲ ۳
۲

f(x)x = ۲f (x)′

f (x) =′
 ⇒

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧

 +  ; x > ۲۳ x۲
۳  

۳ x
۲(x − ۲)

− −  ; x < ۲۳ x۲
۳  

۳ x
۲(x − ۲) f (x) =′

 

⎩⎪
⎨
⎪⎧  ; x > ۲

۳  

۳ x
۵x − ۴

 ; x < ۲
۳  

۳ x
−۵x + ۴

f (x) =′ ۰

f (x) =′ ۰ ⇒   

⎩⎪
⎨
⎪⎧x > ۲ : ۵x − ۴ = ۰ ⇒ x = غ.ق.ق 

۵
۴

x < ۲ : −۵x + ۴ = ۰ ⇒ x =
۵
۴

f (x)′x = ۰f (x)′

x = ۲

⇒
f  (۲) = =  =  

′
+ ۳  

۳ ۲
۱۰ − ۴

 

۳ ۲
۲ ۳ ۴

f  (۲) = =  = −  

′
− ۳ ۳ ۲

−۱۰ + ۴
۳ ۲
−۲ ۳ ۴

موجود نیست f (۲)′

f(x){۰,  , ۲}
۵
۴
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زمانی تابع  روی  مشتق پذیر است که در  مشتق داشته باشد.

بنابراین باید  در  پیوسته باشد و مشتق چپ و راست آن برابر باشد.

fRx = ۲
fx = ۲

f(۲) =  f(x) =
x→۲−
lim  f(x) ⇒

x→۲+
lim −۴ + ۲a + b = ۱ ⇒ ۲a + b = ۵ (۱)

f (x) =′
 

⎩⎪
⎨
⎪⎧−  ; x ≥ ۲

(x − ۱)۲
۱

− ۲x + a ; x < ۲

f  (۲) =′
− f  (۲) ⇒′

+ −۴ + a = −۱ ⇒ a = ۳

(۱) : ۶ + b = ۵ ⇒ b = −۱

گزینه 2 70

ابتدا از ضوابط داده شده مشتق چپ و راست را به دست می آوریم:

چون تابع در  مشتق پذیر می باشد، بنابراین پیوسته نیز هست.

x → ۱ ⇒ f (x) =  ⇒ f  (۱) = −۳+ ′

x۲
−۳ ′

+

x → ۱ ⇒ f (x) = ۲x + a ⇒ f  (۱) = ۲ + a− ′ ′
−

f  (۱) = f  (۱) ⇒ −۳ = ۲ + a ⇒ a = −۵′
+

′
−

x = ۱

f(x) =
x→۱−
lim f(۱) ⇒ ۳ − ۵ = (۱) −۲ ۵(۱) + b ⇒ b = ۲
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cنقطۀ  را نقطۀ بحرانی تابع  گوئیم هرگاه  یا  موجود نباشد. ∈ Dfff (c) =′ ۰f (c)′

باتوجه به گام اول، نقاطی از دامنۀ تابع f که در معادلۀ  صدق می کند یا به ازای آن ها  تعریف نشده است را می یابیم.

، مخرج تابع  برابر صفر و درنتیجه این تابع تعریف نشده است؛ بنابراین مجموعه نقاط بحرانی تابع  به صورت به ازای 

 است.

f (x) =′ ۰f (x)′

f(x) = (x −۲ ۲۸)  ⇒۳ x D  =f R

f (x) =′ ۲x  +۳ x  (x −
۳ ۳ x۲

۱ ۲ ۲۸) =  =
۳ ۳ x۲

۶x + x − ۲۸۲ ۲

۳ ۳ x۲

۷x − ۲۸۲

f (x) =′ ۰ ⇒ ۷x −۲ ۲۸ = ۰ ⇒ ۷x =۲ ۲۸ ⇒ x =۲ ۴ ⇒ x = ±۲

x = ۰f (x)′f(x)

{−۲, ۰, ۲}

N - وبسایت آموزشی نمره یارomreyar.com



گزینه 4 72

،  فقط یک مقدار می پذیرد. برای سادگی حل  را مقداری انتخاب می کنیم که به  مقداری ثابت است پس به ازای تمام مقادیر 

، چهار گزینه مقدار متفاوتی خواهند داشت و همچنین داریم: ازای آن، گزینه ها یکسان نشوند. با انتخاب 

برای یافتن مینیمم مقدار  ابتدا معادلۀ  را حل می کنیم:

مینیمم مقدار تابع برابر با  است و داریم:

axaa

a = ۲

y =
۴ ۸x

۶ + x

yy =′ ۰

y =  =۴ ۸x

۶ + x
(۶ + x)(۸x)− ۴

۱

y =′ (۸x) −−  ۴
۱

۲(۶ + x)(۸x) =−  ۴
۵

(۸x) (۸x −−  ۴
۵

۱۲ − ۲x) =
۴ (۸x)۵

۶x − ۱۲

y =′ ۰  

x  =۰� ۶x − ۱۲ = ۰ ⇒ x = ۲

y(۲)

y(۲) =  =
 

۴ ۸(۲)

۶ + ۲
=۴ ۱۶

۸
=۴ ۲۴

۸
 =

۲
۸

۴
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الف) تابع  در یک نقطه مشتق پذیر است درصورتی که اولاً در آن نقطه پیوسته باشد، ثانیاً مشتق راست و چپ تابع در آن نقطه،

موجود و باهم برابر باشند.

ب) تابع  در یک نقطه پیوسته است هرگاه حد چپ و راست تابع موجود و برابر مقدار تابع در آن نقطه باشد.

f x( )

f x( )

تابع  در نقاط درونی هریک از زیر بازه ها، پیوسته و مشتق پذیر است بنابراین کافی است پیوستگی و مشتق پذیری تابع در سه نقطۀ

،  و  بررسی شود. مرزی 

: بررسی پیوستگی و مشتق پذیری در نقطۀ 

پس تابع  در نقطۀ  پیوسته است.

پس تابع  در نقطۀ  مشتق پذیر نیست.

: بررسی پیوستگی و مشتق پذیری در 

تابع  در نقطۀ  ناپیوسته و درنتیجه مشتق ناپذیر است.

: بررسی پیوستگی و مشتق پذیری در 

پس تابع  در نقطۀ  پیوسته است.

پس تابع  در نقطۀ  مشتق پذیر نیست.

بنابراین تابع  در یک نقطه ناپیوسته و در سه نقطه مشتق ناپذیر است.

f x( )

x = ۰x = ۱x = ۲
x = ۰

  ⇒

 f x =  ۱ = ۱
x→۰−
lim ( )

x→۰−
lim

 f x =  x + ۱ = ۰ + ۱ = ۱
x→۰+
lim ( )

x→۰+
lim

f ۰ = ۱( )
⎭⎪
⎬
⎪⎫

 f x =
x→۰−
lim ( )  f x =

x→۰+
lim ( ) f ۰( )

f x( )x = ۰

f x =′ ( )  ⇒{
۰
۱

;
;
x < ۰
x > ۰ f  ۰  f  ۰′

− ( ) = ′
+ ( )

f x( )x = ۰
x = ۱

  ⇒

 f x =  x + ۱ = ۲
x→۱−
lim ( )

x→۱−
lim

 f x =  ۲x + ۲ = ۴
x→۱+
lim ( )

x→۱+
lim

f x = ۲(۱) + ۲ = ۴( )
⎭⎪
⎬
⎪⎫

 f x   f x
x→۱−
lim ( ) =

x→۱+
lim ( )

f x( )x = ۱
x = ۲

  ⇒

 f x =  ۲x + ۲ = ۴ + ۲ = ۶
x→۲−
lim ( )

x→۲−
lim

f x =  x + ۲ = ۴ + ۲ = ۶
x→۲+
lim ( )

x→۲+
lim ۲

f ۲ = ۲ + ۲ = ۴ + ۲ = ۶( ) ۲ ⎭⎪
⎬
⎪⎫

 f x =
x→۲−
lim ( )  f x =

x→۲+
lim ( ) f ۲( )

f x( )x = ۲

f x =′ ( )  {
۲
۲x

;
;
x < ۲
x > ۲

⇒
f  ۲ = ۲′

− ( )
f  ۲ = ۴′

+ ( )
} f  ۲  f  ۲′

− ( ) = ′
+ ( )

f x( )x = ۲
f x( )
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fمی دانیم:  بنابراین حاصل حد  برابر  است. (x  ) =′
۰

h→۰
lim

h
f x  + h − f x  ( ۰ ) ( ۰)

 

h→۰
lim

h
f(۱ + h) − f(۱)

f (۱)′

f(x)xکافی است مقدار مشتق تابع  را در نقطۀ  محاسبه کنیم: = ۱

f(x) =  ⇒ 

x + ۳
۴x + ۵

f (x) =′
 ×

۲ x+۳
۴x+۵

۱
x + ۳( )۲

۴ x + ۳ − ۴x + ۵( ) ( )

⇒ f ۱ =′ ( )  ×
۲ ۱+۳

۴+۵

۱
=

۱ + ۳( )۲
۴ ۱ + ۳ − ۴ + ۵( ) ( )

 ×
۳
۱

 =
۱۶
۷

۴۸
۷

گزینه 2 75

، وضعیت یکنوایی این تابع را تع�ن می کنیم: ابتدا با مشتق گیری از تابع 

تابع  همواره صعودی است بنابراین بیشترین مقدار تابع  به ازای بیشترین مقدار تابع f به دست می آید. با تع�ن علامت تابع

، تغ�رات آن را بررسی می کنیم. داریم:

، در نقطۀ  به دست می آید که برابر است با: بیشترین مقدار تابع  با شرط 

بنابراین با شرط  داریم: 

به این ترتیب بیشترین مقدار تابع  برابر است با:

g(x)

g(x) = x +۳ x ⇒ g (x) =′ ۳x +۲ ۱ > ۰

g(x)gof

f(x)

f(x) = x −۳ ۳x ; x ≤ ۱ ⇒ f (x) =′ ۳x −۲ ۳

f (x) =′ ۰ ⇒ ۳x =۲ ۳ ⇒ x =۲ ۱ ⇒ x = ±۱

f(x)x ≤ ۱x = −۱

f(−۱) = (−۱) −۳ ۳(−۱) = −۱ + ۳ = ۲

x ≤ ۱f(x) ≤ ۲
gof

(gof)  =max g(۲) = ۲ +۳ ۲ = ۸ + ۲ = ۱۰
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ابتدا تابع  را تشکیل می دهیم:

، پس: بنابراین 

fog

fog x =  ۴x + x −  ۴x + ۱ x( ) ( )
۵
۴

( ∣ ∣)
۵
۱

∣ ∣ ∣∣

اگر x ≥ ۰ ⇒ fog x =  ۵x −  ۵x = ۴x − x = ۳x( ) ( )
۵
۴

( )
۵
۱

( )

اگر x < ۰ ⇒ fog x =  ۴x − x −( )
۵
۴

( )
۵
۱

۳x

۴x − x∣ ∣

=  x − −۳x =  x = ۳x
۵
۱۲

۵
۱

( )
۵
۱۵

fog x =( ) ( ) ۳x

fog x =( )′ ( ) ۳

گزینه 4 77

در مثلث قائم الزاویه به طول اضلاع قائم  و  داریم:

از دوران مثلث حول ضلع قائمۀ آن، مخروط تشکیل می شود، بنابراین داریم:

حال برای به دست آوردن طول اضلاع قائم، از  مشتق می گیریم:

xy

x +۲ y =۲ ۱۰۰ ⇒ x =۲ ۱۰۰ − y (∗)۲

V =  πx y
۳
۱ ۲ (∗)

V =  π(۱۰۰ −
۳
۱

y )y =۲
 (۱۰۰y −

۳
π

y )۳

V

V =′
 (۱۰۰ −

۳
π

۳y ) ⇒۲
 (۱۰۰ −

۳
π

۳y ) =۲ ۰

⇒ ۱۰۰ − ۳y =۲ ۰ ⇒ y =۲

۳
۱۰۰

⇒ x =۲ ۱۰۰ − y ⇒۲ x =۲ ۱۰۰ −  =
۳
۱۰۰

=
۳

۳۰۰ − ۱۰۰
۳

۲۰۰

⇒  =
y۲

x۲
=

۳
۱۰۰
۳

۲۰۰

۲ ⇒  =
y
x

۲
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، ثانیاً مشتق تابع  در نقطۀ  مشتق پذیر است اگر اولاً در این نقطه پیوسته باشد 

چپ و راست تابع در نقطۀ  موجود و باهم برابر باشند.

: بررسی پیوستگی در نقطۀ 

به یک رابطۀ همواره درست رسیدیم، پس تابع در  پیوسته است.

: بررسی مشتق پذیری در نقطۀ 

بنابراین تابع  تنها به ازای  در نقطۀ  مشتق پذیر است.

f x( )x = ۱f x =  f x = f ۱(
x→۱−
lim ( )

x→۱+
lim ( ) ( ))

x = ۱
x = ۱

f x =
x→۱−
lim ( )  f x =

x→۱+
lim ( ) f ۱ ⇒( ) a − a = ۱ − ۱ ⇒ ۰ = ۰

x = ۱
x = ۱

f x =( )  ⇒{
ax − a ; x < ۱
x − x ; x ≥ ۱۲ f x =′ ( )  {

a ; x < ۱
۲x − ۱ ; x > ۱

f  ۱ =′
− ( ) f  ۱ ⇒′

+ ( ) a = ۲ − ۱ = ۱ ⇒ a = ۱

f x( )a = ۱x = ۱
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تابع  در  مشتق پذیر است، پس بایستی در  پیوسته باشد و همچنین مشتق چپ و راست تابع در  برابر باشند.

تابع  را در همسایگی چپ  (به دلیل وجود قدرمطلق) تع�ن علامت می کنیم:

بنابراین با توجه به جدول تع�ن علامت اگر  باشد،  است.

fx = ۲x = ۲x = ۲

f ۲ =( )  f x =
x→۲+
lim ( )  f x

x→۲−
lim ( )

⇒  ×
۲
۱

۴ + ۲a + b = ∣۴ − ۴∣ ⇒  ×
۲
۱

۴ + ۲a + b = ۰

⇒ ۲a + b = −۲ ۱( )

fx = ۲

x −۲ ۲x = ۰ ⇒ x = ۰, ۲

۰ < x < ۲∣x −۲ ۲x∣ = ۲x − x۲

f x =( )   ⇒

⎩⎪⎪
⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎧x − ۲x ; x < ۰۲

− x + ۲x ; ۰ ≤ x < ۲۲

 x + ax + b ; x ≥ ۲
۲
۱ ۲

f x =′ ( )  

⎩⎪
⎨
⎪⎧۲x − ۲ ; x < ۰

− ۲x + ۲ ; ۰ < x < ۲
x + a ; x ≥ ۲

f  ۲ = f  ۲ ⇒ ۲ + a = −۲ ۲ + ۲ ⇒ a = −۴′
+ ( ) ′

− ( ) ( )

۱  −۸ + b = −۲ ⇒ b = ۶( )
a=−۴

⇒ a + b = ۲
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شیب پاره خطی که ابتدا و انتهای بازه را به هم وصل می کند، پیدا می کنیم:

بنابراین شیب  خط مماس هم باید  باشد:

خطی را می خواهیم که در  بر منحنی مماس است:

f x =( )  ⇒
x + ۱

۴x − ۵
  ⇒

⎩
⎨
⎧f ۰ = −۵( )

f ۸ =  = ۳( )
۹

۲۷ m =  =
۸ − ۰

۳ − −۵( )
۱

۱

f x = ⇒ = ۱ ⇒ x + ۱ = ۹′ ( )
x + ۱( )۲

۴(x + ۱) − ۴x − ۵( )

x + ۱( )۲
۹

( )۲

⇒  {
x + ۱ = ۳ ⇒ x = ۲ ق.ق
x + ۱ = −۳ ⇒ x = −۴ غ.ق.ق

x = ۲

f ۲ =  = ۱ ⇒ ۲, ۱ , m = ۱( )
۳
۳

( )

y − ۱ = ۱ x − ۲  y = −۱( )
x=۰
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، مینیمم نسبی تابع  است و اگر فرض کنیم  یک نقطۀ بحرانی تابع  باشد. اگر  باشد آنگاه 

، ماکزیمم نسبی تابع  است.  باشد آنگاه 

x = cf(x)f (c) >′′ ۰x = cf(x)

f (c) <′′ ۰x = cf(x)

، نقاط بحرانی تابع را تع�ن می کنیم. ابتدا با محاسبۀ مشتق تابع 

برای یافتن نقاط بحرانی ریشه های معادلۀ  را می یابیم:

پس  یک نقطۀ بحرانی تابع  است. اکنون مقدار مشتق دوم تابع را در این نقطه محاسبه می کنیم.

، باتوجه به گام اول، چون  است پس  مینیمم نسبی تابع  است؛ بنابراین تابع  به ازای هیچ مقداری از 

ماکزیمم نسبی ندارد.

f(x)

f(x) = x +۲ ⇒
x
a

f (x) =′ ۲x −
x۲
a

f (x) =′ ۰

f (x) =′ ۰ ⇒ ۲x −  =
x۲
a

۰ ⇒ ۲x =  ⇒
x۲
a

x =۳
 ⇒

۲
a

x = ۳

۲
a

x = ۳
 

۲
a

f(x)

f (x) =′′ ۲ +   

x۳

۲a x=  

۳
 ۲

a

f (  ) =′′ ۳
 

۲
a

۲ + =
(  )۳

۲
a ۳

۲a
۲ +  =

۲
a
۲a

۲ + ۴ = ۶

f (  ) >′′ ۳
 

۲
a

۰x =  

۳
 

۲
a

ffa
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الف) طبق تعریف مشتق یک تابع داریم:

، آنگاه مشتق تابع  چنین تعریف می شود: ب) هرگاه  و  دو تابع برحسب  باشند و داشته باشیم 

f −۱ =′ ( )  

Δx→۰
lim

Δx
f −۱ + Δx − f −۱( ) ( )

uvxf x =( ) u × vf

f x =′ ( ) u ×′ v + v ×′ u

باتوجه به قسمت ب از گام اول ابتدا ضابطۀ مشتق  را تع�ن می کنیم:

هدف ما محاسبه  است، پس داریم:

f x′ ( )

f x = x − ۲  = x − ۲ x( ) ( ) ۳ x۲ ( ) ۳
۲

f x = ۱ × x +  x x − ۲ =  +′ ( )  ۳
۲

۳
۲ −  ۳

۱
( )

۳
x۲

۳ ۳ x
۲ x − ۲( )

f −۱′ ( )

f −۱ =′ ( )  +
۳

−۱( )۲
 =

۳  

۳ −۱
۲ −۱ − ۲( )

۱ +  =
۳ −۱( )
۲ −۳( )

۱ + ۲ = ۳
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ازآنجاکه این دو نمودار در یک نقطه بر یک خط مماس هستند، پس هم مقادیر و هم مشتق هایشان در این نقطه برابر است. داریم:

و نیز داریم:

y  = x ⇒ y =  +۱ x ′
۱ x

۲ x
x

y  = x + ax + b ⇒ y = ۲x + a۲
۲ ′

۲

y  (۴) = y  (۴) ⇒ ۲ +  = ۸ + a ⇒ a = −۵′
۱

′
۲ ۴

۴

y  (۴) =۱ y  (۴) ⇒۲ ۸ = ۱۶ − ۵(۴) + b ⇒ ۸ = −۴ + b ⇒ b = ۱۲

N - وبسایت آموزشی نمره یارomreyar.com



گزینه 4

گام اول

گام دوم

84

الف) آهنگ متوسط تغ�ر تابع از  تا  را با استفاده از رابطۀ  به دست می آوریم.

ب) برای به دست آوردن آهنگ لحظه ای تغ�ر تابع در  باید ضابطۀ مشتق تابع یا همان  و سپس  را محاسبه کنیم.

اختلاف آهنگ متوسط و آهنگ لحظه ای به عنوان جواب تست در نظر گرفته می شود.

x = ۱x = ۱/۴۴ 

۰/۴۴
f(۱/۴۴) − f(۱)

x = ۱f (x)′f (۱)′

اختلاف آهنگ متوسط تغ�ر و آهنگ لحظه ای تغ�ر برابر است با:

آهنگ متوسط تغ�ر = =
۰/۴۴

f(۱/۴۴) − f(۱)
=

۰/۴۴

− ۰
۱/۴۴

۰/۴۴

=
۱/۴۴
۱

=
۱/۲
۱

=
۵
۶
۱

۶
۵

f(x) =  =
x

x − ۱
 −x  ⇒

x
۱

f (x) =′ −
۲ x

۱
x

− ۲ x
۱

= +
۲ x

۱
⇒

۲x x
۱

f (۱) =′
 +

۲
۱

 =
۲
۱

۱

۱ −  =
۶
۵

۶
۱
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نقطۀ A را بر روی نیم بیضی  در نظر می گیریم.

این نقطه دارای مختصات  است. فرض می کنیم طول مستطیل  و عرض آن y باشد پس داریم:

برای یافتن بیشترین مساحت، ابتدا معادلۀ  را حل می کنیم:

بنابراین داریم:

y =  

۳
۲

۹ − x۲

A(x,   )
۳
۲

۹ − x۲۲x

S = ۲xy = ۲x(   ) =
۳
۲

۹ − x۲
 x =

۳
۴

۹ − x۲
  , −۳ <

۳
۴

۹x − x۲ ۴ x < ۳

S (x) =′ ۰

S (x) =′
 ( )

۳
۴

۲ ۹x − x۲ ۴

۱۸x − ۴x۳

S (x) =′ ۰ ⇒ ۱۸x − ۴x =۳ ۰ ⇒ ۲x(۹ − ۲x ) =۲ ۰

x ۰=
۲x =۲ ۹ ⇒ x =۲

 ⇒
۲
۹

x = ±
۲

۳

S  =max   =
۳
۴

۹x − x۲ ۴
 =

۳
۴

۹(  ) −
۲
۹

۴
۸۱

=
۳
۴

 −
۲
۸۱

۴
۸۱

۳
۴

۴
۸۱

=  ×
۳
۴

 =
۲
۹

 =
۶

۳۶
۶
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نمودار این تابع را رسم می کنیم:

S(x)مساحت مستطیل ساخته شده برابر  است. = x ۱۲ − x

S =′
 −۱۲ − x  =

۲  ۱۲ − x
x

۰ ⇒  =
۲  ۱۲ − x

۲(۱۲ − x) − x
۰

۲۴ − ۲x − x = ۰ ⇒ x = ۸ ⇒ S  =max ۸  =۱۲ − ۸ ۱۶

گزینه 3 87

چون دامنۀ تابع  است، پس  و  ریشه های معادلۀ  هستند.

طبق نمودار، مشاهده می کنید که مشتق تابع در ماکزیممش صفر است.

 قابل قبول است.

[−۱, ۳]x  =۱ ۳x  =۲ −۱−x +۲ ax + b = ۰

x +۱ x  =۲ ⇒
−۱
−a

−۱ + ۳ = a ⇒ a = ۲

x x =۱ ۲  ⇒
−۱
b

−۱ × ۳ = −b ⇒ b = ۳

f (x) =′ ۱ +  =
۲ −x + ۲x + ۳۲

−۲x + ۲
۰ ⇒  =

−x + ۲x + ۳۲

x − ۱
۱

⇒ −x +۲ ۲x + ۳ = (x − ۱) ⇒۲ −x +۲ ۲x + ۳ = x −۲ ۲x + ۱

⇒ ۲x −۲ ۴x − ۲ = ۰ ⇒ x −۲ ۲x − ۱ = ۰ ⇒ x = ۱ ± ۲

x = ۱ + ۲

f(۱ +  ) =۲ ۱ +  +۲ −(۱ +  ) + ۲(۱ +  ) + ۳۲ ۲ ۲

= ۱ +  +۲  =−۱ − ۲ − ۲  + ۲ + ۲  + ۳۲ ۲ ۱ + ۲ ۲
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۰, ۴ آهنگ تغ�ر متوسط در بازۀ = = = =  = ۰/۳[ ]
۴ − ۰

f ۴ − f ۰( ) ( )
۴ − ۰

(  + ) − (  + )۹
۵
۱

۱
۱
۱

۴
۵
۶

۱۰
۳

f x =  −′ ( )
۲ ۲x + ۱

۲
x + ۱( )۲

۱

x = آهنگ تغ�ر لحظه ای در  = f (  ) = − =  − = ۰/۵ − ۰/۱۶ = ۰/۳۴
۲
۳ ′

۲
۳

۲
۱

(  )
۲
۵ ۲

۱
۲
۱

۲۵
۴

⇒ آهنگ تغ�ر لحظه ای − آهنگ تغ�ر متوسط = ۰/۳۴ − ۰/۳ = ۰/۰۴
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الف) شیب خط مماس بر منحنی تابع در یک نقطه روی منحنی، برابر مشتق تابع در آن نقطه است.

ب) مختصات نقطۀ تماس در معادلۀ خط مماس و معادلۀ منحنی صدق می کند.

yج) شیب خطی به معادلۀ  برابر  است. = ax + ba

شیب خط  برابر 2 است؛ بنابراین مشتق تابع به معادلۀ  در نقطۀ  نیز برابر 2 می شود:

طبق قسمت ب از گام اول، به ازای  مقدار به دست آمده از معادلۀ خط و منحنی برابر است، پس داریم:

،  و  را به دست می آوریم: از دو معادلۀ  و 

y = ۲x − ۵y = ax +۲ bx + ۱x = ۱

y = ax +۲ bx + ۱ ⇒ y =′ ۲ax + b  

x=۱
m مماس=  y ۱ =′ ( ) ۲ ⇒ ۲a + b = ۲ I( )

x = ۱

y = ۲x − ۵ ⇒ y ۱ = ۲ − ۵ = −۳( )

y = ax + bx + ۱ ⇒ y ۱ = a + b + ۱ = −۳ ⇒ a + b = −۴ II۲ ( ) ( )

I( )II( )ab

⇒  ⇒{
۲a + b = ۲
a + b = −۴ {

۲a + b = ۲
−a − b = ۴ a = ۶
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کمترین مقدار تابع، همان مینیمم مطلق تابع است. برای یافتن مینیمم مطلق یک تابع پیوسته، مقدار تابع را در نقاط بحرانی آن،

می یابیم. نقطۀ بحرانی تابع، نقاطی از دامنۀ تعریف آن است که به ازای آن ها  یا  موجود نباشد.

ضابطۀ  یک عبارت چندجمله ای و  است. کافی است ریشه های معادلۀ  را یافته و مینیمم مقدار تابع را به ازای

آن ها مشخص کنیم.

باتوجه به مقادیر به دست آمده،  کمترین مقدار تابع است.

f (x) =′ ۰f (x)′

f(x)D  ∈f Rf (x) =′ ۰

y =  x −
۴
۱ ۴ x −۳ ۲x ⇒۲ y =′ x −۳ ۳x −۲ ۴x = x(x − ۴)(x + ۱)

y =′ ۰ ⇒ x(x − ۴)(x + ۱) = ۰ ⇒   ⇒
⎩
⎨
⎧ x = ۰

x − ۴ = ۰ ⇒ x = ۴
x + ۱ = ۰ ⇒ x = −۱

 

⎩⎪
⎨
⎪⎧ y(۰) = ۰

y(۴) = −۳۲

y(−۱) = −
۴
۳

y = −۳۲
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تابع باید در  پیوسته باشد:

مشتق چپ و راست هم باید در این نقطه برابر باشند:

x = ۲

⇒
 f x =   =

x→۲+
lim ( )

x→۲+
lim

ax + b
۸

۲a + b
۸

 f x =  − x + ۶x = −۸ + ۱۲ = ۴
x→۲−
lim ( )

x→۲−
lim ۳

 =
۲a + b

۸
۴ ⇒ ۲a + b = ۲

f x =′ ( )  

⎩⎪
⎨
⎪⎧

 ; x > ۲
ax + b( )۲

−۸a

− ۳x + ۶ ; x ≤ ۲۲

⇒
⎩⎪
⎨
⎪⎧f  ۲ = = = −۲a′

+ ( )
۲a + b( )۲

−۸a
۲۲

−۸a

f  ۲ = −۱۲ + ۶ = −۶′
− ( )

−۲a = −۶ ⇒ a = ۳ , b = −۴
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=
x→۲
lim

۵x − ۱۸x + ۱۶۲

۲ − ۳ ۳x + ۲
۰
۰

=
HOP

x→۲
lim

۱۰x − ۱۸

۰ −
۳ ۳ (۳x + ۲)۲

۳

x→۲
lim

۱۰x − ۱۸( ) ۳ (۳x + ۲)۲

−۱

=  =
۲ ۴( )

−۱
۸
−۱
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A(xفاصلۀ میان دو نقطۀ  و  برابر است با:  , y  )۱ ۱B(x  , y  )۲ ۲

∣AB∣ = (x  − x  ) + (y  − y  )۲ ۱
۲

۲ ۱
۲

نقطۀ موردنظر را  در نظر می گیریم. باتوجه به گام اول، فواصل MA و MB را محاسبه می کنیم.

تفاضل این دو فاصله، عبارتی برحسب  است که برای یافتن ماکسیمم مقدارش، کافی است ریشۀ مشتق این عبارت را به دست آوریم.

باتوجه به گزینه ها،  قابل قبول است.

M (α, ۰)

∣M A∣ =  =(۱ − α) + (۵ − ۰)۲ ۲ (۱ − α) + ۲۵۲

∣M B∣ =  =(۷ − α) + (−۲ − ۰)۲ ۲ (۷ − α) + ۴۲

α

d(α) = ∣M A∣ − ∣M B∣ = −(۱ − α) + ۲۵۲ (۷ − α) + ۴۲

d (α) =′ −
۲ (۱ − α) + ۲۵۲

−۲(۱ − α)
=

۲ (۷ − α) + ۴۲

−۲(۷ − α)
−

(۷ − α) + ۴۲

(۷ − α)

(۱ − α) + ۲۵۲

(۱ − α)

d (α) =′ ۰ ⇒ =
(۷ − α) + ۴۲

(۷ − α)
 

(۱ − α) + ۲۵۲

(۱ − α) ۲ به توان
 =

(۷ − α) + ۴۲
(۷ − α)۲

(۱ − α) + ۲۵۲
(۱ − α)۲

⇒ (۱ − α) ((۷ − α) +۲ ۲ ۴) = (۷ − α) ((۱ − α) +۲ ۲ ۲۵)

⇒ (۱ − α) (۷ − α) +۲ ۲ ۴(۱ − α) =۲ (۷ − α) (۱ − α) +۲ ۲ ۲۵(۷ − α)۲

⇒ ۴(۱ − α) =۲ ۲۵(۷ − α)  

۲ جذر
۲(۱ − α) = ±۵(۷ − α)

⇒   

⎩
⎨
⎧۲ − ۲α = ۳۵ − ۵α ⇒ ۳α = ۳۳ ⇒ α = ۱۱

۲ − ۲α = −۳۵ + ۵α ⇒ ۷α = ۳۷ ⇒ α =
۷

۳۷

α = ۱۱
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، کافی است در ضابطۀ  به جای متغیر  تابع  را جایگذاری کنیم: برای تع�ن ضابطۀ تابع 

می دانیم تابع در ریشه های سادۀ عبارت درون قدر مطلق مشتق ناپذیر است:

علاوه بر آن، با رسم نمودار تابع نیز می توان نقاط مشتق ناپذیر را مشخص کرد:

، دارای سه نقطۀ مشتق ناپذیر  است. بنابراین تابع 

f f x( ( ))f x( )xf x( )

f x =( ) ۱ − ∣x∣ ⇒ f f x =( ( )) ۱ − ∣f x ∣ =( ) ۱ − ∣۱ − ∣x∣∣

۱)∣x∣ : x = ۰

۲)∣۱ − ∣x∣∣ : ۱ − ∣x∣ = ۰ ⇒ ∣x∣ = ۱ ⇒ x = ±۱

y = ∣۱ − ∣x∣∣x = −۱ , x = ۱ , x = ۰
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الف) عبارت زیر رادیکال با فرجۀ زوج، باید همواره نامنفی باشد.

ب) پیوستگی تابع در یک نقطه، شرط لازم برای مشتق پذیری در آن نقطه است.

fج) مشتق چپ تابع  در نقطۀ  از رابطۀ زیر به دست می آید: x( )x = ۰

f  ۰ =′
− ( )

x→۰−
lim

x − ۰
f x − f ۰( ) ( )

ابتدا دامنۀ تعریف تابع را مشخص می کنیم:

تابع  در  پیوسته است (باتوجه به اینکه گزینۀ "وجود ندارد" نداریم، پس تابع حتماً در نقطۀ  پیوسته است و برای

یافتن مشتق چپ در این نقطه، نیازی به بررسی پیوستگی نیست). اکنون مشتق چپ تابع را محاسبه می کنیم:

برای رفع ابهام، صورت و مخرج کسر را در مزدوج عبارت زیر رادیکال صورت ضرب می کنیم تا عامل صفرکنندۀ صورت و مخرج حذف

شود:

چون داریم:

بنابراین:

۱ − x ≥۲ ۰ ⇒ x ≤۲ ۱ ⇒ −۱ ≤ x ≤ ۱ ⇒ D  =f −۱, ۱[ ]

f x( )x = ۰x = ۰

f  ۰ =′
− ( ) =

x→۰−
lim

x − ۰
f x − f ۰( ) ( )

=
x→۰−
lim

x
۱ − ۱ − x۲

۰
۰

f  ۰ =′
− ( ) ×

x→۰−
lim

x
۱ − ۱ − x۲

=
۱ + ۱ − x۲

۱ + ۱ − x۲

x→۰−
lim

x ۱ + ۱ − x۲

۱ −  ( ۱ − x۲)
۲

= =
x→۰−
lim

x ۱ + ۱ − x۲

۱ − ۱ + x۲
=

x→۰−
lim

x ۱ + ۱ − x۲

x۲

x→۰−
lim

x ۱ + ۱ − x۲

∣x∣

x → ۰ ⇒− x < ۰ ⇒ ∣x∣ = −x

f  ۰ =′
− ( ) =

x→۰−
lim

x ۱ + ۱ − x۲

−x
=

x→۰−
lim

۱ + ۱ − x۲

−۱
=

۱ + ۱ − ۰

−۱
=

۲
−۱

−
۲
۲
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، عبارت  را قرار می دهیم. ضابطۀ مشتق دوم یا همان  را تع�ن کرده و حاصل  را برای سهولت در مشتق گیری به جای 

به دست می آوریم (دقت کنید  مشتق پنجم تابع  نیست، مشتق پنجم را به صورت  نمایش می دهند).

 

۳ xx  ۳
۱

y′′y y′′ ۵

y۵yy ۵( )

y =  ⇒۳ x y = x ⇒۳
۱

y =′
 x

۳
۱ −  ۳

۲

⇒ y =′′ (  ) (− ) x =
۳
۱

۳
۲ −  ۳

۵
−  x =

۹
۲ −  ۳

۵
−  

۹  

۳ x۵

۲

⇒ y y =′′ ۵ −   =
۹ ۳ x۵

۲
( ۳ x)

۵
−  ×

۹  

۳ x۵

۲
 =

۳
x۵ −  

۹
۲
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برای اینکه تابع در یک نقطه مشتق پذیر باشد باید ابتدا در آن نقطه پیوسته باشد، بنابراین داریم:

⇒
f(x) = ۴a − ۲b + ۴

x→(−۲)+
lim

f(x) = −۸ + ۲ = −۶
x→(−۲)−

lim
۴a − ۲b = −۱۰ ⇒ ۲a − b = −۵

f (x) =′
 {
۲ax + b ; x > −۲ , f  (−۲) = −۴a + b+

′

۳x − ۱ ; x < −۲ , f  (−۲) = ۱۱۲
−
′

 {
− ۴a + b = ۱۱
۲a − b = −۵

جمع
−۲a = ۶ ⇒ a = −۳ , b = −۱

f(x) =  {
− ۳x − x + ۴ ; x ≥ −۲۲

x − x ; x < −۲۳

f(۱) = −۳ − ۱ + ۴ = ۰
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الف) آهنگ متوسط تغ�ر تابع  روی بازه ای از  تا  چنین تعریف می شود:

ب) آهنگ لحظه ای تغ�ر تابع  در نقطۀ  برابر  است.

f x( )x  ۱x  ۲

آهنگ متوسط تغ�ر =  =
Δx
Δf

x  − x۲ ۱

f x  − f x  ( ۲) ( ۱)

f x( )x = af a′ ( )

باتوجه به قسمت الف از گام اول، آهنگ متوسط تغ�ر تابع از  تا  برابر است با:

، ابتدا ضابطۀ مشتق تابع را تع�ن می کنیم:   برای به دست آوردن آهنگ لحظه ای در نقطۀ 

اختلاف آهنگ متوسط و لحظه ای برابر است با:

x  =۱ ۲x  =۲ ۳

=
Δx
Δf

=
۳ − ۲

f ۳ − f ۲( ) ( )
=

۱

−
۹

۳۶
۴
۳۶

 −
۹

۳۶
 =

۴
۳۶

۴ − ۹ = −۵

x = ۳ ۱۲

f x =( )  ⇒
x۲
۳۶

f x =′ ( )  =
x۴

۰ × x − ۲x ۳۶۲ ( )
−  =

x۴
۷۲x

−
x۳
۷۲

x = آهنگ آنی در  =۳ ۱۲ f  =′ ( ۳ ۱۲) −  =
 ( ۳ ۱۲)
۳

۷۲
−  =

۱۲
۷۲

−۶

−
Δx
Δf

f  =′ ( ۳ ۱۲) −۵ − −۶ =( ) ۱

گزینه 2

گام اول

گام دوم

99

  حاصل  بیانگر مقدار مشتق چپ تابع در نقطۀ  یا همان  است.

Δx→۰−
lim Δx

f ۲+Δx −f ۲( ) ( )x = ۲f  ۲′
− ( )

fابتدا ضابطۀ تابع  را وقتی  است، تع�ن می کنیم سپس ضابطۀ  و مقدار  را به دست می آوریم. x( )x < ۲f x′ ( )f −۲′ ( )

x < ۲ ⇒ x − ۲ < ∘ ⇒ x − ۲ =∣ ∣ − x − ۲ =( ) ۲ − x

f x =( ) ۲ − x +  ⇒۲x f x =′ ( ) −۱ + =
۲ ۲x

۲
 −

۲x

۱
۱

= f  ۲ = − ۱ =  − ۱ =  − ۱ = −
Δx→۰−
lim

Δx
f ۲ + Δx − f ۲( ) ( ) ′

− ( )
۲ × ۲
۱

۴
۱

۲
۱

۲
۱
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yتابع  یک به یک است زیرا صعودی اکید است. = x + x

y = x +  ⇒x y =′ ۱ +  >
۲ x

۱
۰

گزینه 4 101

: آهنگ تغ�ر متوسط تابع در 

آهنگ تغ�ر لحظه ای تابع، همان مشتق است:

تفاضل مقادیر به دست آمده برابر است با:

۰, ۲[ ]

=
۲ − ۰

f ۲ − f ۰( ) ( )
 =

۲
۱۲ − ۲

۵

f x =′ ( ) ۱ ×  +۴x + ۱  x + ۲  

۲  ۴x + ۱
۴

( )
x=  ۴

۳

f  =′ (
۴
۳

)
۴
۱۹

۵ −  =
۴
۱۹

۴
۱
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نمودار این تابع را رسم می کنیم:

باتوجه به شکل، ماکزیمم و مینیمم نسبی تابع به ترتیب برابر  و  است، پس فاصلۀ آن ها از هم برابر است با:

f x =( ) x x −∣ ∣ ۲x =  {
x − ۲x ; x ≥ ۰۲

− x − ۲x ; x < ۰۲

{
x ≥ ۰ : f (x) = ۲x − ۲ = ۰ ⇒ x = ۱′

x < ۰ : f (x) = −۲x − ۲ = ۰ ⇒ x = −۱′

−۱, ۱( )۱, −۱( )

فاصله :  =(−۱ − ۱) + (۱ + ۱)۲ ۲
 =۲ + ۲۲ ۲ ۲ ۲
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الف) حجم مخروطی به شعاع قاعدۀ  و ارتفاع  برابر است با:

ب) مقدار جنس مصرفی برای ساخت یک مخروط معادل مساحت جانبی آن است.

ج) مساحت جانبی مخروطی به شکل زیر برابر است با:

rh

V مخروط=   πr h
۳
۱ ۲

S = πrl

برای اینکه در ساخت یک قیف مخروطی شکل با حجم ثابت کمترین مقدار جنس مصرف شود باید مساحت جانبی آن را مینیمم کنیم.

باتوجه به اینکه حجم مخروط برابر  است، رابطه ای بین شعاع قاعدۀ مخروط و ارتفاع مخروط به دست می آوریم:

برای محاسبۀ مساحت جانبی مخروط ابتدا لازم است اندازۀ  را به دست آوریم. با استفاده از قضیۀ فیثاغورس داریم:

اکنون با استفاده از رابطۀ مساحت جانبی و با جایگذاری دو رابطۀ  و  در آن داریم:

برای مینیمم کردن مساحت جانبی، از  نسبت به  مشتق گرفته و برابر صفر قرار می دهیم:

، کمترین مقدار جنس مصرف می شود. بنابراین به ازای ارتفاع  در ساخت یک قیف مخروطی شکل با حجم ثابت 

 

۳
π

V =  πr h =
۳
۱ ۲

 ⇒
۳
π

r h =۲ ۱ ⇒ r =۲
 ⇒

h
۱

r =  (I)
h

۱

l

l =۲ r +۲ h ⇒۲ l =  (II)r + h۲ ۲

(I)(II)

S = πrl  

(II)
S = πr   r + h۲ ۲ (I)

S = π ×  ×
h

۱
 = + h

h
۱ ۲

h
π h + ۱۳

Sh

S =′ π × =
h۲

× h −
۲ h + ۱۳

۳h۲
h + ۱۳

 =
h۲
π

(
۲  h + ۱۳

۳h − ۲h − ۲۳ ۳
)  =

h۲
π

(
۲  h + ۱۳

h − ۲۳
) ۰

⇒ h −۳ ۲ = ۰ ⇒ h =۳ ۲ ⇒ h = ۳ ۲

h = ۳ ۲ 

۳
π
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الف) آهنگ متوسط تغ�ر تابع  از  به  چنین تعریف می شود:

ب) آهنگ لحظه ای (آنی) تغ�ر تابع  در نقطۀ  برابر  است.

f x( )x  ۱x  ۲

آهنگ متوسط تغ�ر =
x  − x۲ ۱

f x  − f x  ( ۲) ( ۱)

f x( )x = af a′ ( )

afبرای محاسبۀ مقدار  کافی است معادلۀ  را حل کنیم. a =′ ( )  ۲۵−۴
f ۲۵ −f ۴( ) ( )

f x =( )  ⇒x f x =′ ( )
۲ x

۱

۲۵ به ۴  آهنگ متوسط تغ�ر از = =
۲۵ − ۴

f ۲۵ − f ۴( ) ( )
=

۲۱
 −۲۵ ۴

=
۲۱

۵ − ۲
 =

۲۱
۳

۷
۱

a آهنگ لحظه ای تغ�ر در = f a =′ ( ) =
x→a
lim

x − a
f x − f a( ) ( )

۲ a
۱

f a =′ ( )  ⇒
۷
۱

=
۲ a

۱
 ⇒

۷
۱

۲  =a ۷  

۲ به توان
۴a = ۴۹ ⇒ a =  =

۴
۴۹

۱۲/۲۵
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الف) شیب خط مماس بر منحنی در یک نقطه، برابر مشتق تابع در آن نقطه است.

ب) معادلۀ خطی به شیب  که از نقطۀ  عبور می کند، به صورت زیر است:

ج) در محل برخورد یک منحنی با محور عرض ها، مقدار  برابر صفر است.

mx  , y  ( ۰ ۰)

y − y  =۰ m x − x  ( ۰)

x

بنابراین معادلۀ خط مماس بر منحنی در نقطۀ  به صورت زیر است:

، دارای عرض 4 است. ؛ یعنی خط  پس محل برخورد خط مماس بر منحنی در نقطۀ 

y =
x − ۱

x۲
x=۲

y ۲ =( )  =
۲ − ۱
۲۲

۴

y = = =′

x − ۱( )۲
۲x x − ۱ − x( ) ۲

x − ۱( )۲
۲x − ۲x − x۲ ۲

x − ۱( )۲
x − ۲x۲

m مماس= y ۲ =′ ( )  =
۲ − ۱( )۲

۲ − ۲ × ۲۲ ( )
 =

۱
۴ − ۴

۰

۲, ۴( )

y − y ۲ =( ) y ۲ x − ۲′ ( ) ( )
y ۲ =۰′( )

x=۲
y − ۴ = ۰ ⇒ y = ۴

۲, ۴( )y = ۴
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الف) شیب دو خط عمود بر هم، قرینه و معکوس یکدیگر است؛ بنابراین حاصل ضرب آن ها برابر 1- می شود.

2) شیب خطی به معادلۀ  برابر  است.

ج) شیب خط مماس بر منحنی تابع در یک نقطه واقع بر آن برابر مشتق تابع در آن نقطه است.

د) معادلۀ خط به شیب  که از نقطۀ  عبور می کند به صورت زیر است:

y = ax + ba

m(x  , y  )۱ ۱

y − y  =۱ m(x − x  )۱

ابتدا معادلۀ خط داده شده را به فرم استاندارد نوشته و شیب آن را به دست می آوریم.

پس طبق قسمت الف از گام اول، شیب خط مماس بر منحنی برابر 3- است. فرض می کنیم خط در نقطۀ  بر منحنی مماس

شده است بنابراین:

پس نقطۀ تماس دارای مختصات  است. طبق قسمت د از گام اول، معادلۀ خط مماس برابر است با:

از میان گزینه ها، فقط نقطۀ  در معادلۀ خط صدق می کند.

x − ۳y = ۲ ⇒ ۳y = x − ۲ ⇒ y =  x −
۳
۱

 ⇒
۳
۲

m =
۳
۱

x = x  ۰

y = x +۳ ۳x +۲ ۱ ⇒ y =′ ۳x +۲ ۶x ⇒ y x  =′ ( ۰) ۳x  +۰
۲ ۶x  =۰ −۳

⇒ ۳x  +۰
۲ ۶x  +۰ ۳ = ۰  

÷۳
x  +۰

۲ ۲x  +۰ ۱ = ۰ ⇒ x  + ۱ =( ۰ )۲ ۰

⇒ x  +۰ ۱ = ۰ ⇒ x  =۰ −۱

y −۱ =( ) −۱ +( )۳ ۳ −۱ +( )۲ ۱ = −۱ + ۳ + ۱ = ۳

−۱, ۳( )

y − ۳ = −۳ x + ۱ ⇒( ) y = −۳x − ۳ + ۳ ⇒ y = −۳x

۲, −۶( )
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تابع چندجمله ای  روی  و ازجمله روی بازۀ  پیوسته است. برای یافتن نقاط اکسترمم این تابع، کافی است معادلۀ

 را حل کنیم. می دانیم این معادله روی بازۀ  ریشه خواهد داشت درصورتی که رابطۀ  برقرار باشد؛

بنابراین داریم:

f(x)R(۱, ۴)

f (x) =′ ۰(۱, ۴)f (۱)f (۴) <′ ′ ۰

f(x) = x +۳ ax −۲ ۸x ⇒ f (x) =′ ۳x +۲ ۲ax − ۸

 {
f (۱) = ۳ + ۲a − ۸ = ۲a − ۵′

f (۴) = ۴۸ + ۸a − ۸ = ۸a + ۴۰′
f (۱)f (۴)<۰′ ′

۸(a + ۵)(۲a − ۵) < ۰

⇒ −۵ < a < ۲/۵
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الف)  موجود است؛ یعنی در  تابع  هم پیوسته است و هم مشتق پذیر.

ب) تابع در نقطۀ  پیوسته است هرگاه:

ج) تابع در نقطۀ  مشتق پذیر است هرگاه:

f ۱′ ( )x = ۱f x( )

x = ۱

f x =
x→۱+
lim ( )  f x =

x→۱−
lim ( ) f ۱( )

x = ۱

f  ۱ =′
+ ( ) f  ۱′

− ( )

باتوجه به اینکه  است، برای محاسبۀ  باید از ضابطۀ مربوط به  های کوچک تر از 1 استفاده کنیم؛ بنابراین لازم

است ابتدا با بررسی شرط پیوستگی و مشتق پذیری، مقادیر  و  را بیابیم.

بررسی شرط پیوستگی:

برای بررسی شرط مشتق پذیری، ابتدا ضابطۀ مشتق تابع را به دست آورده و سپس مشتق چپ و راست را در نقطۀ  مساوی قرار

می دهیم:

با جایگذاری در رابطۀ  مقدار  را محاسبه می کنیم:

بنابراین ضابطۀ تابع به ازای  به صورت زیر می شود:

۱ −  <۲ ۱f ۱ −  ( ۲)x

ab

  

 f x =  x −  = ۱ − ۱ = ۰
x→۱+
lim ( )

x→۱+
lim (

x
۱

)

 f x =  x + ax + b = a + b + ۱
x→۱−
lim ( )

x→۱−
lim ۲

f ۱ = ۰( )
⎭⎪⎪
⎬
⎪⎪
⎫

 f x =  f x =f ۱
x→۱+
lim ( )

x→۱−
lim ( ) ( )

a + b + ۱ = ۰ ⇒ a + b = −۱ I( )

x = ۱

f x =′ ( ) {
۱ +  ; x > ۱

x۲
۱

۲x + a ; x < ۱

f  ۱ =′
+ ( ) f  ۱ ⇒′

− ( ) ۱ + ۱ = ۲ + a ⇒ a + ۲ = ۲ ⇒ a = ۰

Ib

a + b = −۱ ⇒ ۰ + b = −۱ ⇒ b = −۱

x < ۱

x < ۱ : f x =( ) x −۲ ۱

⇒ f ۱ −  =( ۲) ۱ −  −( ۲)
۲

۱ = ۱ − ۲  +۲ ۲ − ۱ = ۲ − ۲ ۲
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الف) آهنگ متوسط تغ�ر تابع از  تا  از رابطۀ زیر به دست می آید:

ب) آهنگ لحظه ای تغ�ر تابع در یک نقطه برابر مقدار مشتق تابع آن نقطه است.

x۱x۲

=
Δx
Δf

x  − x۲ ۱

f(x  ) − f(x  )۲ ۱

داریم:

ابتدا آهنگ متوسط تغ�ر تابع از  تا  را به دست می آوریم:

طبق قسمت ب از گام اول،  و سپس مقدار  را محاسبه می کنیم:

اختلاف آهنگ متوسط تغ�ر و آهنگ لحظه ای تغ�ر برابر است با:

f x =( ) ۲x + ۱ =( )−  ۲
۱

۲x + ۱
۱

x = ۴x = ۱۲

=
Δx
Δf

=
۱۲ − ۴

f ۱۲ − f ۴( ) ( )
=

۸

 −
 ۲۴+۱

۱
۸+۱
۱

=
۸

 −
 ۲۵

۱
۹

۱

 =
۸

 −  ۵
۱

۳
۱

 =
۸

 ۱۵
۳−۵

 =
۸

−  ۱۵
۲

−
۶۰
۱

f (x)′f (۴)′

f x =′ ( ) =
۲x + ۱

۰ − ۲ ۲x+۱
۲

−
۲x + ۱( ) ۲x + ۱

۱

x = ۴ آهنگ لحظه ای تغ�ر در  = f ۴ =′ ( ) − =
۸ + ۱( ) ۸ + ۱

۱
−  =

۹ × ۳
۱

−
۲۷
۱

 −
Δx
Δf

f x =′ ( ) −  −
۶۰
۱

−  =(
۲۷
۱

) −  +
۶۰
۱

 =
۲۷
۱

=
۵۴۰

−۹ + ۲۰
۵۴۰
۱۱
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، مخالف صفر است بنابراین باید به ازای  مخرج کسر ، صورت کسر برابر صفر می شود؛ اما حاصل حد وقتی  وقتی 

هم برابر صفر شود؛ یعنی: 

اکنون حاصل حد  و مبهم است. با استفاده از قاعدۀ هوپیتال رفع ابهام کرده و مقادیر  و  را به دست می آوریم:

با استفاده از رابطۀ  مقدار  برابر است با:

x → ۲x → ۲x = ۲

ax + b = ۰ x=۲ ۲a + b = ۰ I( )

 

۰
۰

ab

=
x→۲
lim

ax + b
x − ۳x − ۲

۰
۰

=  =  =  =  ⇒ ۴a = ۲ ⇒ a =
HOP

x→۲
lim

a

۱ − ۲ ۳x−۲
۳

a

۱ −  ۲×۲
۳

a
۱ −  ۴

۳

۴a
۱

۲
۱

۲
۱

I( )b

۲  +(
۲
۱

) b = ۰ ⇒ b + ۱ = ۰ ⇒ b = −۱
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الف) برای این که تابع در  پیوسته باشد، باید رابطۀ زیر برقرار باشد:

ب) وقتی  حاصل حد  شده و مبهم است. با استفاده از قاعدۀ هوپیتال حاصل حد راست تابع را در نقطۀ  به دست

می آوریم.

x = ۳

f(x) =
x→۳+
lim  f(x) =

x→۳−
lim f(۳)

x → ۳+
 

۰
۰

x = ۳

مشاهده می شود فارغ از اینکه مقدار  چند باشد، حاصل حد راست، حد چپ و مقدار تابع در نقطۀ  برابر است. پس به ازای هر

، تابع  در نقطۀ  پیوسته است.  مقدار 

f(x) =  ax − ۳a −  = ۳a − ۳a −  = −
x→۳−
lim

x→۳−
lim

۸
۳

۸
۳

۸
۳

f(۳) = ۳a − ۳a −  = −
۸
۳

۸
۳

f(x) = =
x→۳+
lim

x→۳+
lim

x − ۳
۱ − x − x + ۱

۰
۰

f(x) = = −
هوپیتال

x→۳+
lim

x→۳+
lim

۱

−
۲ x − x + ۱

۱ −
۲ x + ۱

۱

۲ ۳ − ۲

۱ −
۲ ۴

۱

= −  = −  = −
۲

۱ −
۴
۱

۲
۴
۳

۸
۳

ax = ۳
af(x)x = ۳
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باشد، یعنی:  باتوجه به معادله باید 

حال معادلۀ (*) را حل می کنیم. ابتدا به توان 2 می رسانیم:

حال فاصلۀ نقطۀ  را از نیمساز ناحیۀ اول یعنی  به دست می آوریم:

f (x) =′ ۱ +  =
۲ ۴x − x۲

۴ − ۲x
۰

⇒ −  =
۴x − x۲

۲ − x
۱ ⇒  =۴x − x۲ x − ۲ (∗)

x − ۲ ≥ ۰x ≥ ۲

۴x − x =۲ x −۲ ۴x + ۴ ⇒ ۲x −۲ ۸x + ۴ = ۰

⇒ x −۲ ۴x + ۲ = ۰ ⇒ Δ = ۱۶ − ۸ = ۸

⇒  

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧x =  = ۲ + قابل قبول  

۲
۴ + ۲  ۲

۲

x =  = ۲ −  (x ≥ ۲ (غیرقابل قبول زیرا 
۲

۴ − ۲  ۲
۲

⇒ f(۲ +  ) =۲ ۲ +  +۲ ۴(۲ + ) − (۲ + )۲ ۲
۲

= ۲ +  +۲  =۲ ۲ + ۲ ۲

⇒ A(۲ +  , ۲ +۲ ۲  ) ۲ماکزیمم نسبی 

Ay = x

x − y = ۰

⇒ d = =
a + b۲ ۲

ax  + by  + c∣ ۰ ۰ ∣
=

۱ + ۱
 ۲ +  − ۲ − ۲  ∣

∣ ۲ ۲∣
∣

 =
۲

 ۲
۱
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الف) مشتق تابع  از رابطۀ  به دست می آید.

ب) مشتق تابع کسری  از رابطۀ زیر به دست می آید:

y = uy =′
 ۲  u

u′

y =  g(x)
f (x)

y =′

g (x)۲
f (x)g(x) − f(x)g (x)′ ′

fبا استفاده از روابط گام اول، ابتدا  و سپس  را محاسبه می کنیم: (x)′f (۲)′

f x =( )  ⇒ 

۲x + ۱
۳x − ۱

f x =′ ( ) =
۲ ۲x+۱

۳x−۱

۲x+۱( )۲
۳ ۲x+۱ −۲ ۳x−۱( ) ( )

⇒
۲ ۲x+۱

۳x−۱

۲x+۱( )۲
۵

f ۲ =′ ( ) =
۲ ۴+۱

۶−۱

۴+۱( )۲
۵

=
۲ ۵

۵

۵۲
۵

 =
۲

 ۵
۱

۱۰
۱
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گام اول:

، نقاطی از دامنۀ تعریف آن است که  برابر صفر باشد و یا در آن نقاط تعریف نشده باشد. نقاط بحرانی تابع 

گام دوم:

، ضابطۀ تابع را ساده تر می کنیم، داریم: ابتدا با تع�ن علامت عبارت قدر مطلقی 

 و  ریشه های عبارت درون قدر مطلق هستند پس می توان نوشت:

تابع در نقاط  و  پیوسته است پس ضابطۀ  برابر است با:

اکنون ریشه های معادلۀ  را به دست می آوریم:

باتوجه به اینکه  است پس  نیز نقطۀ بحرانی تابع  است. بررسی می کنیم  در چه نقاطی

تعریف نشده است. داریم:

،  و  است. مساحت مثلث  برابر است با: بنابراین تابع  دارای سه نقطۀ بحرانی 

f(x)f (x)′

∣x +۲ x − ۲∣

f(x) = (x − ۱)∣x +۲ x − ۲∣ = (x − ۱)∣(x + ۲)(x − ۱)∣

x = −۲x = ۱

f(x) = {
(x − ۱) (x + ۲) ; x ≥ ۱ یا x ≤ −۲۲

−(x − ۱) (x + ۲) ; −۲ < x < ۱۲

x = −۲x = ۱f (x)′

f (x) =′ {
(x − ۱)(۳x + ۳) ; x > ۱ یا x < −۲

−(x − ۱)(۳x + ۳) ; −۲ < x < ۱

f (x) =′ ۰

f (x) =′ ۰ ⇒  

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧x > ۱ , x < −۲ : (x − ۱)(۳x + ۳) = ۰ ⇒ }غ ق ق 

x = ۱
x = −۱

−۲ < x < ۱ : −(x − ۱)(۳x + ۳) = ۰ ⇒ {
x = ۱

x = −۱

f  (۱) =′
− f  (۱) =′

+ ۰x = ۱f(x)f (x)′

 ⇒
f  (−۲) = −(−۲ − ۱)(−۳) = −۹′

+
f  (−۲) = (−۲ − ۱)(−۳) = ۹′

−
} f  (−۲)  =′

+ � f  (−۲) ⇒′
− f (−۲) ′وجود ندارد

f(x)A(۱, ۰)B(−۱, −۴)C(−۲, ۰)ABC
Δ

S  =
ABC

Δ  BH ×
۲
۱

AC =  ×
۲
۱

۴ × ۳ =  =
۲
۱۲

۶
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fآهنگ متوسط تغ�ر تابع  روی بازه ای از  تا  چنین تعریف می شود: x( )xx + Δx

آهنگ متوسط تغ�ر =
Δx

f x + Δx − f x( ) ( )

باتوجه به تعریف آهنگ متوسط تغ�ر داریم:

x = ۹ تا x = ۵ آهنگ متوسط تغ�ر تابع از =  =  =
Δx
Δf

۹ − ۵
f ۹ − f ۵( ) ( )

۴
 −۹ + ۱۴۴۲ ۵ + ۱۴۴۲

= = = =  = = ۰/۵
۴

 −۸۱ + ۱۴۴ ۲۵ + ۱۴۴
۴

 −۲۲۵ ۱۶۹
۴

۱۵ − ۱۳
۴
۲

۲
۱
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ابتدا ضابطۀ  را به دست می آوریم:

باتوجه به اطلاعات صورت سؤال داریم:

در محاسبۀ ضابطۀ تابع  با عبارت  رو به رو هستیم. چون  است پس عبارت  عامل

صفرشوندۀ تابع  در نقطۀ  می شود و داریم:

f x′ ( )

f x =( ) x + ۱ + g x ⇒( ( ))۵ f x =′ ( ) ۱ + ۵g x g x′ ( ) ( ( ))۴

⇒ f ۰ =′ ( ) ۱ + ۵g ۰ g ۰′ ( ) ( ( ))۴

f ۰ =g ۰ =۱′( ) ( )
۱ = ۱ + ۵g ۰ ۱ ⇒′ ( ) ( )۴ ۵g ۰ =′ ( ) ۰ ⇒ g ۰ =′ ( ) ۰

f x′′ ( )g x g x′ ( ) ( ( ))۴g ۰ =′ ( ) ۰g x′ ( )

f (x)′x = ۰

⇒ f ۰ =′′ ( ) ۰ + ۵g ۰ g ۰′′ ( ) ( ( ))۴

 f ۰ = ۵g ۰ ۱ = ۵g ۰x=۰

g(۰)=۱
′′ ( ) ′′ ( ) ( )۴ ′′ ( )
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الف) طبق تعریف مشتق داریم:

ب) می دانیم: 

f a =′ ( )  

Δx→۰
lim

Δx
f a + Δx − f a( ) ( )

(fg) (x) =′ f (x)g(x) +′ f(x)g (x)′

باتوجه به اینکه می دانیم  است، می توان نوشت:

باتوجه به قسمت ب از گام اول داریم:

(fg)(x) = f(x)g(x)

=
Δx→∘
lim

Δx
f ۲ + Δx g ۲ + Δx − f ۲ g ۲( ) ( ) ( ) ( )

 =
Δx→۰
lim

Δx
(fg)(۲ + Δx) − (fg)(۲)

(fg) ۲′ ( )

fg x =( )′ ( ) f x g x +′ ( ) ( ) g x f x =′ ( ) ( ) ۲x − ۱  +( ) ۲x x − x( ۲ )
۲ ۲x

۲

⇒ fg ۲ =( )′ ( ) ۴ − ۱  +( ) ۴ ۲ − ۲  =( ۲ )
 ۴

۱
۳ × ۲ +( )  =

۲
۲

۶ + ۱ = ۷
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نقطۀ  را بر روی منحنی  در نظر می گیریم. فاصلۀ میان دو نقطۀ A و M برابر است با:

برای یافتن کمترین فاصله، ابتدا معادلۀ  را حل می کنیم:

بنابراین کمترین فاصلۀ نقطۀ A از منحنی  برابر است با:

M (α,  )۲α + ۹y =  ۲x + ۹

M A =  =(α − ۴) + (  − ۰)۲ ۲α + ۹
۲

 =α − ۸α + ۱۶ + ۲α + ۹۲ α − ۶α + ۲۵۲

(M A)  =′
α ۰

(M A)  =′
α ۲ α − ۶α + ۲۵۲

۲α − ۶

(M A)  =′
α ۰ ⇒ ۲α − ۶ = ۰ ⇒ α = ۳

y = ۲x + ۹

(M A)  =min  =۹ − ۶(۳) + ۲۵  =۱۶ ۴
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الف) با استفاده از تعریف مشتق داریم:

ب) اگر  باشد به طوری که  خود تابعی از  است، آنگاه داریم:

 =
x→۲
lim

x − ۲
f x − f ۲( ) ( )

f ۲′ ( )

y = f u( )ux

y =′ u f u′ ′ ( )

مشتق تابع  در همسایگی نقطۀ  محاسبه می شود بنابراین داریم:

باتوجه به قسمت ب از گام اول می توان چنین نوشت:

f  ( ∣x∣ + ۳)x = −۱

x=−۱
∣x∣ = −x ⇒ f  =( ∣x∣ + ۳) f  ( ۳ − x)

y = f  ⇒( ۳ − x) y =′
 f  

۲  ۳ − x
−۱ ′ ( ۳ − x)

⇒ y −۱ =′ ( )  f  =
۲  ۳ + ۱

−۱ ′ ( ۳ + ۱)  f ۲
۲ × ۲

−۱ ′ ( )

f ۲ =−′( ) ۳
۱

y −۱ =′ ( ) −  −  =(
۴
۱

) (
۳
۱

)
۱۲
۱
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روش اول:

تابع  به ازای مقادیری که عبارت درون جزء صحیح برابر عدد صحیح شود، ناپیوسته و درنتیجه مشتق ناپذیر است؛ بنابراین

تابع روی بازه ای مشتق پذیر است که خروجی آن فقط یک مقدار باشد.

بررسی گزینۀ اول:

،  بی شمار مقدار صحیح می پذیرد پس تابع در این بازه ناپیوسته و درنتیجه  ریشۀ مخرج کسر است. به ازای 

مشتق ناپذیر است.

بررسی گزینۀ دوم:

در این بازه،  بی شمار مقدار صحیح می پذیرد پس تابع ناپیوسته و درنتیجه مشتق ناپذیر است.

بررسی گزینۀ سوم:

تابع  در نقطۀ  ناپیوسته است بنابراین روی بازۀ  مشتق ناپذیر می شود.

بررسی گزینۀ چهارم:

، یک تابع ثابت است پس روی این بازه پیوسته و مشتق پذیر می شود. تابع  روی بازۀ 

روش دوم:

، بازۀ مشتق پذیری آن را مشخص می کنیم:  با رسم نمودار تابع 

y = f x[ ( )]

x ∈ ۰, ۱ ⇒[ ] ۰ ≤ x ≤ ۱ ⇒  ∈
x
۱

۱, ∞[ )

x = ۰۰ < x ≤ ۱ 

x
۱

x ∈ −۱, ۰ ⇒( ) −۱ < x < ۰ ⇒  ∈
x
۱

−∞, −۱( )

 

x
۱

x ∈ [۱, +∞) ⇒ x ≥ ۱ ⇒ ۰ <  ≤
x
۱

۱ ⇒  =[
x
۱

]  

⎩
⎨
⎧۰ ; ۰ <  < ۱

x
۱

۱ ;  = ۱
x
۱

f(x) =  [
x
۱

]x = ۱[۱, +∞)

x ∈ −∞, −۱ ⇒( ) x < −۱ ⇒ −۱ <  <
x
۱

۰ ⇒  =[
x
۱

] −۱

f(x) =  [
x
۱

]−∞, −۱( )

f x =( )  [
x
۱

]
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همان طوری که مشاهده می کنید از میان گزینه ها، تابع تنها در بازۀ  برابر تابع ثابت  است، درنتیجه روی این

بازه پیوسته و مشتق پذیر می شود.

−∞, −۱( )f x =( ) −۱
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، تابع  را قبل و بعد از این نقطه تع�ن علامت برای تع�ن وضعیت یکنوایی (صعودی یا نزولی بودن) تابع در اطراف نقطۀ 

می کنیم.

باتوجه به اینکه  است پس تابع  در نقطۀ  دارای مماس افقی است. داریم:

نقطۀ  مینیمم نسبی تابع  است پس گزینۀ 1 صحیح می باشد.

x = ۰y′

f(x) =  ⇒
x + ۱۳
x + ۱۲

f (x) =′ =
(x + ۱)۳ ۲

۲x(x + ۱) − ۳x (x + ۱)۳ ۲ ۲

(x + ۱)۳ ۲
−x − ۳x + ۲x۴ ۲

f (۰) =′ ۰f(x)x = ۰

x = ۰f(x)
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باتوجه به اینکه تابع  در نقطۀ  مشتق راست دارد پس حتماً در همسایگی راست این نقطه تعریف شده است. نقطۀ 

مینیمم نسبی تابع  است؛ بنابراین به ازای هر  عضو همسایگی راست این نقطه داریم:

طبق تعریف مشتق راست در نقطۀ  داریم:

بنابراین مشتق راست تابع  در نقطۀ  الزاماً نامنفی است.

fx = cx = c

fx

⇒{
x > c

f(x) ≥ f(c)
(∗){

x − c > ۰
f(x) − f(c) ≥ ۰

x = c

f  (c) =′
+

x→c+
lim

x − c
f(x) − f(c) (∗)

f  (c) ≥′
+ ۰

fx = c
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gofمی دانیم  و  است. x =( ) g(f(x))(gof) x =′ ( ) g (f(x))f (x)′ ′

yباتوجه به گام اول و فرض های صورت سؤال، مشتق تابع  را در نقطۀ  به دست می آوریم: = fogoh x( )x = ۰

y = fogoh x = f g h x( ) ( ( ( )))

⇒ y = g h x × f g h x = h x × g h x × f g h x′ ( ( ( )))′ ′ ( ( ( ))) ′ ( ) ′ ( ( )) ′ ( ( ( )))

 y ۰ = h ۰ × g h ۰ × f g h ۰
x=۰ ′ ( ) ′ ( ) ′ ( ( )) ′ ( ( ( )))

 y (۰) = × g ۱ f g ۱
h(۰)=۱ , ۲h (۰)=۱′

′

۲
۱ ′ ( ) ′ ( ( ))

 y (۰) =  × −۱ f −۱
−g(۱)=۱ , −g (۱)=۱′

′

۲
۱

( ) ′ ( )

f (−۱)=۱′

y (۰) =′
 −۱ ۱ =

۲
۱

( ) ( ) −
۲
۱
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نقطۀ  را روی منحنی در نظر می گیریم. فاصلۀ نقطۀ  را از نقطۀ B محاسبه می کنیم:

برای به دست آوردن کمترین فاصله، از AB مشتق می گیریم:

کمترین فاصلۀ نقطۀ A از منحنی، برابر است با فاصلۀ دو نقطۀ A و B. درنتیجه داریم:

B(x,  )۲x + ۷A(۵, ۰)

AB = (x − ۵) + (  − ۰)۲ ۲x + ۷
۲

=  =x − ۱۰x + ۲۵ + ۲x + ۷۲ x − ۸x + ۳۲۲

(AB) =′ =
۲ x − ۸x + ۳۲۲

۲x − ۸
x − ۸x + ۳۲۲

x − ۴

(AB) =′ ۰ ⇒ x = ۴ ⇒ B(۴,  )۱۵

A(۵, ۰), B(۴,  ) ⇒۱۵ AB =  =(۵ − ۴) + (۰ −  )۲ ۱۵
۲

۴

N - وبسایت آموزشی نمره یارomreyar.com



گزینه 4 125

گام اول:

برد تابع  همان محدودۀ تغ�رات مقادیر  بر روی بازۀ مشخص شده است. مقادیر  بر روی یک بازه بین ماکزیمم و مینیمم

مطلق تابع تغ�ر می کند.

گام دوم:

، ابتدا نقاط بحرانی تابع  را بر روی این بازه یافته و مقدار برای یافتن ماکزیمم و مینیمم مطلق تابع پیوستۀ  روی بازۀ 

، نقاطی است که  باشد تابع را در این نقاط و همچنین نقاط ابتدایی و انتهایی بازه می یابیم. می دانیم نقاط بحرانی تابع 

یا  موجود نباشد؛ بنابراین داریم:

بنابراین برد تابع  به صورت  است.

f(x)f(x)f(x)

f(x)[−۳, ۱]f(x)

f(x)f (x) =′ ۰
f (x)′

f(x) = x −۳ ۱۲x + ۸ ⇒ f (x) =′ ۳x −۲ ۱۲ = ۳(x −۲ ۴) = ۰

⇒ x = ۲ , x = −۲  

x∈[−۳,۱]
x = −۲

f(−۳) = (−۳) −۳ ۱۲(−۳) + ۸ = −۲۷ + ۳۶ + ۸ = ۱۷

f(−۲) = (−۲) −۳ ۱۲(−۲) + ۸ = −۸ + ۲۴ + ۸ = ۲۴ ⇒ مطلق max

f(۱) = ۱ −۳ ۱۲(۱) + ۸ = ۱ − ۱۲ + ۸ = −۳ ⇒ مطلق min

f(x)[−۳, ۲۴]
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ابتدا عبارت درون قدر مطلق را تع�ن علامت می کنیم:

برای یافتن نقاط اکسترمم نسبی تابع، نقاط بحرانی تابع را می یابیم؛ بنابراین مشتق تابع را محاسبه و معادلۀ  را حل می کنیم.

حال مشتق پذیری تابع را در دو نقطۀ  و  نیز بررسی می کنیم:

تابع  در دو نقطۀ  و  مشتق پذیر نیست. داریم:

بنابراین مجموعه نقاط ماکسیمم نسبی تابع  به صورت  است.

x −۲ ۳ = ۰ ⇒ x =۲ ۳ ⇒ x = ± ۳

⇒  x − ۳  =∣
∣ ۲

∣
∣ {

x − ۳ ; x ≥ یا  x ≤ −۲ ۳ ۳
−x + ۳ ; −  < x <  

۲ ۳ ۳

⇒ f(x) = {
x − ۳x ; x ≥ یا  x ≤ −۳ ۳ ۳
−x + ۳x ; −  < x <۳ ۳ ۳

f (x) =′ ۰

f (x) =′ {
۳x − ۳ ; x > یا  x < −۲ ۳ ۳
−۳x + ۳ ; −  < x <۲ ۳ ۳

f (x) =′ ۰ ⇒  {
x > یا  x < −  : ۳x − ۳ = ۰ ⇒ ۳x = ۳ ⇒ x = ۱ ⇒ x = ±۱ ۳غ ق ق ۳ ۲ ۲ ۲

−  < x < : −۳x + ۳ = ۰ ⇒ ۳x = ۳ ⇒ x = ۱ ⇒ x = ±۱۳ ۳ ۲ ۲ ۲

x = ۳x = −  ۳

f  (  ) =′
+ ۳ ۶ , f  (  ) =′

− ۳ −۶ ⇒ f  (  )  f  (  )′
+ ۳ = ′

− ۳

f  (−  ) =′
+ ۳ −۶ , f  (−  ) =′

− ۳ ۶ ⇒ f  (−  )  f  (−  )′
+ ۳ = ′

− ۳

f(x)x =  ۳x = −  ۳

f(x){−  , ۱}۳
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نمودار این تابع به  صورت زیر است:

این تابع در  مینیمم نسبی و در  ماکزیمم نسبی دارد. فاصلۀ آن  ها برابر است با:

f(x) = x∣x − ۴∣ =  {
x − ۴x ; x ≥ ۴۲

۴x − x ; x < ۴۲

(۴, ۰)(۲, ۴)

=(۲ − ۴) + (۴ − ۰)۲ ۲
 =۴ + ۱۶  =۲۰ ۲ ۵
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g(x) = f(۴ − x ) ⇒۲ g (x) =′ −۲xf (۴ −′ x )۲

⇒ g (x) =′′ −۲(f (۴ −′ x ) +۲ x(−۲x)f (۴ −′′ x ))۲

⇒ g (  ) =′′ ۳ −۲(f (۱) −′ ۶f (۱)) =′′ −۲(−۵ − ۶ × (−۱)) = −۲
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به ازای هر  داریم:

بنابراین کمترین مقدار تابع  بر روی  برابر صفر است.

x ∈ R

x ≥۲ ۰ ⇒ x −۲ x ≥۳ −x  

۳ ریشۀ سوم
 ≥۳ x − x۲ ۳ ۳ −x۳

⇒  ≥۳ x − x۲ ۳ −x ⇒ x +  ≥۳ x − x۲ ۳ ۰

f(x)R
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آهنگ متوسط در بازۀ  برابر است با:

آهنگ لحظه ای نیز برابر است با:

با برابر قرار دادن این دو داریم:

y = ۲۱ − x + ۴x۲

[۵ , ۶]

=
۶ − ۵

f(۶) − f(۵)
=

۱
 −۲۱ − ۳۶ + ۲۴ ۲۱ − ۲۵ + ۲۰

=
۱

 −۹ ۱۶
−۱

y =′ =
۲ ۲۱ − x + ۴x۲

−۲x + ۴
=

 ۲ ۲۱ − x + ۴x۲

 (−x + ۲)۲
۲۱ − x + ۴x۲

−x + ۲

 = −۱ ⇒ x − ۲ =  (∗)
 ۲۱ − x + ۴x۲

−x + ۲
۲۱ − x + ۴x۲

 x − ۴x + ۴ = ۲۱ − x + ۴x ⇒ ۲x − ۸x − ۱۷ = ۰۲ به توان ۲ ۲ ۲

⇒ x =  = ۲ ±    x = ۲ +  

۴
۸ ±  ۲۰۰

۲
۵

۲ x≥۲

(∗) ۲
۵

۲
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الف) شیب خط مماس بر منحنی تابع در یک نقطه، برابر با مشتق تابع در آن نقطه است.

ب) معادلۀ خطی به شیب  که از نقطۀ  عبور می کند، به صورت زیر است:

ج) مختصات نقطۀ تلاقی در هر دو معادله، صدق می کند.

mx  , y  ( ۱ ۱)

y − y  =۱ m x − x  ( ۱)

باتوجه به قسمت "الف" و "ب" از گام اول، معادلۀ خط مماس را به دست می آوریم:

سپس با مساوی قرار دادن معادلۀ خط  و معادلۀ منحنی، مختصات نقطۀ تلاقی را محاسبه می کنیم:

بنابراین  است و داریم:

y = x − x ⇒ y = ۳x − ۲x ⇒ m  = y ۱ = ۳ − ۲ = ۱۳ ۲ ′ ۲
مماس

′ ( )

x = ۱ ⇒ y ۱ = ۱ − ۱ = ۱ − ۱ = ۰( ) ( )۳ ( )۲

y − y ۱ = y ۱ x − ۱ ⇒ y − ۰ = x − ۱ ⇒ y = x − ۱( ) ′ ( ) ( )

y = x − ۱

x − ۱ = x − x ⇒ x − ۱ = x x − ۱ ⇒ x − ۱ ۱ − x = ۰۳ ۲ ۲ ( ) ( ) ( ۲)

⇒ x − ۱ ۱ − x ۱ + x = ۰  ۱ + x = ۰ ⇒ x = −۱( ) ( ) ( )
x  ۱=

x  =A −۱

y  =A −۱ −( )۳ −۱ =( )۲ −۱ − ۱ = −۲
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یکی از اعداد را x و دیگری را y می نامیم. داریم: 

می خواهیم  مینیمم شود پس این حاصل ضرب را به صورت تابعی برحسب x نوشته و مشتق آن را برابر صفر قرار می دهیم.

مجموع دو عدد برابر است با:

y = ۲x − ۶
x.y

f(x) = x.y = x(۲x − ۶) = ۲x −۲ ۶x

⇒ f  =′
x ۴x − ۶ = ۰ ⇒ ۴x = ۶ ⇒ x =

۲
۳

y=۲x−۶
y = ۲(  ) −

۲
۳

۶ = ۳ − ۶ = −۳

x + y =  −
۲
۳

۳ = −
۲
۳
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الف) تابع در یک نقطه مشتق پذیر است؛ هرگاه مشتق چپ و راست تابع در آن نقطه موجود و باهم برابر باشد.

gof(x)ب) مشتق تابع  از رابطۀ زیر به دست می آید:

y = gof(x) = g(f(x)) ⇒ y =′ f (x)g (f(x))′ ′

دو تابع  و  در نقطۀ  پیوسته اند؛ بنابراین مشتق چپ و راست تابع  را در نقطۀ  به طور مستقیم تع�ن

می کنیم.

باتوجه به قسمت (الف) از گام اول، تابع  در  پیوسته است هرگاه داشته باشیم:

f(x)g(x)x = ۰gofx = ۰

x → ۰ ⇒+ x > ۰ ⇒ ∣x∣ = x ⇒   

⎩
⎨
⎧f(x) = ۴x ⇒ f (x) = ۴′

g(x) = (  + a)x ⇒ g (x) = + a
۴
۳ ′

۴
۳

⇒ (gof)  (۰) =′
+ f  (۰)g  (f(۰)) =′

+
′
+ ۴(  +

۴
۳

a) = ۳ + ۴a

x → ۰ ⇒− x < ۰ ⇒ ∣x∣ = −x ⇒   

⎩
⎨
⎧f(x) = ۲x ⇒ f (x) = ۲′

g(x) = (  − a)x ⇒ g (x) = − a
۴
۳ ′

۴
۳

⇒ (gof)  (۰) =′
− f  (۰)g  (f(۰)) =′

−
′
− ۲(  −

۴
۳

a) =  −
۲
۳

۲a

gofx = ۰

(gof)  (۰) =′
+ (gof)  (۰) ⇒′

− ۳ + ۴a =  −
۲
۳

۲a ⇒ ۶a = −  ⇒
۲
۳

a = −
۴
۱
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الف) تابع  در یک نقطه مشتق پذیر است درصورتی که اولاً در آن نقطه پیوسته باشد، ثانیاً مشتق راست و چپ تابع در آن نقطه،

موجود و باهم برابر باشند.

ب) تابع دو ضابطه ای که روی اعداد گنگ و گویا تعریف شده، در نقاطی پیوسته است که ضابطه ها باهم برابر باشند و در نقاط پیوسته ای

که ضابطۀ مشتق باهم برابرند، مشتق پذیر است.

f x( )

برای یافتن نقاط مشتق پذیر تابع  ابتدا دو ضابطۀ آن را مساوی قرار می دهیم تا نقاط پیوسته را به دست آوریم:

تابع  فقط در نقطۀ  پیوسته است. بررسی می کنیم که آیا در این نقطه مشتق پذیر نیز هست یا نه!

بنابراین تابع  فقط در نقطۀ  مشتق دارد.

f x( )

f x =( )    ⇒{
x۲

۰
;
;

xگویا
xگنگ

x =۲ ۰ ⇒ x = ۰

f x( )x = ۰

f x =′ ( )   ⇒{
۲x
۰

;
;
xگویا
xگنگ

۲x = ۰ ⇒ x = ۰

f x( )x = ۰

گزینه 1 135

به ازای هر  داریم:

بنابراین ماکزیمم مطلق تابع  روی  برابر صفر است.

x ∈ R

x ≥۲ ۰ ⇒ −x ≤۲ ۰ ⇒ x −۳ x ≤۲ x  

۳ ریشۀ سوم
 ≤۳ x − x۳ ۲ ۳

x۳

⇒  ≤۳ x − x۳ ۲ x ⇒ −x +  ≤۳ x − x۳ ۲ ۰

y = −x + ۳ x − x۳ ۲R
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fحاصل  را می خواهیم: (  )′

۴
۱

f x =  ⇒ f x =( )
x

−x − ۱ ′ ( )
x

−۱(  ) − −x − ۱x
۲ x

۱
( )

= = ۳
x= ۴

۱

۴
۱

−  − ۱(−  )
۲
۱

۴
۵

۴
۱

−  +
۲
۱

۴
۵
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اگر طول و عرض زمین را به  ترتیب y و x بنامیم آنگاه داریم:

مساحت مستطیل برابر با حاصل ضرب طول در عرض آن است پس تعریف می کنیم:

برای محاسبۀ بیشترین مساحت، معادلۀ  را حل می کنیم:

بنابراین:

y + ۲x = ۸۸ ⇒ y = ۸۸ − ۲x

S = xy = x(۸۸ − ۲x) = ۸۸x − ۲x۲

S  =′
x ۰

S  =′
x ۸۸ − ۴x ⇒ S  =′

x ۰ ⇒ ۴x = ۸۸ ⇒ x = ۲۲ , y = ۸۸ − ۴۴ = ۴۴

S  =max xy = ۲۲ × ۴۴ = ۹۶۸
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با آوردن مثال نقض، گزینه های نادرست را رد می کنیم.

گزینۀ اول: نقطۀ  در نمودار زیر، یک نقطۀ بحرانی است اما اکسترمم نسبی نیست.

گزینۀ سوم: نقطۀ  در تابع  یک نقطۀ بحرانی است اما مشتق تابع در این نقطه تعریف نشده است.

گزینۀ چهارم: نقطۀ  اکسترمم نسبی تابع  است اما مشتق تابع در این نقطه برابر با صفر نیست.

بنابراین هر نقطۀ اکسترمم نسبی، قطعاً یک نقطۀ بحرانی تابع است.

x = c

x = ۱y = x − ۱∣ ∣

x = ۱y = x − ۱∣ ∣
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,۴−]نقاط بحرانی تابع را در فاصلۀ  به دست می آوریم. ۳]

f(x) =  x −
۳
۱ ۳ x −۲ ۱۵x ⇒ f (x) =′ x −۲ ۲x − ۱۵

f (x)=۰′

x −۲ ۲x − ۱۵ = (x − ۵)(x + ۳) = ۰

[−۴, ۳] نقاط بحرانی تابع در بازۀ = −۳, −۴, ۳

   

f(−۴) = −  − ۱۶ + ۶۰ =
۳
۶۴

۳
۶۸

f(−۳) =  − ۹ + ۴۵ = ۲۷
۳

(−۳)۳

f(۳) =  − ۹ − ۴۵ = −۴۵
۳
۳۳

⎭⎪⎪
⎪⎪
⎬
⎪⎪
⎪⎪
⎫

x∈[−۴,۳]
 {
y  = −۴۵min

y  = ۲۷max
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الف) آهنگ متوسط تغ�ر تابع  از  تا  چنین تعریف می شود:

ب) آهنگ لحظه ای تغ�ر تابع  در نقطۀ  برابر  است.

f x( )x  ۱x  ۲

=
Δx
Δf

x  − x۲ ۱

f x  − f x  ( ۲) ( ۱)

f x( )x = af a′ ( )

f و  را محاسبه و باهم برابر قرار می دهیم، سپس مقدار  را تع�ن می کنیم. α′ ( ) 

Δx
Δf

α

x =۲ ۵ تا x  =۱ ۲ آهنگ متوسط تغ�ر تابع از =
Δx
Δf

= =
۵ − ۲

f ۵ − f ۲( ) ( )
=

۳

−
۵ − ۱

۵
۲ − ۱

۲

=
۳

− ۲
۴
۵

 =
۳

 

۴
۵ − ۸

 =
۳

−
۴
۳

۴
−۱

f x =( ) ⇒
x − ۱

x
f x =′ ( ) =

x − ۱( )۲
x − ۱ − x

x − ۱( )۲
−۱

x = α آهنگ لحظه ای در = f α =′ ( )
α − ۱( )۲

−۱

⇒ f α =′ ( )  ⇒
Δx
Δf

−  =
α − ۱( )۲

۱
−  ⇒

۴
۱

α − ۱ =( )۲ ۴ ⇒  {
α − ۱ = ۲ ⇒ α = ۳
α − ۱ = −۲ ⇒ α = −۱ غ ق ق
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دو نقطۀ A و B و خط داده شده را در یک دستگاه مختصات رسم می کنیم.

همان طور که مشاهده می کنید دو نقطۀ A و B در یک طرف خط  قرار دارند؛ بنابراین نقطه ای از این خط که تفاضل

فاصله اش از A و B بیشترین مقدار را دارد، همان محل برخورد خط  و خط گذرنده از نقاط A و B است. ابتدا معادلۀ خط

گذرنده از نقاط A و B را تع�ن می کنیم:

با مساوی قرار دادن معادلۀ دو خط، نقطۀ برخورد آن ها را مشخص می کنیم:

بنابراین طول نقطۀ M برابر با صفر است.

y = x − ۱
y = x − ۱

y − y  =A  (x −
x  − xB A

y  − y  B A x  )A

y − ۳ =  (x −
۴ − ۲
۷ − ۳

۲) ⇒ y − ۳ = ۲(x − ۲) ⇒ y − ۳ = ۲x − ۴ ⇒ y = ۲x − ۱

۲x − ۱ = x − ۱ ⇒ x = ۰ ⇒ y = −۱ ⇒ M (۰, −۱)
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با بررسی گزینه ها، جواب سؤال را مشخص می کنیم.

گزینۀ اول: اگر  نقطۀ اکسترمم نسبی  و  موجود باشد آنگاه تابع  در این نقطه پیوسته و خط مماس موجود است بنابراین قطعاً

خط مماس در این نقطه افقی است.

گزینۀ دوم: اگر  نقطۀ اکسترمم نسبی تابع  باشد، باتوجه به اینکه  روی  تعریف شده و  است، یکی از دو حالت

زیر اتفاق می افتد که در هر دو حالت  نقطۀ بحرانی  نیز می باشد.

گزینۀ سوم: فرض می کنیم  نقطۀ بحرانی تابع  باشد، باتوجه به نمودار زیر درستی این گزینه را رد می کنیم:

گزینۀ چهارم: باتوجه به اینکه  یک نقطه درون بازه است، پس اگر  نقطۀ اکسترمم مطلق تابع  باشد، قطعاً اکسترمم نسبی تابع نیز

می باشد؛ بنابراین بر اساس دلیل درستی گزینۀ دوم، این نقطه یک نقطۀ بحرانی تابع  است.

cff (c)′f

cff[a, b]a < c < b

cf

cf

ccf

f
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الف) شیب خط مماس بر منحنی در یک نقطه روی آن، برابر مشتق تابع در آن نقطه است.

mxب) معادلۀ خطی به شیب  که از نقطۀ  عبور می کند به صورت زیر است:  , y  ( ۱ ۱)

y − y  =۱ m x − x  ( ۱)

فرض می کنیم نقطۀ  بر روی منحنی قرار داشته باشد. با محاسبۀ مشتق تابع در این نقطه، معادلۀ خط مماس را

تشکیل می دهیم.

خط مماس از نقطۀ  می گذرد و بنابراین مختصات این نقطه در معادلۀ خط صدق می کند:

دقت کنید که نقطۀ  عضو دامنۀ تابع  نیست و تابع در این نقطه تعریف نشده است بنابراین  است

(زیرا نقطه  روی منحنی تابع قرار دارد) پس می توان عبارت  را در کسر فوق ساده کرد. داریم:

A α,  (
α + ۱
۲α − ۱

)

y =′

x + ۱( )۲
۲ x + ۱ − ۲x − ۱( ) ( )

A α,  ( α+۱
۲α−۱ )

y  =′
A =

α + ۱( )۲
۲ α + ۱ − ۲α − ۱( ) ( )

=
α + ۱( )۲

۲α + ۲ − ۲α + ۱
α + ۱( )۲

۳

y − y  = y  x − x ⇒ y −  = x − αA
′
A ( A)

α + ۱
۲α − ۱

α + ۱( )۲
۳

( )

−۱, ۰( )

x=−۱,y=۰
۰ −  =

α + ۱
۲α − ۱

 −۱ − α
α + ۱( )۲

۳
( )

⇒ −  =
α + ۱
۲α − ۱

−  ⇒
α + ۱( )۲

۳ α + ۱( )
=

α + ۱
۲α − ۱

α + ۱
۳

x = −۱y =  

x + ۱
۲x − ۱

α  =� −۱

A α,  (
α + ۱
۲α − ۱

)α + ۱

۲α − ۱ = ۳ ⇒ ۲α = ۴ ⇒ α = ۲
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طبق تعریف مشتق داریم:

=  ⇒
h→۰
lim

h
f(−۲ + h) + ۳

۲
۱

{
f(−۲) = −۳
f (−۲) =  

′
۲
۱

(x f(x)) = ۲xf(x) + x f (x)۲ ′ ۲ ′

 −۴f(−۲) + ۴f (−۲) = −۴(−۳) + ۴(  ) = ۱۲ + ۲ = ۱۴x=−۲ ′

۲
۱
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yمی دانیم:  = f u ⇒( ) y =′ u f u′ ′ ( )

با تعریف  و باتوجه به گام اول، مشتق  را تع�ن و مقدار آن را در  محاسبه می کنیم.

اکنون ضابطۀ  را به دست می آوریم:

بنابراین داریم:

u = xf x( )f xf x( ( ))x = ۲

u = xf x ⇒( ) u =′ f(x) + xf (x)′

y = f xf x ⇒( ( )) y =′ f x + xf x f xf x( ( ) ′ ( )) ′ ( ( ))

f x′ ( )

f x =( )  −
۲
۳

 ⇒x + ۲ f x =′ ( ) −
۲ x + ۲

۱

y =′ − − −(
۲
۳

x + ۲
۲ x + ۲

x
)(

۲ xf(x) + ۲
۱

)

= − −  −(
۲
۳

x + ۲
۲ x + ۲

x
)
⎝

⎛

۲  x − x  + ۲۲
۳ x + ۲

۱
⎠

⎞

⇒ y ۲ =′ ( )  − ۲ −  −  =(
۲
۳

۲
۱

) (
۲  ۳ − ۴ + ۲

۱
) −۱ −  =( ) (

۲
۱

)
۲
۱
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مخروطی به شعاع r و ارتفاع h در نظر می گیریم. داریم:

حجم این مخروط برابر است با:

برای ماکسیمم کردن حجم مخروط، ابتدا معادلۀ  را حل می کنیم:

، بزرگ ترین حجم مخروط به دست می آید: بنابراین به ازای 

r + h = ۱ ⇒ r = ۱ − h

V =  πr h  

۳
۱ ۲ r=۱−h

V =  π(۱ − h) h =
۳
۱ ۲

 π(h −
۳
۱ ۳ ۲h +۲ h)

V  =′
h ۰

V  =′
h  π(۳h −

۳
۱ ۲ ۴h + ۱)

V  =′
h ۰ ⇒ ۳h −۲ ۴h + ۱ = ۰ ⇒   

⎩
⎨
⎧h  = ۱ غ ق ق (r + h = ۱ ۱(زیرا

h  =۲ ۳
۱

h =  ۳
۱

V  =max  π (  ) − ۲(  ) +  =
۳
۱

(
۳
۱ ۳

۳
۱ ۲

۳
۱

)
۸۱
۴π
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می دانیم  و  است. توجه کنید که دامنۀ تعریف تابع  به صورت زیر

است:

gof x =( ) g(f(x))(gof) x =′ ( ) g (f(x)) ⋅′ f (x)′gof x( )

D  =gof x ∈ D  ∣ f(x) ∈ D  { f g }

باتوجه به گام اول، ابتدا ضابطۀ  را تع�ن کرده و مشتق آن را به دست می آوریم. برای تع�ن ضابطۀ  کافی است در

، ضابطۀ  را قرار دهیم. ضابطۀ  به جای متغیر 

gof x( )g f x( ( ))

g x( )xf x( )

D  = −۱, ۱ , D  = R ⇒ D  = −۱, ۱f ( ) g gof ( )

f x =  , g x =( )
۱ − x۲

x
( )

۱ + x۲

x

gof x =( ) g f x =( ( ))  =
۱ + f x( ( ))۲

f x( )
=

۱ + ۱−x۲
x۲

۱−x۲
x

=
 +۱−x۲

۱−x۲

۱−x۲
x۲

۱−x۲
x

=
۱−x۲
۱

۱−x۲
x

x ; −۱ < x < ۱

⇒ y = gof x = x ⇒ f x g f x = y = ۱ ; −۱ < x < ۱( ) ′ ( ) ′ ( ( )) ′
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نقطۀ  را بر روی منحنی  در نظر می گیریم. فاصلۀ میان دو نقطۀ A و M برابر است با:

برای مینیمم کردن فاصلۀ MA، ابتدا معادلۀ  را حل می کنیم. داریم:

 دامنۀ تابع  به صورت بازۀ  است.

بنابراین کوتاه ترین فاصلۀ نقطۀ A از منحنی  برابر است با:

M (α, α  )αy = x  x

M A =  =(α − ۸) + (α  − ۰)۲ α ۲
 =α − ۱۶α + ۶۴ + α۲ ۳ α + α − ۱۶α + ۶۴۳ ۲

(M A)  =′
α ۰

(M A)  =′
α ۲ α + α − ۱۶α + ۶۴۳ ۲

۳α + ۲α − ۱۶۲

(M A)  =′
α ۰ ⇒ ۳α +۲ ۲α − ۱۶ = ۰ ⇒   

⎩
⎨
⎧α = ۲

α = − غ ق ق(∗) 
۶
۱۶

∗y = x x[۰, +∞)

y = x x

(M A)  =min  =(۲ − ۸) + (۲  )۲ ۲
۲

 =۳۶ + ۸  =۴۴ ۲ ۱۱
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fآهنگ متوسط تغ�ر تابع  از  به  چنین تعریف می شود: x( )xx + Δx

آهنگ متوسط تغ�ر =
Δx

f x + Δx − f x( ) ( )

طبق تعریف آهنگ متوسط تغ�ر داریم: 

بنابراین:

اگر  باشد، متغیر اصلاً تغ�ری نکرده و آهنگ متوسط تغ�ر آن برابر صفر می شود.

۲ + h به ۲ آهنگ متوسط تغ�ر از = =
۲ + h − ۲

f ۲ + h − f ۲( ) ( )
h

f ۲ + h − f ۲( ) ( )

۲ + h به ۲ آهنگ متوسط تغ�ر از = =
h

۲ + h +  − ۲ +  (
۲ + h

۱
) (

۲
۱

)
=

h

h +  −
۲ + h

۱
۲
۱

۹
۸

⇒ h + −
۲ + h

۱
 =

۲
۱

h  

۹
۸ ×۹

۹h + −
۲ + h

۹
=

۲
۹

۸h

⇒ h + =
۲ + h

۹
⇒

۲
۹

=
۲ + h

h h + ۲ + ۹( )
 ⇒

۲
۹

=
۲ + h

h + ۲h + ۹۲

۲
۹

⇒ ۲h +۲ ۴h + ۱۸ = ۹h + ۱۸ ⇒ ۲h −۲ ۵h = ۰ ⇒ h ۲h − ۵ =( ) ۰ ⇒    

⎩
⎨
⎧h = ۰ غ ق ق

h =  = ۲/۵
۲
۵

h = ۰
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الف) دو خط موازی اند اگر و تنها اگر شیب آن ها باهم برابر باشد.

ب) شیب خط مماس بر منحنی تابع در یک نقطه، برابر مقدار مشتق تابع در آن نقطه است.

برای یافتن شیب خط، ابتدا معادلۀ آن را به صورت استاندارد بازنویسی می کنیم:

شیب این خط برابر است. کافی است ضابطۀ  را تع�ن کنیم و مساوی شیب خط قرار دهیم:

می دانیم  همواره برقرار است بنابراین:

از اشتراک جواب های دو معادلۀ فوق داریم:  

m + ۲ y =( ) mx ⇒ y = x(
m + ۲

m
)

 (
m + ۲

m
)f x′ ( )

f x =( ) ⇒۱ + x۲ f x =′ ( ) =
۲ ۱ + x۲

۲x

۱ + x۲

x

f x  =′ ( ۰)  ⇒
m + ۲

m
=

۱ + x۰
۲

x۰

m + ۲
m

−۱ <  <
 ۱ + x  ۰

۲

x  ۰ ۱

⎩⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎪
⎧ > −۱ ⇒ + ۱ > ۰ ⇒ > ۰ ⇒ m < −۲ یا m > −۱

m + ۲
m

m + ۲
m

m + ۲
m + m + ۲

 < ۱ ⇒  − ۱ < ۰ ⇒  < ۰ ⇒ m > −۲
m + ۲

m
m + ۲

m
m + ۲

m − m − ۲

m > −۱
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به ازای  عبارت  برابر صفر می شود (عامل صفرشونده)، همچنین تابع  نیز در نقطۀ  پیوسته

است؛ بنابراین برای به دست آوردن مقدار  کافی است مشتق عبارت  را در تابع  ضرب و حاصل را به ازای 

محاسبه می کنیم:

x = ۱x − ۱( )g(x) =
(۵x−۳)۴

 

۵ ۳x−۲x = ۱
f ۱′ ( )x − ۱( )g(x)x = ۱

f x =( )  

۵x − ۳( )۴
x − ۱  ( ) ۵ ۳x − ۲ عامل صفرشونده x−۱ )عبارت )

x=۱ در نقطۀ
f x =′ ( ) ۱ ×

۵x − ۳( )۴
 

۵ ۳x − ۲

⇒ f ۱ =′ ( ) =
۵ − ۳( )۴

۵ ۳ − ۲
 =

۲۴

۱
⇒

۱۶
۱

f ۱ =′ ( )
۱۶
۱
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راه حل اول:

مساحت وقتی ماکزیمم است که  باشد. بنابراین: 

راه حل دوم:

sinα =  ⇒ x = ۶ sinα
۶
x

cos α =  ⇒ y = ۶ cos α
۶
y

مساحت مستطیل : S = x ۲y =( ) ۲ ۳۶ sinα cos α =( ) ۳۶ sin ۲α

sin ۲α = ۱S  =max ۳۶

x + y = ۳۶ ⇒ y =۲ ۲ ۳۶ − x۲

S = ۲xy = ۲x ۳۶ − x۲

S = ۲  + = ۰′ ۳۶ − x۲
۲ ۳۶ − x۲

−۴x۲

⇒ x = ۳۶ − x ⇒ x = ۱۸ ⇒ x = ۳۲ ۲ ۲ ۲

⇒ y =  = ۳۱۸ ۲

S  = ۲ × ۳  × ۳  = ۳۶max ۲ ۲
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x = ۳ آهنگ لحظه ای در  = f (۳)′

f(x) = x ⇒۳ f (x) =′ ۳x ⇒۲ f (۳) =′ ۲۷ (۱)

آهنگ متوسط تغ�ر = =
Δx

f(۳ + Δx) − f(۳)
=

۰/۱
f(۳/۱) − f(۳)

 =
۰/۱

(۳/۱) − ۳۳ ۳
۲۷/۹۱ (۲)

(۲) , (۱)
۲۷/۹۱ − ۲۷ = ۰/۹۱
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الف) باتوجه به خواص تابع جزء صحیح می دانیم: 

ب) هرگاه  تابعی اکیداً صعودی باشد، به ازای هر  داریم: 

۰ ≤ x − x <[ ] ۱
fx < yf(x) < f(y)

باتوجه به قسمت "الف" از گام اول می توان نوشت:

چون  تابعی اکیداً صعودی است، پس داریم:

بنابراین تابع  دارای ماکسیمم و فاقد مینیمم است.

۰ ≤ x − [x] < ۱  

×(−۱)
−۱ < [x] − x ≤ ۰ ⇒ −۱ < f(x) ≤ ۰

gof(x) = g(f(x)) = ۲[x]−x

g

−۱ < f(x) ≤ ۰  

اکیداً صعودی g
g(−۱) < g(f(x)) ≤ g(۰)

⇒ ۲ <−۱ ۲ ≤[x]−x ۲ ⇒۰
 <

۲
۱

۲ ≤[x]−x ۱ ⇒  <
۲
۱

gof ≤ ۱

gof
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الف) آهنگ متوسط تغ�ر تابع در بازه ای از  تا  از رابطۀ زیر به دست می آید:

ب) منظور از نمو متغیر همان  است، پس داریم: 

ج) آهنگ لحظه ای تغ�ر تابع در یک نقطه برابر مقدار مشتق تابع در آن نقطه است.

xx + Δx

=
Δx
Δf

Δx
f x + Δx − f x( ) ( )

ΔxΔx = ۰/۲۱

باتوجه به گام اول، آهنگ متوسط و آهنگ لحظه ای تغ�ر تابع در نقطۀ  را به دست می آوریم:

، ابتدا باید ضابطۀ مشتق تابع را به دست آوریم: برای به دست آوردن آهنگ لحظه ای تغ�ر تابع در 

بنابراین:

درنهایت، اختلاف آهنگ لحظه ای و آهنگ متوسط برابر است با:

x = ۱

x =۲ ۱/۲۱ تا x  =۱ ۱ آهنگ متوسط تغ�ر تابع از =  =
Δx
Δf

۱/۲۱ − ۱
f ۱/۲۱ − f ۱( ) ( )

= =
۰/۲۱

−۱/۲۱ ۱
=

۰/۲۱
۱/۱ − ۱

=
۰/۲۱
۰/۱

=
۱۰۰
۲۱
۱۰
۱

۲۱
۱۰

x = ۱

f x =( )  ⇒x f x =′ ( )
۲ x

۱

x = ۱ آهنگ لحظه ای تغ�ر تابع در = f ۱ =′ ( ) =
۲ ۱

۱
۲
۱

f (۱) −′
 =

Δx
Δf

 −
۲
۱

 =
۲۱
۱۰

=
۴۲

۲۱ − ۲۰
۴۲
۱
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الف) تابع  به ازای مقادیری که تابع  برابر یک عدد صحیح می شود، ناپیوسته و درنتیجه مشتق ناپذیر است.

ب) هرکدام از دو تابع  و  روی بازۀ  مشتق ناپذیر شوند، کل تابع  مشتق ناپذیر

خواهد شد.

y = f x[ ( )]f x( )

x +  [
۳
۱

]x[ ]۰, ۳( )f x =( ) x +  +[
۳
۱

] x[ ]

روش اول: 

، عبارت درون جزء صحیح برابر یک عدد صحیح می شود: بررسی می کنیم در چه نقاطی از بازۀ 

بنابراین تابع  درمجموع در 5 نقطه ناپیوسته و درنتیجه مشتق ناپذیر است. 

روش دوم:

، نقاط ناپیوستگی تابع  را مشخص می کنیم: با رسم نمودار توابع  و 

نقاط ناپیوستگی:  

۰, ۳( )

۱) y = x :[ ] x ∈ Z , x ∈ ۰, ۳ ⇒( ) x = ۱ , x = ۲

۲) y = x +  :[
۳
۱

] x +  ∈
۳
۱ Z , x ∈ ۰, ۳ ⇒( ) x = , x =

۳
۲

 , x =
۳
۵

۳
۸

f x( )

y = x +  [
۳
۱

]y = x[ ]f x( )

x = ۱ , x = ۲

N - وبسایت آموزشی نمره یارomreyar.com



نقاط ناپیوستگی: 

بنابراین تابع  در 5 نقطه ناپیوسته و درنتیجه مشتق ناپذیر است. 

x =  , x =
۳
۲

 , x =
۳
۵

۳
۸

f x( )
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الف) فرض کنیم  نقطۀ بحرانی تابع  باشد؛ همچنین فرض کنیم  بر بازۀ  شامل  پیوسته و بر این بازه به جز احتمالاً در  مشتق پذیر

باشد. در اینصورت  طول نقطۀ اکسترمم نسبی تابع  است، هرگاه  قبل و بعد از  تغ�ر علامت داده باشد.

، نقطۀ بحرانی تابع  است؛ هرگاه  یا  موجود نباشد. ب) نقطۀ 

cffIcc

cff (x)′c

c ∈ Dfff (c) =′ ۰f (c)′

، معادلۀ  دارای ریشۀ ساده است. بررسی می کنیم به ازای چه مقادیری از 

این معادلۀ درجه دو ریشۀ ساده خواهد داشت هرگاه  باشد، پس داریم:

، تابع  دارای اکسترمم نسبی است. بنابراین به ازای  یا 

f(x) =  ⇒
x + a

x − ۲x۲
D  =f R − {−a}

f (x) =′ =
(x + a)۲

(۲x − ۲)(x + a) − (x − ۲x)۲

(x + a)۲
x + ۲ax − ۲a۲

af (x) =′ ۰

f (x) =′ ۰ ⇒  =
(x + a)۲

x + ۲ax − ۲a۲
۰ ⇒ x +۲ ۲ax − ۲a = ۰

Δ > ۰

(۲a) −۲ ۴(۱)(−۲a) > ۰ ⇒ ۴a +۲ ۸a = ۴a(a + ۲) > ۰

a < −۲a > ۰f
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برای یافتن مینیمم مطلق یک تابع پیوسته، مقدار تابع را در نقاط بحرانی آن یافته و کمترین آن ها را مشخص می کنیم. نقطۀ بحرانی

تابع، نقاطی از دامنۀ تعریف آن است که به ازای آن ها  یا  موجود نباشد.

چون دامنۀ تابع چندجمله ای  برابر  است، کافی است ریشه های معادلۀ  را به  دست آوریم:

هر سه مقدار فوق عضو بازۀ  هستند. کمترین مقدار تابع را به ازای چهار مقدار  به  دست می آوریم:

کمترین مقدار تابع روی بازۀ  برابر  است.

f (x) =′ ۰f (x)′

f(x)Rf (x) =′ ۰

f(x) =  −
۴
x۴

 −
۳
x۳

x ⇒۲ f (x) =′ x −۳ x −۲ ۲x = x(x − ۲)(x + ۱)

f (x) =′ ۰ ⇒ x(x − ۲)(x + ۱) = ۰ ⇒   

⎩⎪
⎨
⎪⎧x = ۰

x − ۲ = ۰ ⇒ x = ۲
x + ۱ = ۰ ⇒ x = −۱

[−۱, ۳]x = ۰, ۲, −۱, ۳

f(−۱) = −
۴

(−۱)۴

−
۳

(−۱)۳

(−۱) =۲ −
۱۲
۵

f(۰) = ۰

f(۲) =  −
۴
۲۴

 −
۳
۲۳

۲ =۲ −
۳
۸

f(۳) =  −
۴
۳۴

 −
۳
۳۳

۳ =۲

۴
۹

[−۱, ۳]y = −  

۳
۸
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y = fog(x) ⇒ y =′ g (x)f (g(x))′ ′

x=۲
y (۲) =′ g (۲)f (g(۲)) ⇒′ ′ ۶ = g (۲)f (  ) ⇒′ ′

۲ − ۱
۴ + ۱

۶ = g (۲)f (۵) (۱)′ ′

g(x) =  ⇒
x − ۱
۲x + ۱

g (x) =′ =
(x − ۱)۲

۲(x − ۱) − (۲x + ۱)
(x − ۱)۲

−۳

⇒ g (۲) =′ −۳

(۱) : ۶ = −۳f (۵) ⇒′ f (۵) =′ −۲

N - وبسایت آموزشی نمره یارomreyar.com



گزینه 3

گام اول

گام دوم

160

الف)  بیانگر مشتق راست تابع  در نقطۀ  و  بیانگر مشتق چپ تابع  در نقطۀ  است.

ب) می دانیم: 

f  ۰′
+ ( )f x( )x = ۰f  ۰′

− ( )f x( )x = ۰

∣x∣ = {
x ; x ≥ ۰
− x ; x < ۰

ابتدا ضابطۀ تابع  را به ازای  و  تع�ن و مشتق چپ و راست آن را در نقطۀ  محاسبه می کنیم.

بنابراین:

f x( )x > ۰x < ۰x = ۰

x > ۰ : x = x , [x] = ۰ ⇒ f x = x × ۰ = ۰ ⇒ f  ۰ = ۰∣ ∣ ( ) ′
+ ( )

x < ۰ : x = −x , [x] = −۱ ⇒ f x = −x −۱ = x ⇒ f  ۰ = ۱∣ ∣ ( ) ( ) ( ) ′
− ( )

f  ۰ −′
− ( ) f  ۰ =′

+ ( ) ۱ − ۰ = ۱
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چون خط  در  بر  مماس است، پس  و  خواهد بود.

ازطرفی چون  است، پس:

y = ۳x − ۵x = ۲g x( )g ۲ =′ ( ) ۳A ۲, ۱ ∈( ) g

=
x→۱
lim

۲ x − ۱( )
f x − f ۱( ) ( )

۳
۲

 f ۱ =  ⇒ f ۱ =
۲
۱ ′ ( )

۳
۲ ′ ( )

۳
۴

y = fog x ⇒ y = g x f g x ⇒ y ۲ = g ۲ f g ۲( ) ′ ′ ( ) ′ ( ( )) ′ ( ) ′ ( ) ′ ( ( ))

⇒ y ۲ =′ ( ) ۳f ۱ =′ ( ) ۳ ×  =
۳
۴

۴
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باتوجه به  و  داریم:

 ۴a +
⎩
⎨
⎧f(۲) =  = ۴

۲ − ۱
۲ + ۲

g(۲) = ۴a + ۲b

f (۲)=g(۲) ۲b = ۴ (۱)

⎩⎪
⎨
⎪⎧f (x) = = ⇒ f (۲) = −۳′

(x − ۱)۲
x − ۱ − (x + ۲)

(x − ۱)۲
−۳ ′

g (x) = ۲ax + b ⇒ g (۲) = ۴a + b′ ′

f (۲)=g (۲)′ ′

۴a + b = −۳ (۲)

(۱)(۲)

⇒{
۴a + ۲b = ۴
۴a + b = −۳ b = ۷
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،  است. تابع  در ریشه های سادۀ داخل قدرمطلق یعنی  مشتق ندارد. همچنین در ریشۀ مخرج یعنی دامنۀ تابع 

 مشتق پذیر نیست.

 دقت کنید که تعداد نقاط مشتق ناپذیری روی دامنه دو نقطه و روی  سه  نقطه است. منظور سؤال بررسی مشتق ناپذیری روی 

است.

f x =( )
x

x  x − ۲∣ ∣ ∣
∣ ۲

∣
∣

fR − ۰{ }f± ۲
x = ۰

RR
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yمی دانیم مشتق تابع  که  تابعی برحسب  است، از رابطۀ زیر به دست می آید: = unux

y =′ nu u′ n−۱

با استفاده از گام اول مشتق را محاسبه می کنیم:

y =  −  ⇒(
x
۱۶ ۳

x۲ )
۲

y =  − x(
x
۱۶

۳
۲
)

۲

⇒ y =′ ۲ × −  −  x − x ⇒(
x۲

۱۶
۳
۲ − ۳

۱
) (

x
۱۶

۳
۲
) y =′ ۲ −  −   − x(

x۲

۱۶
۳  

۳ x
۲

) (
x
۱۶

۳
۲
)

x=−۸
y =′ ۲ − −   − ۴ =(

۶۴
۱۶

۳ × −۲( )
۲

) (
−۸
۱۶

) ۲ −  +  −۲ − ۴ =(
۴
۱

۳
۱

) ( ) ۲  −۶ =(
۱۲
۱

) ( ) −  =
۱۲
۱۲

−۱
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برای تع�ن ماکزیمم مطلق یک تابع پیوسته، مقدار تابع را در نقاط بحرانی می یابیم. بیشترین مقدار ماکزیمم مطلق تابع خواهد بود. نقاط

بحرانی، نقاطی از دامنۀ تعریف تابع هستند که به ازای آن ها  یا  موجود نباشد.

هیچ یک از سه مقدار به دست آمده مخرج تابع  را صفر نمی کنند، بنابراین هر سه طول نقطۀ بحرانی تابع  هستند. همچنین

ابتدا و انتهای بازه هم نقاط بحرانی محسوب می شوند، پس داریم:

بنابراین ماکزیمم مطلق تابع  برابر  است.

f (x) =′ ۰f (x)′

f(x) = ⇒
x − ۴x + ۴x + ۵۴ ۳ ۲

۱
f (x) =′ =

(x − ۴x + ۴x + ۵)۴ ۳ ۲ ۲
۰ − (۴x − ۱۲x + ۸x)۳ ۲

(x − ۴x + ۴x + ۵)۴ ۳ ۲ ۲
−۴x(x − ۲)(x − ۱)

f (x) =′ ۰ ⇒ −۴x(x − ۲)(x − ۱) = ۰ ⇒   

⎩⎪
⎨
⎪⎧x = ۰

x − ۲ = ۰ ⇒ x = ۲
x − ۱ = ۰ ⇒ x = ۱

f (x)′f(x)

f(۰) = =
۰ + ۵

۱
۵
۱

f(۱) = =
۱ − ۴ + ۴ + ۵

۱
۶
۱

f(۲) = =
۱۶ − ۳۲ + ۱۶ + ۵

۱
۵
۱

f(x) 

۵
۱
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f (x) =′
 =

(x + ۱)۲ ۲
(۲x + ۲)(x + ۱) − ۲x(x + ۲x − ۳)۲ ۲

۰

⇒ ۲x + ۲ (x +( ) ۲ ۱) − ۲x(x +۲ ۲x − ۳) = ۰

⇒ +۲x۳ ۲x + ۲x +۲ ۲ − −۲x۳ ۴x +۲ ۶x = ۰

⇒ −۲x +۲ ۸x + ۲ = ۰ ⇒ x −۲ ۴x − ۱ = ۰

⇒ Δ = ۲۰ ⇒ x =  =
۲

۴ ± ۲  ۵
۲ ± ۵

f(۲ +  ) =۵
(۲ +  ) + ۱۵

۲
(۲ +  ) + ۴ + ۲  − ۳۵

۲
۵

= =
۹ + ۴  + ۱۵

۹ + ۴  + ۲ + ۱۵ ۵
=

۱۰ + ۴ ۵
۱۰ + ۶ ۵

×
۵ + ۲ ۵
۵ + ۳ ۵

=
۵ − ۲ ۵
۵ − ۲ ۵

−۱ + ۵
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برای آنکه نمودار تابع  بر نیمساز ناحیۀ اول مماس باشد، باید معادلۀ تقاطع تابع را با خط 

نوشته و  را برابر صفر قرار دهیم.

شیب نمودار در نقطۀ برخورد برابر 1 است. از معادلۀ کلی، مشتق می گیریم. داریم:

چون نمودار بر نیمساز ناحیۀ اول مماس می باشد، بنابراین  لذا  قابل قبول است.

y = ۲x +۲ (m + ۱)x + m + ۶y = x

Δ

{
y = x

y = ۲x + (m + ۱)x + m + ۶۲

⇒ x = ۲x +۲ (m + ۱)x + m + ۶ ⇒ ۲x +۲ mx + m + ۶ = ۰

Δ = ۰ ⇒ m −۲ ۸(m + ۶) = ۰ ⇒ m −۲ ۸m − ۴۸ = ۰

⇒ (m − ۱۲)(m + ۴) = ۰ ⇒  {
m = ۱۲
m = −۴

y =′ ۴x + m + ۱  

y =۱′

۱ = ۴x + m + ۱ ⇒ x = −
۴
m

x > ۰m = −۴
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f(x) =  (
۳x + ۵
۲x − x۲

)
۳
۲

f (x) =′
   

۳
۲

(
۳x + ۵
۲x − x۲

)
۳
−۱

(
(۳x + ۵)۲

(۲ − ۲x)(۳x + ۵) − ۳(۲x − x )۲
)

⇒ f (−۲) =′
  

۳
۲

(
−۶ + ۵
−۴ − ۴

)
−  ۳

۱

(
(−۶ + ۵)۲

۶(−۱) − ۳(−۴ − ۴)
)

=  ۸ (−۶ +
۳
۲

( )  ۳
−۱

۲۴) =  =
۳  

۳ ۸
۲ × ۱۸

۶
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برای تع�ن اکسترمم های نسبی تابع  و نوع آن ها از آزمون مشتق اول استفاده می کنیم.

، نقاط بحرانی تابع را تع�ن می کنیم. ابتدا از تابع  مشتق گرفته و با حل معادلۀ 

، اکسترمم های نسبی تابع  را مشخص می کنیم. اکنون با تع�ن علامت 

باتوجه به جدول فوق، تابع  فقط دارای یک نقطۀ مینیمم نسبی در نقطۀ  می باشد زیرا علامت  قبل و بعد از این

نقطه عوض شده است. دقت کنید که  ریشۀ معادلۀ  است اما چون  قبل و بعد از این نقطه تغ�ر علامت نداده

پس این نقطه اکسترمم نسبی تابع محسوب نمی شود.

f(x)

f(x)f (x) =′ ۰

f(x) = x −۴ ۶x +۲ ۸x ⇒ f (x) =′ ۴x −۳ ۱۲x + ۸

f (x) =′ ۰ ⇒ ۴(x −۳ ۳x + ۲) = ۰ ⇒ ۴(x − ۱)(x +۲ x − ۲) = ۰

⇒ ۴(x − ۱)(x + ۲)(x − ۱) = ۰ ⇒ ۴(x − ۱) (x +۲ ۲) = ۰

⇒ {
x − ۱ = ۰ ⇒ x = ۱
x + ۲ = ۰ ⇒ x = −۲

f (x)′f(x)

f(x)x = −۲f (x)′

x = ۱f (x) =′ ۰f (x)′
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xتابع f در  مشتق پذیر است؛ بنابراین می توان نوشت: = ۴

=
x→۴
lim

x − ۴
f(x) + ۷

−  ⇒
۲
۳

f (۴) =′ −  , f(۴) =
۲
۳

−۷

( ) =
x

f(۲x) ′

x۲
۲f (۲x)x − f(۲x)′

x=۲
=

۴
۲f (۴) × ۲ − f(۴)′

۴
۲(−  )(۲) − (−۷)۲

۳

= =
۴

−۶ + ۷
۴
۱
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توابع شامل قدر مطلق در ریشه های سادۀ عبارت درون قدر مطلق مشتق ندارند؛ بنابراین تابع  در  مشتق

ندارد پس  است.

f x =( )  ۱ + ∣x∣x = ۰
α = ۰

به ازای  و  ضابطۀ مشتق تابع  و مقادیر  و  را تع�ن می کنیم سپس حاصل عبارت

 را به دست می آوریم:

بنابراین:

x > ۰x < ۰f x( )f  ۰′
+ ( )f  ۰′

− ( )

f ۰ −′
+ ( ) f  ۰′

− ( )

x > ۰ : ∣x∣ = x ⇒ f x =( )  ⇒۱ + x f x =′ ( )
۲ ۱ + x

۱

⇒ f  ۰ =′
+ ( ) =

۲ ۱ + ۰
۱

=
۲ × ۱

۱
۲
۱

x < ۰ : ∣x∣ = −x ⇒ f x =( )  ⇒۱ − x f x =′ ( )
۲ ۱ − x

−۱

⇒ f  ۰ =′
− ( ) =

۲ ۱ − ۰
−۱

=
۲ × ۱
−۱

−
۲
۱

f  ۰ −′
+ ( ) f  ۰ =′

− ( )  −
۲
۱

−  =(
۲
۱

)  +
۲
۱

 =
۲
۱

۱
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الف) تابع  بر روی یک مجموعه مشتق پذیر است هرگاه در تمام نقاط این مجموعه مشتق پذیر باشد.

ب) تابع  در یک نقطه مشتق پذیر است درصورتی که اولاً در این نقطه پیوسته باشد، ثانیاً مشتق راست و چپ تابع در این نقطه،

موجود و باهم برابر باشند.

f x( )

f x( )

تابع  به ازای نقاط  و  پیوسته و مشتق پذیر است. کافی است پیوستگی و مشتق پذیری تابع را در نقطۀ 

بررسی کنیم.

بررسی شرط پیوستگی:

بررسی شرط مشتق پذیری:

تابع در نقطۀ  مشتق پذیر است در صورتی که  و  موجود و باهم برابر باشند، داریم:

دو معادلۀ  و  را در یک دستگاه حل کرده و مجهول های  و  را می یابیم:

f x( )x > ۱x < ۱x = ۱

  

 f x =  ۲  = ۲  = ۲
x→۱+
lim ( )

x→۱+
lim ۴x − ۳ ۴ − ۳

 f x =  ax + bx = a + b
x→۱−
lim ( )

x→۱−
lim ۳

f ۱ = ۲  = ۲( ) ۴ − ۳
⎭⎪
⎬
⎪⎫  f x =  f x =f ۱

x→۱+
lim ( )

x→۱−
lim ( ) ( )

a + b = ۲ I( )

f x =′ ( ) {
۳ax + b ; x < ۱۲

۲ ×  ; x > ۱۲  ۴x−۳
۴

x = ۱f  ۱′
− ( )f  ۱′

+ ( )

f  ۱ =′
− ( ) f  ۱ ⇒′

+ ( ) ۳a + b =  ⇒
 ۴ − ۳

۴
۳a + b = ۴ II( )

IIIab

{
۳a + b = ۴
a + b = ۲

−( )
۲a = ۲ ⇒ a = ۱

I( )
۱ + b = ۲ ⇒ b = ۱
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الف) نقطه ای از دامنۀ تعریف تابع  که به ازای آن تابع بیشترین (کمترین) مقدارش را می پذیرد، اکسترمم مطلق این تابع نامیده

می شود.

ب) وقتی تابع  در همسایگی یک نقطه از دامنه تعریف شود آنگاه آن نقطه، یک نقطۀ درونی دامنه است.

f

f

باتوجه به نمودار زیر، نقطۀ  اکسترمم مطلق تابع  است و تابع در همسایگی این نقطه تعریف شده است. همان طور که ملاحظه

می کنید تابع  در این نقطه ناپیوسته و مشتق ناپذیر است، همچنین مماس افقی ندارد.

بنابراین نقطۀ  تنها می تواند یک نقطۀ اکسترمم نسبی تابع  باشد.

x = cf

f

x = cf
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گام اول:

برد تابع  همان محدودۀ تغ�ر مقادیر  بر روی دامنۀ تعریف آن است. مقادیر  میان ماکسیمم و مینیمم مطلق این تابع

تغ�ر می کند.

گام دوم:

ابتدا دامنۀ تعریف تابع  را به دست می آوریم:

،  است پس ضابطۀ تابع  را می توان چنین ساده کرد: به ازای 

(*) چون  است پس می توان توان دوم آن را زیر رادیکال برد.

، ابتدا نقاط بحرانی تابع را یافته و مقدار تابع را در تابع  بر روی دامنه اش پیوسته است. برای یافتن ماکسیمم و مینیمم مطلق 

این نقاط و همچنین در نقطۀ  محاسبه می کنیم. ضابطۀ تابع  و ریشه های معادلۀ  را به دست می آوریم.

بنابراین برد تابع  بازۀ  است.

f(x)f(x)f(x)

f(x)

f(x) = (x + ∣x∣) :
x

۲ − x
 ≥

x
۲ − x

۰ ⇒ ۰ < x ≤ ۲ ⇒ D  =f (۰, ۲]

۰ < x ≤ ۲∣x∣ = xf(x)

f(x) = (x + ∣x∣)  = 

x
۲ − x

(x + x)  = 

x
۲ − x

۲x   

x
۲ − x

=
(∗)

۲  = 

x
x (۲ − x)۲

۲ ۲x − x۲

x > ۰
f(x)f(x)

x = ۲f (x)′f (x) =′ ۰

f(x) = ۲  ⇒۲x − x۲ f (x) =′

۲x − x۲

۲ − ۲x

f (x) =′ ۰ ⇒ ۲ − ۲x = ۰ ⇒ ۲x = ۲ ⇒ x = ۱

f(۱) = ۲  =۲ − ۱ ۲

f(۲) = ۲  =۴ − ۴ ۰

f(x)[۰, ۲]
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f x = x ⇒ f x = + × × × x( ) ۳

x + ۲
۳x + ۱ ′ ( ) ۳

x + ۲
۳x + ۱

۳
۱

x + ۲( )۲
۳(x + ۲) − (۳x + ۱)

۳ (  )
x + ۲
۳x + ۱ ۲

۱

= +  = ۲ −  =۳

x + ۲
۳x + ۱

۳ x + ۲( )۲ ۳ (  )
x + ۲
۳x + ۱ ۲

۵x x=−۳

۴
۵

۴
۳
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گزینه 4 176

طول و عرض زمین را به  ترتیب y و x و طول طناب را l می نامیم، در این صورت داریم:

بیشترین مساحت این زمین مستطیلی شکل 648 متر مربع است پس:

l = ۲x + y ⇒ y = l − ۲x

S  =max xy = ۶۴۸  

y=l−۲x
S = x(l − ۲x) = xl − ۲x۲

⇒ S  =′
x l − ۴x ⇒ S  =′

x ۰ ⇒ l − ۴x = ۰ ⇒ x =
۴
l

S  =max x(l − ۲x) =  (l −
۴
l

 ) =
۲
l

۶۴۸ ⇒  =
۸
l۲

۶۴۸ ⇒ l =۲ ۵۱۸۴ ⇒ l = ۷۲
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