
معین کرمی

، معادلۀ درجۀ دوم  ، داراي دو ریشۀ مثبت است؟ به ازاي کدام مقدار   1a− 2(a − 2)x + 14 − a = 0x2

−2 < a < 22 < a < 52 < a < 145 < a < 14

ها را در هر دو طرف مبدأ مختصات، قطع ، محور  ، منحنی به معادله ي  به ازاي کدام مجموعه ي مقادیر   2
می کند؟

فقط   فقط    یا 

my = (m + 2) + 3x + 1 − mx
2

x

m > 1m < −2−2 < m < 1m < −2m > 1

، هر یک از ریشه هاي معادلۀ درجۀ دوم  ، توان سوم ریشه هاي معادلۀ   به ازاي کدام مقدار   3
می  باشد؟

m8 − mx − 8 = 0x22 − x − 2 = 0x2

9111315

اگر عبارت  به ازاي هر مقدار  منفی باشد،  به کدام مجموعه تعلق دارد؟  4(a − 1) + (a − 1)x + 1x2xa

{a : 1 < a < 5}{a : a < 1}∅R

به ازاي کدام مقدار  ، مجموع جذر هر دو ریشۀ معادلۀ درجه دوم   برابر  می باشد؟  5m2 − (m + 1)x + = 0x2 1
8

2

3456

، چند ریشهْ حقیقی متمایز دارد؟ معادلهْ   6

ً

( − 2x − ( − 2x) = 2x2 )2 x2

1234

، از معادلۀ  فقط یک جواب براي  حاصل می شود؟ به ازاي کدام مقادیر   7

  

mmx − 3 + m − 2 = 0x
−−

√x

− < m < 2
3
2

0 < m < 2< m <
3
2

5
2

< m < 2
3
2

، به کدام صورت است؟ مجموعه جواب نامعادلۀ   81 < < 3
2x − 3
x + 1

R − [−6, 4]R − [−4, 6]x > 4x < −6

، داراي دو ریشه ي حقیقی منفی است؟ ، معادلۀ درجۀ دوم  به ازاي کدام مقادیر   9m(m − 6) − 2mx − 3 = 0x
2

m < −6m > 30 < m < 33 < m < 6

مجموع ریشه هاي حقیقی معادله ي  کدام است؟  10( + x − 18( + x) + 72 = 0x2 )2 x2

4−22−4

، نمودار تابع   ، بر نیمساز ناحیۀ اول محورهاي مختصات، مماس است؟ به ازاي کدام مقدار   11my = 2 + (m + 1)x + m + 6x
2

−4−12, 412, −412

، به صورت بازه، کدام است؟ مجموعۀ جواب نامعادلۀ   12>
7x − 8
− x − 2x2

x

x − 2
(−4, 1) ∪ (2, 3)(2, 4)(−1, 2) ∪ (2, 4)(−1, 2)

1
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به ازاي کدام مقدار  ، مجموع مربعات ریشه هاي حقیقی معادله ي  ، برابر  می باشد؟  13mm − (m + 3)x + 5 = 0x26

−
9
5

1− , 19
5

−1,
9
5

بهروز یک مجلهّ را به تنهایی  ساعت زودتر از فرهاد تایپ می کند. اگر هر دو با هم کار کنند، در  ساعت این کار انجام می شود. بهروز  14
به تنهایی در چند ساعت این کار را انجام می دهد؟

920

32333536

، منحنی   از هر چهار ناحیۀ محورهاي مختصات می گذرد؟ به ازاي کدام مقادیر   15my = (m + 2) − 2x + 1x
2

m < −2m < −1−2 < m < −1−4 < m < −2

ریشه هاي معادلۀ درجۀ دوم  یک واحد از ریشه هاي معادله ي  بیشتر است. مقدار  کدام است؟  16+ ax + b = 0x23 + 7x + 1 = 0x2b

−2−1
2
3

4
3

، معادلۀ درجۀ دوم  فاقد ریشۀ حقیقی است؟ (بزرگ ترین بازه ممکن به ازاي کدام مجموعه مقادیر   17

را در نظر بگیرید.)

m2 + (m + 1)x + m + 2 = 0x
2 1

2

−3 < m < 5−3 < m < 4−2 < m < 4−1 < m < 5

، کدام است؟ اگر  باشد، عدد   182a + = 13a + 16
− −−−−−

√4a + 9

461521

، همواره پایین محور  ها است؟ ، سهمی به معادلۀ  به ازاي کدام مجموعۀ مقادیر   19my = (1 − m) + 2(m − 3)x − 1x
2x

1 < m < 52 < m < 52 < m < 42 < m < 6

، ریشه هاي حقیقی معادله ي  ، معکوس یک دیگرند؟ به ازاي کدام مقدار   20mm + 3x + = 2x2 m2

−2−112

، داراي دو ریشۀ حقیقی متمایز است؟ (با تغییر) ، معادلۀ درجه دوم  به ازاي کدام مجموعۀ مقادیر   21m(2m − 1) + 6x + m − 2 = 0x2

(−2, 2٫5) − {0}(−2, 3٫5) − { }1
2

(−1, 3٫5) − { }1
2

(−1, 2٫5) − { }1
2

به ازاي کدام مقدار  ، مجموع جذر هر دو ریشه ي معادله ي درجه ي دوم  برابر  می باشد؟  22m2 − (m + 1)x + = 0x2 1
8

2

3456

، معادله ي درجه ي دوم  ، داراي دو ریشه ي متمایز مثبت است؟ به ازاي کدام مقدار   23a− 2(a − 2)x + 14 − a = 0x
2

−2 < a < 22 < a < 52 < a < 145 < a < 14

ها را در دو نقطه به طول هاي منفی قطع می کند؟ ، محور  به ازاي کدام مجموعه ي مقادیر  نمودار تابع   24af(x) = a + (a + 3)x − 1x2x

a < −9a < −3a > −1−3 < a < 0

، کدام است؟ مجموعه جواب نامعادلۀ   25−1 < < 3
2x − 1
x + 1

(0, +∞)(4, +∞)R − [−4, 0]R − [−4, −1]

اگر  ریشه هاي معادله  باشند، مجموعۀ جواب هاي کدام معادله، به صورت  است؟  26β,α2 − 3x − 4 = 0x
2{ + 1, + 1}

1
α

1
β

4 − 5x + 1 = 0x24 − 3x + 1 = 0x24 − 5x − 1 = 0x24 − 3x − 1 = 0x2

2
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، توان سوم ریشه هاي معادله ي  ، هر یک از ریشه هاي معادله ي درجه ي دوم  به ازاي کدام مقدار   27
می باشد؟

m8 − mx − 8 = 0x22 − x − 2 = 0x2

9111315

معادلۀ درجۀ دوم  داراي دو ریشۀ حقیقی است. اگر مجموع ریشه ها با معکوس حاصل ضرب آن دو  28

ریشه برابر باشد، مقدار  کدام است؟

3 + (2m − 1)x + 2 − m = 0x2

m

7
2

3−1−
5
2

ها را در نقطه اي به عرض  قطع کرده و از ها را در نقطه اي به طول  و محور  ، محور  نمودار تابع با ضابطه ي   29

نقطه  می گذرد.  کدام است؟

f(x) = a + bx + cx2x1y−6

(−2, −6)f(−1)

−8−7−5−4

ها است؟ ، همواره بالاي محور  ، نمودار تابع  به ازاي کدام مقدار   30ay = (1 − a) + 2 x − ax2 6
−−

√x

a < 1a < −2a > 3−2 < a < 1

، داراي دو ریشه ي حقیقی مثبت است؟ ، معادله ي درجه ي دوم  به ازاي کدام مجموعه مقادیر   31m+ (m − 2)x + m + 1 = 0x2

−1 < m < 0m < 02 < m < 8m > 8

، کدام است؟ معادلۀ درجۀ دوم  داراي دو ریشۀ مثبت است. بازة مقادیر   322 + mx + m + 6 = 0x2m

(−4, 0)(−4, −2)(−6, 0)(−6, −4)

ها است؟ ، نمودار تابع  ، همواره بالاي محور  به ازاي کدام مقدار   33ay = (1 − a) + 2 x − ax2 6
−−

√x

a < 1a < −2a > 3−2 < a < 1

منحنی  با خطوط  نقطه مشترك ندارد. مجموعه مقادیر  چگونه است؟  34y = (2x + 1)(x + 8)y = mxm

5 < m < 1315 < m < 237 < m < 159 < m < 25

، بر سهمی  واقع باشند. این سهمی، از کدام یک از نقاط زیر می گذرد؟ فرض کنید نقاط  و   35(0, 5), (−2, 5)(1, 11)y = a + bx + cx2

(−1, 3)(−1, 4)(2, 9)(2, 15)

فرض کنید  رأس سهمی  گذرا بر نقطۀ  باشد. این سهمی از کدام یک از نقاط زیر، می گذرد؟  36A(−1, 9)y = a + bx + cx
2(3, 1)

(5, −7)(5, −9)(2, 5)(1, 5)

، معادله ي   داراي سه ریشه ي حقیقی متمایز مثبت است؟ به ازاي کدام مقادیر   37a+ (a − 1) + (4 − a)x = 4x
3

x
2

(−∞, −4) − {−5}(−∞, −4)(4, +∞)(4, +∞) − {5}

ریشههاي کدام معادله، از معکوس ریشههاي معادلۀ درجۀ دوم  ، یک واحد کمتر است؟  382 − 3x − 1 = 0x
2

− 3x + 1 = 0x
2+ 3x + 1 = 0x

2− 5x + 2 = 0x
2+ 5x + 2 = 0x

2

سرعت یک قایق موتوري، در آب راکد  متر در دقیقه است. این قایق فاصلۀ  متري در رودخانه را رفته و برگشته است. اختلاف زمان  39

رفت و برگشت  دقیقه است. سرعت آب رودخانه، چند متر در دقیقه است؟

1001200

5

12152025

پرنده اي فاصلۀ یک کیلومتر را در جهت موافق باد رفته و در جهت مخالف باد برگشته است. اگر سرعت باد  کیلومتر در ساعت و مدت رفت و  40

برگشت  دقیقه باشد، سرعت پرنده در هواي آرام، چند کیلومتر در ساعت است؟

5

9

1212٫513٫515

3
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اگر یکی از ریشه هاي معادلۀ  برابر  باشد، مجموع دو ریشۀ دیگر آن کدام است؟  41x(a − x − 5) = 2x22

−2−
3
2

1
2

3
2

اگر  باشد، حاصل  کدام است؟  423a + = 22 + 4aa2
− −−−−−−

√a + 1
a

1٫52٫53٫54٫5

، دو جواب متمایز براي  حاصل می شود؟ ، از معادله ي  به ازاي کدام مجموعه ي مقادیر   43

هیچ مقدار 

mx − 2 + m − 1 = 0x
−−

√x

m ≥ 1m < 21 ≤ m < 2m

حاصل ضرب ریشههاي حقیقی معادله ي  کدام است؟  44+ 4x + 3 =x
2 + 4x + 5x

2
− −−−−−−−−−

√

−2124

، از ناحیۀ اول محورهاي مختصات نمی گذرد؟ به ازاي کدام مجموعه مقادیر  ، نمودار تابع   45af(x) = (a − 3) + ax − 1x
2

a ≤ 20 < a ≤ 22 < a < 30 < a < 3

، در چند نقطه مشترك هستند؟ ( اگر  باشد، نمودارهاي دو تابع  و   46

، نماد جزء صحیح است.)

فاقد نقطه ي مشترك 

[x − 2] = 1f(x) = |x − 3| − |x − 4|g(x) = 2 + x − 17x
2

[ ]

123

، منحنی  از ناحیۀ دوم محورهاي مختصات نمی گذرد؟ به ازاي کدام مقادیر   47ay = a − (a + 2)xx2

a ≤ 2a ≤ −2a > 0−2 ≤ a < 0

فرض کنید  باشد. چند معادلۀ درجۀ دوم به صورت  می توان تشکیل داد به طوري که مجموع  48
ریشه هاي هر معادله از حاصل ضرب ریشه هاي همان معادله دو واحد بیشتر باشد؟

a, b, c ∈ {1, 2, ⋯ , 9}a + bx − c = 0x2

14151618

ها را در نقطهاي به طول  قطع کند، طولهاي دو نقطه ي تلاقی دیگر آن اگر نمودار تابع با ضابطه ي  ، محور   49

ها کدام است؟ با محور 

 و  و   و  و  

f(x) = 2 − 5 − x + mx3 x2x2

x

1
2

−11−
1
2

3
2

−13−
1
2

فرض کنید  و  ریشه هاي معادلۀ  باشند  و  ریشه  هاي کدام معادله هستند؟  50x1x2x = 5 − x
21

( + 1x2 )3

1
( + 1x1 )3

125 + 16x = 1x
2125 = 16x + 1x

2125 = 12x + 1x
2125 + 12x = 1x

2

فاصلۀ نقطۀ تلاقی منحنی هاي  و  با مبدأ مختصات کدام است؟  512y = x
2

x = −y + 3
− −−−−

√ y − 3
− −−−−

√

3
−−

√6
−−

√2 3
−−

√15
−−

√

، است؟ فرض کنید  و  ریشه هاي معادلۀ  باشند. ریشه هاي کدام معادله  و   52x1x2x = − 4x2+x
3
1

1
x2

+x
3
2

1
x1

4 = 51x + 221x24 + 51x = 221x24 = 51x + 197x24 + 51x = 197x2

اگر یکی از ریشه هاي معادلۀ  برابر  باشد، مجموع دو ریشۀ دیگر آن کدام است؟  53x(a − x − 5) = 2x
22

−2−
3
2

1
2

3
2

، کدام است؟ مجموعۀ جواب نامعادلۀ   541 < < 3
x + 1

2x − 1
(0٫6, 1٫5)(0٫8, 1٫2)(1, 2)(0٫8, 2)

4
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اگر  و  ریشه هاي معادلۀ  باشند، به ازاي کدام مقدار  مجموعه جواب هاي معادلۀ  به صورت   55

 است؟

αβ2 − 3x = 1x2k8 + kx − 1 = 0x2

{ }β,αα2 β2

5679

، به کدام صورت است؟ مجموعه جواب نامعادله ي   56−1 < < 3
3x + 1
x − 3

x <
1
2

x < 3− < x < 3
1
2

< x < 3
1
2

ها را در دو نقطه به طول هاي منفی، قطع ، محور  ، منحنی به معادلۀ  به ازاي کدام مجموعه مقادیر   57
می کند؟

هیچ مقدار  هر مقدار 

my = (m − 2) − 2(m + 1)x + 12x2x

m > 2−1 < m < 2mm

ها را در دو نقطه به طول هاي مثبت قطع کند، آنگاه مجموعۀ مقادیر  به کدام اگر منحنی به معادلۀ  محور  58
صورت است؟

y = 2 − 4x + m − 3x
2

xm

m > 33 < m < 43 < m < 54 < m < 5

در معادلۀ  یک ریشه از سه برابر ریشه دیگر  واحد بیشتراست. مقدار  کدام است؟  593 − 17x + m = 0x23m

9101215

اگر  و  ریشه هاي معادله  باشند، به ازاي کدام مقدار  مجموعه جواب هاي معادله  به صورت   60

 است؟

αβx(5x + 3) = 2k4 − kx + 25 = 0x2

{ , }1
α2

1
β2

27282931

در معادلۀ  یک ریشه از نصف ریشۀ دیگر  واحد بیشتر است.  کدام است؟  61− 8x + m = 0x25m

10121415

اگر مجموع و حاصل ضرب ریشه هاي حقیقی معادلۀ  به ترتیب  و  باشند حاصل عبارت  کدام است؟  62− 7 − 5 = 0x
4

x
2

sp2 − 3sp + 2sp
2

59 − 7 69
−−

√7 + 69
−−

√5059 + 7 69
−−

√

فرض کنید مجموعۀ جواب نامعادلۀ  به ازاي  بازة  باشد مقدار   63

کدام است؟

صفر

> 0
(( − 1) − 4mx + 4)(x − 3 + 2)m2 x2 x−−√

2x − 3
x >

3
2

[2, 4]m

−212

سهمی  خط راست گذرا از نقطۀ  و با عرض از مبدأ  را در نقاط  و  قطع می کند. اگر  وسط پاره خط   64

، کدام مضرب  است؟  باشد، فاصلۀ رأس سهمی از نقطۀ 

y = − + 2x + 1x2(1, 0)−1ABM

ABM26
−−

√

22
−−

√
2−−√

2
1
2

، براي هر مقدار دلخواه  مثبت است؟ ، عبارت  به ازاي کدام مقادیر   65m(m − 1) + 6x + 2m + 1x2x

m < −2m > 2٫51 < m < 21 < m < 2٫5

، بالاي محور  ها است؟ ، هر نقطه از نمودار تابع  به ازاي کدام مجموعه مقادیر   66af(x) = (a − 1) + 2 x + ax
2 2

−−
√x

a < −1a > 1a > 21 < a < 2

5
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یازده کیلوگرم رنگ با غلظت  درصد با چهار کیلوگرم رنگ از همان نوع با غلظت  درصد مخلوط شده اند. با تبخیر چند کیلوگرم آن،  67

غلظت محلول به  درصد می رسد؟

4070

50

0٫40٫50٫60٫8

فرض کنید  و  ریشه هاي معادلۀ  باشند، ریشه هاي کدام معادله  و  است؟  68x1x2x = − 4x2+x
3
1

1
x2

+x
3
2

1
x1

4 = 51x + 221x
24 + 51x = 221x

24 = 51x + 197x
24 + 51x = 197x

2

مجموع پول علی و اکرم  تومان است. اگر علی  تومان از پولش را به اکرم بدهد، آن گاه حاصل ضرب پول هاي باقیملندة آن ها  تومان  69
خواهد شد. پول اولیۀ اکرم کدام است؟
10010475

9158591

6

بی نام

معین کرمی

https://t.me/mrkonkori


شرط وجود دو ریشۀ مثبت در معادلۀ درجه دوم این است که  باشد:   1

 

 توجه: در معادلۀ درجۀ دوم هرگاه  باید شرط  بررسی گردد و اگر  باشد، معادله دو ریشۀ حقیقی دارد و نیاز به بررسی  نیست.

2  
.یعنی این معادله ي درجه دوم باید دو ریشه ي مختلف العلامت داشته باشد

 

. توجه کنید که چون  است، معادله قطعاً دو ریشۀ حقیقی دارد. پس  بررسی نمی گردد

فرض کنیم  و  ریشه هاي معادلۀ  و  و  ریشه هاي معادلۀ  باشند.   3

با مقایسۀ این معادله و معادلۀ صورت سؤال، مشخص می شود که  است.

 4

عبارت درجه ي دوم  همواره منفی است هرگاه  و  باشد. 

باید   و ضریب  منفی باشد. 

 

واضح است که دو بازة بالا هیچ اشتراکی با هم ندارند.  

می دانیم که در معادلۀ   مجموع جذر هر دو ریشه برابر است با:   5

 

پس در این سؤال داریم: 

با انتخاب تغییر متغیر  خواهیم داشت:   6

 

 جمعاً  ریشۀ متمایز دارد. 

 7

Δ,S,P > 0
⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

Δ > 0 ⇒ 4 − 4(14 − a) > 0 ⇒ 4 − 12a − 40 > 0 ⇒ − 3a − 10 > 0 ⇒ (a − 5)(a + 2) > 0 ⇒ a < −2 a > 5 (I)(a − 2)
2

a2 a2 یا

S > 0 ⇒ S = − > 0 ⇒ a > 2 (II)
−2(a − 2)

1

P > 0 ⇒ P = > 0 ⇒ a < 14 (III)
14 − a

1

I ∩ II ∩ III ⇒ 5 < a < 14

> 0
c

a
Δ > 0< 0

c

a
Δ > 0

= < 0 ⇒ < 0 ⇒ m < −2 یا m > 1x1x2
c

a

1 − m

m + 2
< 0c

a
Δ > 0

x1x28 − mx − 8 = 0x2αβ2 − x − 2 = 0x2

= , = S = α + β = − = , P = αβ = = −1x1 α3 x2 β3 b

a

1
2

c

a

+ = + = (α + β − 3αβ(α + β) = − 3PS = + =x1 x2 α3 β3 )3 S3 1
8

3
2

13
8

= = = −1x1x2 α3β3 (αβ)3

− x − 1 = 0 8 − 13x − 8 = 0x2 13
8

−→−
×8

x2

m = 13

f(x) = a + bx + cx2a < 0Δ < 0

Δ < 0x2

a − 1 < 0 → a < 1
Δ = − 4ac = (a − 1 − 4(a − 1) < 0 ⇒ (a − 1)(a − 5) < 0 ⇒ 1 < a < 5b2 )2

a + bx + c = 0x2

+ = , S = + = − , P = ⋅ =x1
−−

√ x2
−−

√ S + 2 P−−√
− −−−−−−−

√ x1 x2
b

a
x1 x2

c

a

2 − (m + 1)x + = 0 ⇒ S = − = , P = =x2 1
8

b

a

m + 1
2

c

a

1
16

+ = = 2 + = 4 → m = 6x1
−−

√ x2
−−

√ + 2
m + 1

2
1

16

−−−

√
− −−−−−−−−−−−−

⎷
 − →−−−−−−−

بھ توان دو می رسانیم m + 1
2

1
2

t = − 2xx2

− t = 2 ⇒ − t − 2 = 0 = −1, = − = 2t2 t2 − →−−−
a+c=b

t1 t2
c

a

= −1 ⇒ − 2x = −1 ⇒ = 0 ⇒ x = 1t1 x2 (x − 1)
2

= 2 ⇒ − 2x = 2 ⇒ − 2x − 2 = 0 ⇒ Δ = 4 + 8 = 12 > 0 2t2 x2 x2 ریشھ

3

mx − 3 + m − 2 = 0 ⇒ m − 3 + m − 2 = 0 (I)x−−√ ( )x−−√
2

x−−√

m − 3t + m − 2 = 0− →−−
=tx√

t2

7
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اگر این معادله داراي یک ریشۀ مثبت و یک ریشۀ منفی باشد، معادلۀ  فقط یک ریشه دارد (زیرا امکان ندارد  برابر یک مقدار منفی باشد) و شرط آن که یک معادلۀ درجۀ دوم داراي دو

ریشۀ متمایز مختلف العلامت باشد آن است که  باشد. 

 

دقت کنید اگر معادلۀ  داراي یک ریشۀ مضاعف مثبت باشد نیز معادلۀ  فقط یک جواب دارد. 

 

پس جواب می شود:   . بنابراین گزینۀ دوم می تواند صحیح باشد.

هر نامعادله را جداگانه حل کرده و از جواب ها اشتراك می گیریم.   8

    

   

 

  از اشتراك  و  به جواب  یا  می رسیم که همان  است.

،  و  باشد.  شرط آنکه یک معادله ي درجه ي دوم داراي دو ریشه ي حقیقی منفی متمایز باشد آن است که   9

از اشتراك جواب هاي  و  و  به جواب  می رسیم. 

10  را متغیر جدید  در نظر می گیریم. معادله به صورت زیر خواهد شد:  

 

کافی است نمودار تابع درجه ي دوم داده شده را با نیمساز ناحیۀ اول  تلاقی دهیم و معادلۀ تلاقی باید ریشه ي مضاعف داشته باشد.   11

معادلۀ تلاقی  

  شرط ریشه ي مضاعف

 

، طول نقطۀ تماس مثبت است (در ناحیۀ اول  مثبت است).  حال باید بررسی کنیم به ازاي کدام مقدار 

 

روش اول:   12

 

 

Ix−−√

< 0
c

a

< 0 ⇒ < 0 ⇒ 0 < m < 2
c

a

m − 2
m

m − 3t + m − 2 = 0t2I

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

Δ = 0 ⇒ − 4ac = 0 ⇒ 9 − 4m(m − 2) = 0 ⇒ 4 − 8m − 9 = 0 ⇒b2 m2

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

m =
2 + 13

−−
√

2

m =
2 − 13

−−
√

2

> 0 ⇒ > 0 ⇒ m > 0
−b

2a
↓

ریشھ مضاعف

3
2m

0 < m < 2 ∪

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

2 + 13
−−

√

2

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪

> 1
2x − 3
x + 1

→ − 1 > 0
2x − 3
x + 1

→ > 0
x − 4
x + 1

→
x −∞

+

−1
ن −

4
0 +

+∞
→ x < −1 x > 4 (I)یا

< 3
2x − 3
x + 1

→ − 3 < 0
2x − 3
x + 1

→ < 0
−x − 6
x + 1

→
x −∞

−

−6
0 +

−1
ن −

+∞

→ x < −6 x > −1 (II)یا

(I)(II)x > 4x < −6R − [−6, 4]

Δ > 0S < 0P > 0

Δ > 0 4 − 4(m − 6)(−3) > 0 ⇒ + 3m − 18 > 0 ⇒ (m + 6)(m − 3) > 0− →−−−−−
−4ac>0b2

m2 m2

− →−−−−
تعیین علامت

m < −6 یا m > 3 (I)

S < 0 ⇒ < 0 ⇒ < 0 0 < m < 6 (II)
−b

a

2m
m − 6

− →−−−−
تعیین علامت

P > 0 ⇒ > 0 ⇒ > 0 ⇒ m − 6 < 0 ⇒ m < 6 (III)
c

a

−3
m − 6

IIIIII3 < m < 6

+ xx2A

− 18A + 72 = 0 ⇒ (A − 12)(A − 6) = 0A2

⇒ ⇒ α + β + + = −2
⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

A = 12 ⇒ + x − 12 = 0 α + β = − = −1x2 − →−−
Δ>0 b

a

A = 6 ⇒ + x − 6 = 0 + = − = −1x2 − →−−
Δ>0

α′ β′ b

a

α′ β′

(y = x)

{ 2 + (m + 1)x + m + 6 = x ⇒ :y = 2 + (m + 1)x + m + 6x2

y = x
−→−
تلاقی

x2 2 + mx + m + 6 = 0x2

: Δ = 0 − 4ac = 0 − 4(2)(m + 6) = 0 − 8m − 48 = 0b2 m2 m2

⇒ (m − 12)(m + 4) = 0 ⇒ m = 12, −4

mx

m = 12 : 2 + 12x + 18 = 0 ⇒ + 6x + 9 = 0 ⇒ = 0 ⇒ x = −3 x2غ ق ق x2 (x + 3)
2

m = −4 : 2 − 4x + 2 = 0 ⇒ − 2x + 1 = 0 ⇒ = 0 ⇒ x = 1 x2ق ق x2 (x − 1)
2

>
7x − 8
− x − 2x2

x

x − 2
→ − > 0

7x − 8
(x − 2)(x + 1)

x

x − 2

→ > 0
7x − 8 − − xx2

(x − 2)(x + 1)
→ > 0

− + 6x − 8x2

(x − 2)(x + 1)
8
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روش دوم: 
به روش عددگذاري حل می کنیم. 

  

  

اگر  و  ریشه هاي معادله باشند داریم:   13

 

 

 :فرض مسأله

 

 

اگر بهروز بتواند به تنهایی این کار را در  ساعت انجام دهد، فرهاد همان کار را به تنهایی در  ساعت انجام می دهد؛ آنگاه داریم:   14

 

   

اگر در تابع  ،  باشد.(یعنی  و  مختلف العلامه باشند)، تابع درجه دوم از  ناحیه می گذرد. بنابراین باید  و  15

در نتیجه  باشد. 

 16

معادلۀ درجۀ دومی که ریشه هایش  واحد بیشتر از ریشه هاي معادلۀ  باشد، به صورت زیر است: 

پس کافی است  را به  تبدیل کنیم.

براي مقایسه با  معادله را بر  تقسیم می کنیم. 

 

شرط آنکه معادلۀ درجه دوم  فاقد ریشۀ حقیقی باشد، آن است که دلتاي معادله، منفی باشد. پس داریم:   17

 با توجه به جدول تعیین علامت زیر پاسخ مسئله بازة  است: 

  

 18

  

→ < 0
− 6x + 8x2

(x − 2)(x + 1)
→ < 0

(x − 4)(x − 2)

(x − 2)(x + 1)

→ < 0
x − 4
x + 1

− →−−−−−−−−−−−−−−−−
x=2.مخرج را صفر می کند توجھ کنید

تعیین علامت x −∞

+

−1
ن −

2
ن −

4
0 +

+∞

→ −1 < x < 2 2 < x < یا4 → x ∈ (−1, 2) ∪ (2, 4)

x = 0 > 0 :−→−
−8
−2

درست −→− گزینۀ دوم حذف می شود

x = 3 > 3 :−→−
13
4

درست −→− گزینھ ھای اول و چھارم حذف می شوند

x′x′′

+ = − = , = =x′ x′′ b

a

m + 3
m

x′x′′ c

a

5
m

+ = 6 ⇒ ( + − 2 = 6 ⇒ ( − − 6 = 0x′2
x′′2

x′ x′′)2 x′x′′ m + 3
m

)2 10
m

⇒ − − 6 = 0 + 6m + 9 − 10m − 6 = 0
+ 6m + 9m2

m2

10
m

− →−−
×m2

m2 m2

⇒ 5 + 4m − 9 = 0m2 − →−−−−
a+b+c=0

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

m = 1 − 4x + 5 = 0 : Δ = 16 − 20 < 0 −→−غ ق ق
معادلھ

x2

m = − است و نیازی بھ چک کردن گزینھ ھا نیست Δ > 0 با توجھ بھ گزینھ ھا
9
5

−→

kk + 9

+ =
1
k

1
k + 9

1
20

⇒ =
2k + 9

k ⋅ (k + 9)

1
20

⇒ + 9k = 40k + 180k
2 ⇒ − 31k − 180 =k

2 (k − 36)(k + 5) = 0 ⇒ { k = 36
k = −5 غ ق ق

f(x) = a + bx + cx2< 0
c

a
ac4m + 2 < 0

m < −2

ka + bx + c = 0x2

a(x − k + b(x − k) + c = 0)2

xx − 1

3(x − 1 + 7(x − 1) + 1 = 0 ⇒ 3 − 6x + 3 + 7x − 7 + 1 = 0 ⇒ 3 + x − 3 = 0)2 x2 x2

+ ax + b = 0x23

+ x − 1 = 0 ⇒ a = , b = −1x2 1
3

1
3

2 + (m + 1)x + m + 2 = 0x2 1
2

Δ < 0 ⇒ − 4ac < 0 ⇒ (m + 1 − 4(2)( m + 2) = ( + 2m + 1) − 4m − 16b2 )2 1
2

m2

= − 2m − 15 = (m − 5)(m + 3) < 0m2

(−3, 5)

⇒ −3 < m < 5
m

(m − 5)(m + 3)

−∞

+

−3
0 −

5
0 +

+∞

2a + = 13a + 16
− −−−−−−

√ → = 1 − 2a3a + 16
− −−−−−−

√ 3a + 16 = 1 + 4 − 4a− →−−
2 توان

a2

9
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 شرط آنکه سهمی همواره پایین محور  ها باشد، آن است که:  و 

 

 

  

 از اشتراك  و  به جواب  می رسیم.

معادله را به صورت  مرتب می کنیم.   20

 غیر قابل قبول 

 قابل قبول  

براي اینکه یک معادلۀ درجۀ دوم داراي دو ریشۀ حقیقی متمایز باشد باید  باشد بنابراین:   21

    

  

درضمن ضریب  نباید صفر باشد یعنی  است. 

 

اگر ریشه هاي معادله ي درجه ي دوم   را  و   بنامیم در این صورت   است.    22

شرط آنکه یک معادله ي درجه ي دوم داراي دو ریشه ي متمایز مثبت باشد آن است که   و   و   باشد.   23

از اشتراك   و   و   به جواب  می رسیم.

معادله دو ریشه منفی دارد بنابراین  و  است.   24

→ 4 − 7a − 15 = 0a2 − →−−−−−−−−−−−−−−
Δ= −4ac=49+240=289b2

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

a = = 3 ( )
7 + 17

8
در معادلھ صدق نمی کند غ ق ق

a = =
7 − 17

8
−5
4

ق ق

: 4a + 9 = 4( ) + 9 = پس4
−5
4

xa < 0Δ < 0

a < 0 ⇒ 1 − m < 0 ⇒ m > 1 (I)

Δ < 0 4(m − 3 − 4(1 − m)(−1) < 0− →−−−−−
−4ac<0b2

)2 (m − 3 + (1 − m) < 0− →−−
÷4

)2

⇒ − 6m + 9 + 1 − m < 0m2 ⇒ − 7m + 10 < 0 ⇒ (m − 2)(m − 5) < 0m2 ⇒ 2 < m < 5 (II)

III2 < m < 5

m + 3x + − 2 = 0x2 m2

= ⇒ = 1 ⇒ = 1 ⇒ = 1 ⇒ − 2 = m ⇒ − m − 2 = 0x′ 1
x′′

x′x′′ c

a

− 2m2

m
m2 m2

⇒ (m − 2)(m + 1) = 0 ⇒ m = 2 , m = −1

m = 2 2 + 3x + 2 = 0 ⇒ Δ = − 4ac = 9 − 16 = −7 < 0−→−
معادلھ

x2 b2

m = −1 − + 3x − 1 = 0 ⇒ Δ = − 4ac = 9 − 4 = 5 > 0−→−
معادلھ

x2 b2

Δ > 0

Δ ⇒ − 4ac > 0b2 ⇒ 36 − 4(2m − 1)(m − 2) > 0 ⇒ 9 − (2 − 4m − m + 2) > 0m2

⇒ 2 − 5m − 7m2 = (m + 1)(2m − 7) < 0 −1 < m < 3٫5− →−−−−
تعیین علامت

x2m ≠
1
2

m ∈ (−1, 3٫5) −
1
2

a + bx + c = 0x2αβ+ =α−−√ β
−−√ S + 2 p√

− −−−−−−
√(α, β > 0)

→ + = 2 → = 2 S + 2 = 4

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

S = α + β = − =
b

a

m + 1
2

P = αβ = =
c

a

1
16

α−−√ β
−−√ S + 2 P

−−
√

− −−−−−−−
√ −→−

توان2
P
−−

√

→ + 2( ) = 4 → + = 4 → = 4 → m + 2 = 8 → m = 6
m + 1

2
1
4

m + 1
2

1
2

m + 2
2

Δ > 0> 0
c

a
− > 0
b

a

Δ > 0 → − 4ac > 0 → 4 − 4(14 − a) > 0 → − (14 − a) > 0b2 (a − 2)
2

(a − 2)
2

→ + 4 − 4a − 14 + a > 0 → − 3a − 10 > 0 → (a − 5)(a + 2) > 0a2 a2 − →−−−−
تعیین علامت

a < −2 یا a > 5 : I

> 0 → 14 − a > 0 → a < 14 : II
c

a

− > 0 → 2(a − 2) > 0 → a − 2 > 0 → a > 2 : III
b

a

IIIIII5 < a < 14

> 0 , Δ > 0
c

a
S < 0

f(x) = a + (a + 3)x − 1x2
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اشتراك جواب هاي سه شرط:  

 25
روش اول: هر نامعادله را جداگانه حل کرده و سپس از جواب ها اشتراك می گیریم. 

     

   

      

   

 
014 __

   

روش دوم: تست را به روش عددگذاري حل می کنیم. 

     

   

26  
.روش اول: ریشه هاي معادله ي جدید از معکوس ریشه هاي معادله ي قبلی یک واحد بیشتر است

 

:روش دوم

:ریشه هاي معادله قدیم را  و  و ریشه هاي معادله جدید را  و  می نامیم

اگر ریشه هاي معادله ي  را  و  در نظر بگیریم در این صورت ریشه هاي معادله ي  برابر  و  هستند.   27

 

 : داریم

 

 : معادله ي درجه ي دوم

اگر  و  ریشه هاي حقیقی معادلۀ درجۀ دوم داده شده باشند طبق فرض داریم:  28

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

Δ > 0 ⇒ − 4(−1)(a) = + 10a + 9 > 0 ⇒ a > −1 یا a < −9(a + 3)
2

a2

> 0 ⇒ > 0 ⇒ a < 0c

a

−1
a

S < 0 ⇒ − < 0 a + 3 < 0 ⇒ a < −3
a + 3
a

−→−
a<0

a < −9

> −1
2x − 1
x + 1

→ + > 0
2x − 1
x + 1

1
1

→ > 0
2x − 1 + x + 1

x + 1
→ > 0

3x
x + 1

→
x −∞ − 1 0 + ∞

+ − 0 ن+
→ x < −1 x > 0 (I)یا

< 3
2x − 1
x + 1

→ − < 0
2x − 1
x + 1

3
1

→ < 0
2x − 1 − 3x − 3

x + 1
→ > 0

−x − 4
x + 1

→
x −∞ − 4 − 1 + ∞

− 0 + ن−
→ x < −4 x > −1 (II)یا

− →−−−−−
II ,I اشتراک

→ x < −4 x > یا0 → x ∈ R − [−4, 0]

x = −5 −1 < < 3− →−−
نامعادلھ 11

4
: درست → گزینھ ھای اول و دوم حذف می شوند.

x = 0 −1 < −1 < 3− →−−
نامعادلھ

: نادرست → گزینۀ چھارم حذف می شود.

2 − 3x − 4 = 0 −4 − 3x + 2 = 0 −4(x − 1 − 3(x − 1) + 2 = 0x2 − →−−−−−−−
ریشھ ھا معکوس شده

x2 − →−−−−−−−−−−−
یک واحد بھ ریشھ ھا اضافھ شده

)2

− 4 + 8x − 4 − 3x + 3 + 2 = 0 ⇒ −4 + 5x + 1 = 0 ⇒ 4 − 5x − 1 = 0x2 x2 x2

αβα "β "

α + β = ,αβ = −2 , = + 1 , = + 1
3
2

α′ 1
α

β′ 1
β

= + = + + 2 = + 2 =S ′ α′ β′ 1
α

1
β

α + β

αβ

5
4

= = + + + 1 = −P ′ α′β′ 1
αβ

1
α

1
β

1
4

− x + = 0 ⇒ − x − = 0 ⇒ 4 − 5x − 1 = 0x2 S ′ P ′ x2 5
4

1
4

x2

2 − x − 2 = 0x2αβ8 − mx − 8 = 0x2α3β3

S = α + β = − = , P = αβ = = −1
b

a

1
2

c

a

+ = − 3αβ(α + β) = + =α3 β3 (α + β)3 1
8

3
2

13
8

⋅ = = = −1α3 β3 (α ⋅ β)3 (−1)
3

− Sx + P = 0 → − x − 1 = 0 → 8 − 13x − 8 = 0x2 x2 13
8

x2

m = 13− →−−−−−−−−−−−−
8 −mx−8=0x2 مقایسھ با

αβ
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 29

حال از دستگاه شامل معادلات  و  و  مقادیر  , , را مشخص می کنیم: 

) و  باشد.  ها باشد) آن است که  (ضریب  شرط آنکه یک تابع درجه ي دوم همواره مثبت باشد (بالاي محور   30

 

 

از اشتراك  و  به جواب  می رسیم. 

شرط آنکه یک معادله ي درجه ي دوم داراي دو ریشه ي حقیقی متمایز مثبت باشد آن است که  و  و  باشد.   31

 

 بنابراین گزینه هاي سوم و چهارم حذف می شوند. 

گزینه ي دوم حذف می شود   

 بنابراین بدون اینکه شرط  را اعمال کنیم گزینه ي اول انتخاب می شود.

براي این منظور باید  باشد.   32

      

     

   

از اشتراك  به جواب  می رسیم.

ها قرار دارد. هرگاه   باشد.  توجه: تابع درجه ي دوم   همواره بالاي محور   33

  

 

 34

ي آن باید منفی باشد: معادله ي حاصل از تلاقی دو منحنی ریشه ندارد، پس 

کافی است که مختصات سه نقطۀ داده شده را در تابع صدق دهیم.   35

   

α + β =
1
αβ

→ =
−b

a

1
c
a

→ =
−b

a

a

c
→ = −bca2 → + bc = 0a2 → 9 + (2m − 1)(2 − m) = 0 → 9 + 4m − 2 − 2 + m = 0m2

→ 2 − 5m − 7 = 0m2 m = −1,m = − =− →−−−
a+c=b c

a

7
2

m = −1 3 − 3x + 3 = 0−→−
معادلھ

x2 → Δ = 9 − 36 < 0 ریشۀ حقیقی ندارد

m = 3 + 6x − = 0
7
2

−→−
معادلھ

x2 3
2

→ Δ = 36 + 18 > 0 قابل قبول

(1, 0) ∈ f ⇒ 0 = a + b + c (1)

(0, −6) ∈ f ⇒ −6 = c (2)

(−2, −6) ∈ f ⇒ −6 = 4a − 2b + c (3)

(1)(2)(3)abc

(1),(2),(3) ⇒ { ⇒ { ⇒ a = 2,b = 4
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

a + b + c = 0
c = −6
4a − 2b + c = −6

− →−−
c=−6 a + b + (−6) = 0

4a − 2b + (−6) = −6
a + b = 6
4a − 2b = 0

f(x) = 2 + 4x − 6 ⇒ f(−1) = 2(−1 + 4(−1) − 6 = −8x2 )2

xa > 0x2Δ < 0

a > 0 → 1 − a > 0 → a < 1 : I

Δ < 0 → − 4ac < 0 → 24 − 4(1 − a)(−a) < 0 → 24 + 4a − 4 < 0b2 a2

− a − 6 > 0 → (a − 3)(a + 2) > 0 a < > 3 : II− →−−
÷(−4)

a2 − →−−−−
تعیین علامت

−2 یا a

IIIa < −2

Δ > 0S > 0P > 0

S > 0 → > 0 → − (m − 2) > 0 → m − 2 < 0 → m < 2
−b

a

P > 0 → > 0 → m + 1 > 0 → m > −1 →
c

a

Δ > 0

P > 0,S > 0, Δ > 0

Δ > 0 → − 4ac > 0b2 → − 8(m + 6) > 0m2 → − 8m − 48 > 0m2 → (m − 12)(m + 4) > 0 m < −4 m > 12 (I)− →−−−−−
تعیین علامت

یا

S > 0 → − > 0
b

a
→ − > 0

m

2
→ −m > 0 → m < 0 (II)

P > 0 → > 0
c

a
→ > 0

m + 6
2

→ m + 6 > 0 m > −6 (III)

I , II , III−6 < m < −4

y = A + Bx + Cx2x{A > 0
Δ < 0

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

1 − a > 0 → a < 1 (1)

Δ < 0 → 24 + 4a(1 − a) < 0 → 4 − 4a − 24 > 0 → − a − 6 > 0a2 a2

→ (a − 3)(a + 2) > 0 − →−−−−
تعیین علامت

a < −2 یا a > 3 (2)

(1) ∩ (2) = a < −2

Δ

(2x + 1)(x + 8) = mx ⇒ 2 + 16x + x + 8 = mx ⇒ 2 + (17 − m)x + 8 = 0x2 x2

Δ = (17 − m − 64 < 0 ⇒ |m − 17| < 8 ⇒ −8 < m − 17 < 8 ⇒ 9 < m < 25)2

A
∣

∣
∣

0
5

−→−
صدق

5 = 0 + 0 + c → c = 5
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 بنابراین ضابطۀ تابع به صورت  است که نقطۀ روي این تابع قرار دارد. 

 36

در تابع درجۀ دوم  رأس سهمی از رابطۀ  به دست می آید و این طول را در تابع قرار می دهیم عرض آن به دست می آید.

   

    

      

 بنابراین ضابطۀ تابع به صورت  است که نقطۀ  روي این تابع قرار دارد.

 37

چون جمع ضرایب این معادله صفر است پس حتماً یک ریشه ي معادله  است و داریم: 

بنابراین عبارت درجه ي سوم به صورت   تجزیه میشود یک ریشه ي این معادله  است پس معادله ي درجه ي دوم در پرانتز دوم باید داراي  ریشه ي

متمایز مثبت باشد (چون سوال گفته معادله داراي  ریشه ي حقیقی متمایز مثبت باشد) 

از اشتراك   به جواب  میرسیم. 

توجه نمایید که به ازاي  معادله داراي دو ریشه خواهد بود.

روش اول:   38

می دانیم براي نوشتن معادلۀ درجۀ دومی که ریشههایش عکس ریشههاي معادلۀ درجۀ دوم داده شدهاي باشد باید جاي  و  را عوض کنیم و براي نوشتن معادلۀ درجۀ دومی که ریشههایش 

واحد کمتر از ریشههاي معادلۀ درجۀ دوم داده شدهاي باشد، باید  را به  تبدیل کنیم. 

می دانیم که  و از آنجا  است. اگر سرعت جریان آب را  در نظر بگیریم سرعت قایق در جهت حرکت آب  و در خلاف جهت حرکت  39

آب  است. 

  

 

 

 

 

 البته اصلاً نیازي به این همه محاسبات نمی باشد و می توانید گزینه ها را چک کنید و به راحتی به جواب  برسید. 

می دانیم که  و از آنجا  است. اگر سرعت پرواز پرنده را  درنظر بگیریم، در این صورت سرعت رفت  و سرعت برگشت  است.  40

B 5 = 4a − 2b + 5 → 4a − 2b = 0∣
∣
∣
−2
5 −→−

صدق

C 11 = a + b + 5 → a + b = 6
∣

∣
∣ 1
11 −→−

صدق

⎫

⎭
⎬

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪
→ a = 2 , b = 4

f(x) = 2 + 4x + 5x2∣

∣
∣
−1
3

y = a + bx + cx2= −xS
b

2a

− = −1
b

2a
→ 2a = b

f(−1) = 9 → a − b + c = 9 −a + c = 9− →−−
b=2a

= 1
∣

∣
∣

3
1

− →−−
صدق

= 9a + 3b + c 15a + c = 1− →−−
b=2a

→ {−a + c = 9
15a + c = 1

→ 16a = −8 → a = −
1
2

, b = −1, c =
17
2

f(x) = − − x +
1
2
x2 17

2
∣

∣
∣

5
−9

+ (a − 1) + (4 − a)x − 4 = 0x3 x2

x = 1

(x − 1)( + ax + 4) = 0x2

(x − 1)( + ax + 4) = 0x2x = 12

3

Δ > 0 → − 4ac > 0 → − 16 > 0 → > 16 → a > 4 یا a < −4 (I)b2 a2 a2

S > 0 → − > 0 → −a > 0 → a < 0 (II)
b

a

P > 0 → > 0 → 4 > 0 (III)ھمواره برقرار است
c

a

I , II , IIIa < −4

a = −5

ack

xx + k

2 − 3x − 1 = 0 − − 3x + 2 = 0 − − 3(x + 1) + 2 = 0x2 − →−−−−−−
عوض a,c جای

معکوس
x2 − →−−−−−

x→x+1

یک واحد کمتر
(x + 1)

2

⇒ − − 2x − 1 − 3x − 3 + 2 = 0 ⇒ + 5x + 2 = 0x2 x2

x = vtt =
x

v
v100 + v

100 − v

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

مسیر رفت= t1
1200

100 + v

مسیر برگشت= t2
1200

100 − v

⇒ − = 5t2 t1 ⇒ − = 5
1200

100 − v

1200
100 + v

⇒ = 5
1200(100 + v) − 1200(100 − v)

(100 − v)(100 + v)
⇒ = 5

120000 + 1200v − 120000 + 1200v
10000 − v2

⇒ 2400v = 5(10000 − )v2 ⇒ 480v = 10000 − v2

⇒ + 480v − 10000 = 0v2 ⇒ (v − 20)(v + 500) = 0

⇒ {
v = 20 ق ق
v = −500 غ ق ق

v = 20

x = vtt =
x

v
vv + 5v − 5
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 البته اصلاً نیازي به این همه محاسبات نمی باشد و می توانید گزینه ها را چک کنید و به راحتی به جواب  برسید. 

ابتدا با قرار دادن  در معادلۀ داده شده،  را می یابیم:   41

 

پس معادله به صورت  می شود. حال با تقسیم معادله بر  آن را به شکل زیر بازنویسی می کنیم:  

 

می دانیم مجموع دو ریشۀ دیگر که ریشه هاي معادلۀ درجه دوم داخل پرانتز می باشند، برابر با   می شود. 

براي حل معادلات گنگ طرفین را به توان مناسب می رسانیم تا رادیکال ها از بین بروند.  42

   

 

 

 43

براي حل معادله ي  از روش تغییر متغیر بهره می گیریم. اگر به جاي عبارت  ،  قرار دهیم، داریم: 

براي این که معادله ي داده شده در تست، دو جواب متمایز براي  داشته باشد، باید در معادله ي  یکی از حالات زیر اتفاق بیفتد:  

 داراي دو ریشه ي حقیقی متمایز مثبت باشد، براي این منظور داریم: 

   شرط وجود دو ریشه ي مثبت

  داراي یک ریشه ي صفر و یک ریشه ي مثبت باشد. براي این منظور باید  و  باشد. داریم: 

حال از اجتماع مقادیر به دست آمده در  و  ، حدود  برابر است با: 

با استفاده از تغییر متغیر  داریم:   44

 
چون عبارت سمت راست همواره مثبت است باید عبارت سمت چپ هم همواره مثبت باشد. 

 

حال طرفین عبارت  را به توان  میرسانیم. 

 

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

مسیر رفت= t1
1

v + 5

مسیر برگشت= t2
1

v − 5

⇒ + =t1 t2 9
 
دقیقھ

→ + =
1

v + 5
1

v − 5
9

60
 
ساعت

⇒ =
v − 5 + v + 5
(v + 5)(v − 5)

=
2v
− 25v2

3
20

⇒ 3 − 75 = 40vv2

⇒ 3 − 40v − 75 = 0v2 − →−−−−−−−−−−−−−−−−
Δ= −4ac=1600+900=2500b2

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

= = 15v1
40 + 50

6
ق ق

= =v2
40 − 50

6
−5
3

غ ق ق

v = 15

x = 2a

x(a − x − 5) = 2 2(4a − 2 − 5) = 2 ⇒ 4a − 7 = 1 ⇒ a = 2x2 −→−
x=2

2 − − 5x − 2 = 0x3 x2x − 2

2 − − 5x − 2 = 0 ⇒ (x − 2)(2 + 3x + 1) = 0x3 x2 x2

− = −
b

a

3
2

3a + = 22 + 4aa2
− −−−−−−

√ ⇒ = 2 − 3a2 + 4aa2
− −−−−−−

√ 2 + 4a = 4 + 9 − 12a− →−−−
2 توان

a2 a2 → 7 − 16a + 4 = 0a2

− →−−−−−−−−−−−−−−
Δ= −4ac=256−112=144b2

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

a = = 2 ( )
16 + 12

14
در معادلھ صدق نمی کند غ ق ق

a = =
16 − 12

14
2
7

ق ق

⇒ =
a + 1
a

+ 1
2
7

2
7

= = = 4٫5

9
7
2
7

9
2

x − 2 + m − 1 = 0x−−√x−−√t

− 2( ) + m − 1 = 0 − 2t + m − 1 = 0( )x−−√
2 x−−√ − →−−

=tx√

t2

x− 2t + m − 1 = 0t2

−1

⇒ 1 < m < 2

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

Δ > 0 ⇒ 4 − 4(m − 1) > 0 ⇒ 8 − 4m > 0 ⇒ m < 2

> 0 ⇒ > 0 ⇒ m − 1 > 0 ⇒ m > 1
c

a

m − 1

1

− > 0 ⇒ − > 0 ⇒ 2 > 0 برقرار است
b

a

−2

1

− →−−
اشتراک

−2c = 0− > 0b

a
m − 1 = 0 ⇒ m = 1

(1)(2)m1 ≤ m < 2

+ 4x + 5 = tx2

+ 4x + 5 − 2 = ⇒ t − 2 = (I)x2 + 4x + 5x2
− −−−−−−−−−

√ t√

t − 2 ≥ 0 ⇒ t ≥ 2

I2

= ⇒ − 4t + 4 = t ⇒ − 5t + 4 = 0(t − 2)
2

( )t√
2

t
2

t
2

⇒ {
t = 1 → است پس غیر قابل قبول است t ≥ 2 با توجھ بھ اینکھ

t = = 4 → + 4x + 5 = 4 → + 4x + 1 = 0 → Δ = 16 − 4 = 12 > 0c

a
x2 x2
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  : حاصلضرب ریشهها

در سه حالت زیر نمودار سهمی داده شده در ناحیه اول نمی گذرد:   45

            

  ضریب  

) باید هر دو منفی باشد که داریم:  اگر دو ریشه داشته باشد (شکل 

 

که اشتراك ( ) و ( ) و ( ) برابر می شود.

)، داریم: ) یا ریشه حقیقی نداشته باشد (شکل  حال اگر سهمی ریشه مضاعف داشته باشد (شکل 

که اشتراك ( ) و ( ) برابر  است و اجتماع دو بازه جواب برابر  می باشد.

می دانیم:    46

 
 در این بازه، قدر مطلق اول مثبت و قدر مطلق دوم منفی است. 

 

 اکنون باید توابع  و  را تلاقی دهیم. 

 

 هیچ کدام از دو  بدست آمده در بازه ي  نمی باشند. بنابراین دو تابع فاقد نقطه ي مشترك در بازه ي داده شده هستند.

براي اینکه سهمی از ناحیه ي دوم عبور نکند، دهانۀ آن باید رو به پائین رسم شود یعنی  باشد و براي این تابع داریم:   47

چون یکی از ریشه ها  است پس باید از مبدأ عبور کند و براي اینکه از ناحیه ي دوم عبور نکند ریشۀ بعدي باید نامنفی باشد، یعنی شکل سهمی به یکی از این صورت ها باشد

 یا

 

دقت کنید که به ازاي  نیز خط  از ربع دوم می گذرد.

 48

   

 دقت کنید صورت سؤال  داده شده است و با فرض مثبت بودن  معادلۀ همواره جواب دارد  در ضمن  می شود.  

  

  

⋅ = = 1x1 x2
c

a

< 0 ⇒ a − 3 < 0 ⇒ a < 3 (1)x2

1

Δ = + 4a − 12 > 0 ⇒ (a − 2)(a + 6) > 0 ⇒ a > 2 یا a < −6 (2)a2

P = αβ > 0 ⇒ P = > 0 ⇒ a − 3 < 0 ⇒ a < 3 (1)
−1

a − 3
S = α + β < 0 ⇒ S = < 0 ⇒ a > 3 ⇒ a < 0 (3)

−a

a − 3
  

−

یا

123a < −6

23

Δ = (a − 2)(a + 6) ≤ 0 ⇒ −6 ≤ a ≤ 2 (4)

14−6 ≤ a ≤ 2a ≤ 2

[x] = n , n ∈ Z → n ≤ x < n + 1

[x − 2] = 1 → [x] − 2 = 1 → [x] = 3 → 3 ≤ x < 4

f (x) = x − 3 − (−x + 4) = 2x − 7

f(x)g(x)

2 + x − 17 = 2x − 7 → 2 − x − 10 = 0 Δ = 1 + 80 = 81x2 x2 − →−−−−−−
Δ = − 4acb2

→

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

x = = غ ق ق
1 + 9

4
5
2

x = = −2 غ ق ق
1 − 9

4
x3 ≤ x < 4

a < 0

y = a − (a + 2)x = x(ax − a − 2) = 0x2

⇒ ,x = 0 x =
a + 2
a

x = 0

a = 0y = −2x

x = ≥ 0 a + 2 ≤ 0 ⇒ a ≤ −2
a + 2
a

−→−
a<0

S = P + 2 ⇒ = + 2
−b

a

−c

a
−b = −c + 2a−→−

×a

⇒ c − b = 2a

a + bx − c = 0x2c(Δ > 0)P =
−c

a

if a = 1 ⇒ b 2 cباشد واحد بزرگتر از باید ⇒ { 7c = 3, 4, ⋯ , 9
b = 1, 2, ⋯ , 7

حالت

if a = 2 ⇒ b 4 c.باشد واحد بزرگتر از باید ⇒ { 5c = 5, 6, 7, 8, 9
b = 1, 2, 3, 4, 5

حالت
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در مجموع  حالت یا  معادله خواهیم داشت.  

نقطه به طول  ریشه تابع  است، بنابراین  میباشد. داریم:   49

 

بنابراین ضابطه تابع  به صورت   است. با توجه به این که  یک ریشه تابع  است، بنابراین میتوان گفت که چند جملهاي  بر 

، سایر عاملها (فاکتورها) را به دست میآوریم:  بخشپذیر است، با تقسیم  بر 

 

، لذا ریشههاي تابع  را به دست میآوریم. داریم:  ، عبارتند از  و  بنابراین دو عامل دیگر چند جملهاي 

 

بنابراین دو ریشهي دیگر تابع   است. 

توجه کنیم که در سطح دبیرستان روشی براي حل معادله ي درجه ي  مطرح نشده است و چنانچه دانش آموز با معادله ي درجه ي  روبرو شود پیشنهاد می کنیم که یکی از اعداد  را در
معادله چک کند. احتمالاً یکی از این اعداد یکی از ریشه هاي معادله است. 

معادله به صورت  است که در آن  و  است. از طرفی  است.    50

 

 پس معادله اي پیدا می کنیم که ریشه هاش  و  باشد:

 

 پس معادلۀ موردنظر به صورت  است: 

 

کافی است دو معادله را در یک دستگاه حل کنیم تا محل تلاقی به دست آید. دقت کنید  است.   51

     

 .  نکته: فاصلۀ هر نقطه با فرم  تا مبدأ مختصات برابر است با: 

 

 52

   

   

 

توجه: هرگاه  یکی از ریشه هاي معادلۀ  باشد، آنگاه تابع  بر  بخش پذیر است.    53

ابتدا با قرار دادن  در معادلۀ داده شده،  را می یابیم: 

 

پس معادله به صورت  می شود. حال با تقسیم معادله بر  آن را به شکل زیر بازنویسی می کنیم:  

 

if a = 3 ⇒ b 6 c.باشد واحد بزرگتر از باید ⇒ { 3c = 7, 8, 9
b = 1, 2, 3

حالت

if a = 4 ⇒⇒ b 8 c.باشد واحد بزرگتر از باید ⇒ { 1c = 9
b = 1

حالت

1616

x = 2ff(2) = 0

f(2) = 2 − 5 − (2) + m = 0 ⇒ m = 6(2)
3

(2)
2

ff(x) = 2 − 5 − x + 6x3 x2x = 2ff(x)(x − 2)

f(x)(x − 2)

f(x) = (x − 2)(2 − x − 3) = (x − 2)(2x − 3)(x + 1)x2

f(x)(x + 1)(2x − 3)f

f(x) = (x − 2)(2x − 3)(x + 1) = 0 ⇒ x = 2 یا x = یا x = −1
3
2

x = , x = −1, f
3
2

33−1, 0, 1

+ x = 5x2S = + = −1x1 x2P = x1x2x(x + 1) = 5

⇒ = , =
1
+ 1x1

x1

5
1
+ 1x2

x2

5
x

3
2

125

x
3
1

125
⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

= ( + ) = ( − 3SP) =S ′
1

125
x

3
1 x

3
2

1
125

S3 −16
125

= ( = = −P ′
1

56
x1x2)3 1

56
P 3 1

125

+ x − 1 = 0x2 16
125

⇒ 125 + 16x = 1x2

y ≥ 3
⎧
⎩⎨

2y = x2

x = −y + 3
− −−−−

√ y − 3
− −−−−

√
= y + 3 + y − 3 − 2− →−−

2 توان
x2 − 9y2

− −−−−
√ = 0− →−−

=2yx2
− 9y2

− −−−−
√ ⇒ y = ±3 y = 3−→−

y≥3
⇒ x = 6

−−
√

⇒ : A( , محل تلاقی(3 6
−−

√

A(x, y)+x2 y2
− −−−−−

√

d = =−→−
فاصلھ

( +6
−−

√ )2 32
− −−−−−−−−−

√ 15
−−

√

− x − 4 = 0 →x2
⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

+ = − = 1x1 x2
b

a

= = −4x1x2
c

a

= + + +Sجدید x
3
1

1
x2

x
3
2

1
x1

= + +x
3
1 x

3
2

+x1 x2

x1x2
= +( + − 3 ( + )x1 x2)3 x1x2 x1 x2  

−3PSS3

+x1 x2

x1x2
= 1 + 12 + =

1
−4

51
4

= ( + )( + )Pجدید x
3
1

1
x2

x
3
2

1
x1

= + + +x
3
1x

3
2 x

2
1 x

2
2

1
x1x2

= ( + +x1x2)3 ( + − 2x1 x2)2 x1x2  
−2PS2

1
x1x2

= −64 + 1 + 8 − = −
1
4

221
4

: − Sx + P = پس0 x2 → − x − = 0 → 4 − 51x − 221 = 0x2 51
4

221
4

x2

x = kP(x) = 0P(x)(x − k)

x = 2a

x(a − x − 5) = 2 2(4a − 2 − 5) = 2 ⇒ 4a − 7 = 1 ⇒ a = 2x2 −→−
x=2

2 − − 5x − 2 = 0x3 x2x − 2

2 − − 5x − 2 = 0 ⇒ (x − 2)(2 + 3x + 1) = 0x3 x2 x2
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می دانیم مجموع دو ریشۀ دیگر که ریشه هاي معادلۀ درجه دوم داخل پرانتز می باشند، برابر با   می شود. 

روش اول: هر نامعادله را جداگانه حل کرده و سپس از جواب ها اشتراك می گیریم.   54

          

    

از اشتراك   و  به جواب  می رسیم   

 روش دوم: تست را به روش عددگذاري حل می کنیم 

 

 55

اگر و  ریشه هاي معادلۀ  باشند، داریم:

 

با مرتب کردن معادلۀ داده شده به معادلۀ  می رسیم. بنابراین: 

هم چنین اگر  و  به ترتیب حاصل جمع و حاصل ضرب ریشه ها باشند، معادلۀ مورد نظر را می توان به صورت  نوشت. 

ریشه هاي معادلۀ  و  هستند، داریم: 

، این معادله به صورت  درمی آید و لذا  است. بنابراین معادلۀ متناظر به صورت  می باشد. با ضرب طرفین معادله در عدد 

روش اول:   56
نامعادله ي داده شده را به دو نامعادله تبدیل کرده و از جواب هاي آن ها اشتراك می گیریم. 

 

 

 

از اشتراك  و  به جواب  می رسیم. 

روش دوم: 
تست را به روش عددگذاري حل می کنیم. 

نادرست است (گزینه هاي دوم و سوم و چهارم حذف می شوند).  

 57

ها را در دو نقطه به طول منفی قطع می کند، یعنی معادلۀ زیر دو ریشۀ منفی دارد. پس باید سه شرط  (زیرا دو ریشه دارد) و   (ضرب دو عدد منفی، مثبت سهمی موردنظر محور 

است) و  (جمع دو عدد منفی، منفی است) را لحاظ کنیم.

−
3
2

> 1 → = > 0
x + 1

2x − 1
x + 1

2x − 1
1
1

→ > 0
x + 1 − 2x + 1

2x − 1
→ > 0

−x + 2
2x − 1

→
x −∞

−

1
2

ن +

2

0 −

+∞
→ < x < 2 (I)

1
2

< 3 → − < 0
x + 1

2x − 1
x + 1

2x − 1
3
1

→ < 0
x + 1 − 6x + 3

2x − 1
→ < 0 →

−5x + 4
2x − 1

x −∞

−

1
2

ن +

4
5

0 −

+∞
→ x < x > (II)

1
2

یا
4
5

III< x < 2
4
5

(0٫8 < x < 2)

x = 1٫5 1 < < 3 : →− →−−
نامعادلھ 2٫5

2
درست گزینھ ھای اول و دوم حذف می شوند

x = 1 1 < 2 < 3 : →− →−−
نامعادلھ

درست گزینۀ سوم حذف می شود

αβa + bx + c = 0x2

S = α + β = − , P = α ⋅ β =
b

a

c

a

2 − 3x − 1 = 0x2

S = α + β = , P = α ⋅ β = −
3
2

1
2

SP− Sx + P = 0x2

α ⋅ 8 + kx − 1 = 0β2 x2βα2

= β + α = αβ(α + β) = P ⋅ S = ⋅ (− ) = −S ′ α2 β2 3
2

1
2

3
4

= β × α = = (αβ = = (− = −P ′ α2 β2 α3β3 )3 P 3 1
2
)3 1

8

+ x − = 0x2 3
4

1
8

88 + 6x − 1 = 0x2k = 6

> −1 → + 1 > 0 → > 0 → > 0
3x + 1
x − 3

3x + 1
x − 3

3x + 1 + x − 3
x − 3

4x − 2
x − 3

→ → x < x > 3 (I)
x

> عبارت0

−∞

+

1
2
0 −

3

ن +

+∞ 1

2
یا

< 3 → − 3 < 0 → < 0 → < 0 → x − 3 < 0 → x < 3 (II)
3x + 1
x − 3

3x + 1
x − 3

3x + 1 − 3x + 9
x − 3

10
x − 3

IIIx <
1
2

x = 1 −1 < < 3 →− →−−
نامعادلھ 4

−2

xΔ > 0> 0
c

a

− < 0
b

a
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مجموعه هاي  و  هیچ اشتراکی ندارد.  

باید معادلۀ   داراي دو ریشۀ حقیقی مثبت باشد.   58

 59

اگر  و  ریشه هاي معادلۀ درجۀ دوم  باشند، آنگاه: 

 

 در اینگونه تست ها ابتدا با توجه به صورت سوال رابطه اي بین  و  می نویسیم و سپس یک رابطه ي دیگر بین  و  از خود معادله می یابیم:

 را درمعادله جاي گذاري می کنیم: 

 

اگر  و  ریشه هاي معادلۀ درجۀ دوم  باشند، آنگاه:   60

 

 می توانیم معادلۀ داده شده را حل کنیم و ریشه هاي آن را به سادگی به دست آوریم: 

 

اگر  و  ریشه هاي معادلۀ درجۀ دوم  باشند، آنگاه:   61

 

 با فرض این که  و  ریشه هاي معادله باشند، رابطۀ  بین آنها برقرار است. 

 62
براي حل معادلۀ دو مجذوري از تغییر متغیر استفاده می کنیم:

      

چون دو ریشه قرینۀ یکدیگرند پس جمع آنها صفر است و براي حاصلضرب داریم:

(m − 2) − 2(m + 1)x + 12 = 0x2

Δ = − 4ac > 0 ⇒ (−2(m + 1) − 4(m − 2)(12) > 0b2 )2

⇒ 4( + 2m + 1 − 12m + 24) > 0 ( − 10m + 25) > 0 → (m − 5 > 0m2 − →−−−−−−
4 طرفین تقسیم بر

m2 )2

⇒ m ∈ R − {5}

> 0 ⇒ > 0 ⇒ m − 2 > 0 → m > 2 (1)
c

a

12
m − 2

− < 0 ⇒ < 0 m + 1 < 0 ⇒ m < −1 (2)
b

a

2(m + 1)

m − 2
− →−−−
m−2>0

1 ∩ 2 → ∅

(1)(2)

2 − 4x + m − 3 = 0x2

Δ = − 4ac = 16 − 8(m − 3) = 40 − 8mb2

Δ > 0 ⇒ 40 − 8m > 0 ⇒ m < 5
ضرب دو ریشھ مثبت است ⇒ > 0 ⇒ m − 3 > 0 ⇒ m > 3c

a

جمع دو ریشھ مثبت است ⇒ − > 0 ⇒ 2 > 0b
a

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪

αβa + bx + c = 0x2

α + β = − , α ⋅ β =
b

a

c

a

x1x2x1x2

⇒ = 5
= 3 + 3 ⇒x1 x2

⎧
⎩⎨

− 3 = 3x1 x2

+ =x1 x2
17
3

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

− + 3 = −3x1 x2

+ =x1 x2
17
3

4 = ⇒ =x2
8
3

x2
2
3

¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄

x1

= 5x1

f(5) = 3(5 − 17(5) + m = 75 − 85 + m = 0)2 ⇒ m = 10

αβa + bx + c = 0x2

α ⋅ β = , α + β = −
c

a

b

a

5 + 3x = 2 ⇒ 5 + 3x − 2 = 0 ⇒ a + c = b ⇒x2 x2
⎧
⎩⎨

= α = −1x1

= β = =x2
−c

a

2
5
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⎧

⎩
⎨
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⎪⎪
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α2

=
1

β2
25
4

⎧

⎩
⎨
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⎪⎪⎪⎪

S = + = 1 + =
1
α2

1
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25
4
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4

P = × =
1
α2

1
β2

25
4

x2

− x + = 0 4 − 29x + 25 = 0 ⇒ k = 29x2 29
4

25
4

→
×4

x2

αβa + bx + c = 0x2

α + β = − , α ⋅ β =
b

a

c

a

x′x′′= + 5x′ x′′

2

− 8x + m = 0 ⇒x2
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
S = + = 8 ⇒ + 5 = 8 ⇒ = 3 ⇒ = 2 ⇒ = + 5 = 6x′ x′′ 3x′′

2
3x′′

2
x′′ x′ 2

2
P = = m ⇒ 6 × 2 = m ⇒ m = 12x′x′′

= tx2 ⇒ − 7t − 5 = 0t2 ⇒ Δ = − 4acb2 ⇒ Δ = 69
−−

√ ⇒ t =
7 ± 69

−−
√

2
=− →−−−

t= >0x2
x2

7 + 69
−−

√

2
⇒

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
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−−
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⎷
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توجه: چون  است بنابراین 

البته مجموعۀ نامعادله باید بازة  باشد نه  از طرفی مخرج کسر به ازاي  همواره مثبت است.    63

  

 در بازة  عبارت فوق، منفی است و براي آن که جواب نامعادلۀ  باشد در این بازه پرانتز اول نیز باید منفی باشد. در ضمن  ریشۀ این عبارت است.  

  

 این عبارت در بازة  همواره منفی است و قابل قبول است.  

 

 این عبارت در بازة  مثبت است و قابل  قبول نیست. بنابراین فقط  مورد قبول است. 

 64

  

 معادلۀ خط گذرنده از نقطۀ  و عرض از مبدأ  به صورت  است. 

        :تلاقی

    

 بنابراین این اندازه  برابر  است. 

65  براي این که عبارت درجه دوم  همواره مثبت باشد، باید  و  بنابراین داریم:

، یا  به دست می آید.  از اشتراك روابط  و  ،

می دانیم تابع درجه دوم  همواره بالاي محور  ها قرار دارد، اگر  و  باشد داریم:   66

 67

جرم کل رنگ ها  

با فرض اینکه با تبخیر شدن  کیلوگرم رنگ، غلظت رنگ به  می رسد، داریم:

کیلوگرم  

در معادلۀ اولیه  داریم:  و    68

   

 نکته: اگر  و  ریشه هاي یک معادلۀ درجۀ  باشند داریم: 

 

P = ⋅ = −x1 x2

7 + 69
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√
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⇒
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⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

s = 0
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√
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√
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∣
∣
∣
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∣
∣
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∣
∣
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M

2 − 1
2

1
2

= −− →−−−
y=x−1

y
M

1
2

S , M
∣

∣
∣

1
2

∣

∣

∣
∣
∣

1
2

−
1
2

→ SM = (1 − + (2 +
1
2

)2 1
2

)2
− −−−−−−−−−−−−−−−
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√
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√
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⎨
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⎪⎪⎪

⎪⎪⎪
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⎨
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پول علی را  و پول اکرم را  فرض می کنیم.   69

 

 بنابراین پول اکرم  تومان بوده است. 

البته می توانید از رابطۀ اول  را حساب کرده و در رابطۀ پایین قرار دهید که محاسبات وقت گیر و دشوار می شود.

: = ( + )( + از طرفی( P ′ x
3
1

1
x2

x
3
2

1
x1

= ( + +x1x2)3 x
2
1 x

2
2 = + − 2P +P 3 S2 1

P
= −64 + 1 + 8 − = −

1
4

221
4

: − − = در نھایت داریم0 x2 51
4

221
4

4 − 51x − 221 = 0−→−
×4

x2

xy

{
x + y = 100
(x − 10)(y + 10) = 475 = 5 × 95 → x = 15, y = 85

85

y = 100 − x

20

بی نام

معین کرمی

https://t.me/mrkonkori


1  

2  

3  

4  

5  

6  

7  

8  
9  

10  
11  
12  

13  

14  
15  

16  

17  
18  

19  

20  

21  

22  

23  

24  

25  
26  

27  

28  

29  
30  
31  

32  
33  

34  

35  

36  

37  

38  

39  

40  

41  

42  

43  

44  

45  

46  

47  
48  
49  

50  
51  

52  

53  

54  

55  

56  

57  

58  

59  

60  

61  

62  

63  

64  
65  
66  
67  

68  
69  

21

https://t.me/mrkonkori


معین کرمی

، بالاتر از نمودار تابع  است. طول نقطه ي وسط این بازه کدام است؟ ، نمودار تابع  در بازه ي   1(a, b)y = − − x +x
2 1

2
9
2

y = 2x + |x|

−2−1٫5−1−0٫5

مجموعۀ جواب نامعادلۀ  ، به صورت کدام بازه ها است؟  22x + 1 − |x − 2| > + 1∣∣x
2 ∣∣

(−2, 1)(−1, 1)(−1, 2)(1, 2)

مجموعه ي جواب نامعادله ي  ، به صورت کدام بازه  است؟ (با تغییر)  3

  

> 1
∣

∣
∣

2 − x

2x − 3
∣

∣
∣

(1, )
3
2

(1, ) ∪ ( , )
3
2

3
2

5
3

(1, )
5
3

( , 2)
5
3

، کدام است؟ مجموع جواب هاي معادلۀ   4|2x − 1| + |x + 2| = 3

−
2
3

2
3

14
3

اگر   و   باشند، مساحت ناحیه ي محدود به نمودار تابع  و خط به معادله ي  کدام است؟  5f(x) = + xx2g(x) = 4x + 1
− −−−−−

√gofy = 3

344٫56

، کدام است؟ مساحت ناحیۀ محدود به نمودارهاي دو تابع  و   6y = − 4x + 4x
2

− −−−−−−−−−
√y = x + 2

1
2

891012

مساحت ناحیه ي محدود به نمودارهاي دو تابع  و  ، کدام است؟  7y = x + |x|y = 2 − |x|

27
3

8
3

3

، به صورت کدام بازه است؟ مجموعه جواب نامعادله ي   8− 2x < |x − 2|x2

(−1, 1)(−1, 2)(0, 2)(1, 2)

، کدام است؟ ، نمودار تابع با ضابطۀ  در زیر خط  واقع است. بیش ترین مقدار  در بازة   9(a, b)y = |2 − 4|x2y = 2xb − a

1234

مساحت ناحیه ي  محدود به نمودارهاي دو تابع   و  ، کدام است؟  10y = |x| − xy = 2 − x
3
2

8
3

416
3

6

مساحت ناحیه ي محدود به نمودار تابع  و محور  ها و دو خط  ,  کدام است؟  11

 

f(x) = |2x − 1|xx = −1x = 1

325
2

3
2

مجموعه جواب نامعادله ي  به کدام صورت است؟  12x + |x| ≤ x + 31
2

[−4, 2][−6, 8][−6, 2][−2, 6]

1
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، کدام است؟ ، نمودار تابع  بالاتر از نمودار تابع  است. بیشترین مقدار  در بازة   13(a, b)y = (x − 1)2y = 4x4b − a

1
3
2

2
5
2

اگر رابطه ي  به رابطه ي تساوي تبدیل شود الزاماً سه عدد غیر صفر  چگونه اند؟  14

منفی مثبت هم علامت مساوي هم

|x + y + z| ≤ |x| + |y| + |z|x, y, z

مجموعه جواب دستگاه نامعادلات  کدام است؟  15{ |x| < 2
(2x − 1) < |x|

{x : −1 < x < 1}{x : −2 < x < 2}{x : 0 < x < 2}{x : −2 < x < 1}

، کدام است؟ نمودارهاي دو تابع  و  در دو نقطۀ  و  متقاطع هستند. اندازة پاره خط   16y = |x − 2| + |x + 1|y = x + 7ABAB

8 2
−−

√121310 2
−−

√

، در کدام بازه قابل تعریف است؟ ([ ]، نماد جزء صحیح است.) تابع   17f(x) =
1

[cos πx]

[0, 1](0, 1)( , )
1
2

3
2

(− , )
1
2

1
2

اگر جزء صحیح  برابر  باشد، آن گاه  کدام است؟  18( + x)x
2−1[ ]x

20

−1012

، حاصل   کدام است؟ ([ ]، نماد جزء صحیح است.) براي هر عدد طبیعی   19n > 2[ ]− 2[ ]4 − 3n + 1n2
− −−−−−−−−−−

√ − 2nn2
− −−−−−−

√

1234

اگر  باشد، حاصل  کدام است؟  20+ x < 0x2[x] + [ ] + [ ] + [ ]x2 x3 x4

−2−101

نمودار تابع  از  پاره خط مساوي به اندازه ي  تشکیل شده است. دو تایی مرتب  کدام است؟  21y = x − [x] ; x ∈ [−2, 3)nl(n, l)

(4, 1)(4, )2
−−

√(5, 1)(5, )2
−−

√

نمودار تابع  از چند پاره خط مساوي هم، تشکیل شده است؟ ([ ]، نماد جزء صحیح است.)  22y = 2[ ] + 1 ; x ∈ [−2, 6)
x

2
3456

، روي بازه ي  از چند پاره خط تشکیل شده است؟ ([ ]، نماد جزء صحیح است.) نمودار تابع   23y = [ ]x
2

x ∈ (−2, 2)

4567

، مجموعه ي مقادیر  کدام است؟ ([]، نماد جزء صحیح است.) اگر   24f (x) = [x]f (x − f (x))

{0}{1}{0, 1}{−1, 0, 1}

، مقدار  کدام است؟ ([ ]، نماد جزء صحیح است.) در تابع با ضابطۀ   25f(x) = − 2[x]x2f(− f( ))
1
2

3
−−

√

1٫752٫252٫52٫75

2
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نمودار تابع  به ازاي  کدام است؟  26

            

y = 2|[3x]| − 1− ≤ x <
1
2

1
2

، از دو نقطه ي  و  بگذرد، کدام است؟ اگر نمودار تابع   27f(x) = a − 1(b)x
A(− , )

1
2

1
2

B(1, 11)f(−1)

−
3
4

−
1
2

−
1
4

3
4

اگر  باشد،  کدام است؟  28log 5 = 3klog 1٫6
−−−

√3

1 − 4k2 − 5k1 − 2k1 − k

، کدام است؟ از معادله ي لگاریتمی  ، مقدار لگاریتم  در پایه ي   29− = 1log3
(2 +1)x2

log3
(x+2)(2x − 1)8

−
2
3

−
1
2

1
2

2
3

1
2

2 x

y شکل زیر، نمودار تابع  است. این منحنی خط  را با کدام طول، قطع می کند؟  30y = −1 + log(2x+a)
b

y = 1

45

67

، مقدار لگاریتم  در پایۀ  کدام است؟ از تساوي   31( + 4) = 1 +logx x2 log5
xx2

−1
1
2

3
2

2

اگر  باشد، حاصل   کدام است؟  32log 2 = klog(6 − 2 ) + 2 log(1 + )5
−−

√ 5
−−

√

2 + 4k4k1 + k2k

y

x_1

شکل روبه رو، نمودار تابع  است.  کدام است؟  33y = log
U(x)
2U(x)

x + 1(x + 1)−1

x − 11 − x

، لگاریتم  در پایه ي  کدام است؟ از دو معادله ي  و   34x + y = 2log3 log3+ = 46x2 y2(x + y)4

1٫5232٫5

، عدد  کدام است؟ اگر   35=
⎛

⎝
⎜ 4 32√

2 8√

⎞

⎠
⎟

2

2A
A

8168 2
−−

√12 2
−−

√

3
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، کوچک ترین عدد  با دو رقم اعشاري کدام است؟ اگر  و   36< 0٫0000012−xlog 2 = 0٫301x

19٫8919٫9119٫9419٫97

فاصله ي نقطه ي تلاقی دو منحنی به معادلات   و  ، از نقطه ي  کدام است؟  37y = 2x
y = + 4( )2

−−
√

x+1
A(0, 4)

2345

، مقدار  کدام است؟ از دو معادلۀ دو مجهولی  و   38= 9 ×32x+y 3x−ylog(x + 2y) = 1 + log yx

1٫21٫41٫51٫6

، نمودار تابع  را در دو نقطه به طول هاي  و  قطع می کند.  نمودار یک تابع به صورت   39

کدام است؟

f(x) = −2 + (
1
2

)Ax+Bg(x) = − xx212f(3)

3456

، کدام است؟ ، مقدار لگاریتم  در پایۀ  از دو معادلۀ   40− = 32, = 1 +x2 y2 logx
2 logy+1

2(x + y)4

1
2

3
4

3
2

2

، آنگاه لگاریتم  در پایه ي  کدام است؟ اگر   41log 3 + log = log(813
−−

√4 )k5
k

2

2345

اگر  آنگاه  کدام است؟  42=loga
b

3
2

logab
2

b√

4567

اگر  باشد لگاریتم عدد  در پایه ي  کدام است؟  43log + log(x + 1) = 1
2
x

x8

−
2
3

−
1
3

1
3

2
3

از معادلات  و  مقدار  کدام است؟  44× = 42x 8ylog x = log 2 + log yx

2
5

3
4

3
5

4
5

اگر لگاریتم  در پایه ي  برابر  باشد آنگاه لگاریتم  در پایه ي  کدام است؟  45

  

a3
−−

√4
3

( + 7)a
38

2
3

4
3

2
−−

√3
2

اگر  باشد، لگاریتم  در پایۀ  کدام است؟  46= 24a 2
−−

√(4a + 1)4

12
−−

√2
3
2

، مقدار  کدام است؟ از دو معادله ي  و   47+ = 724x 2xlog(x + 1) + log(2y + ) = 2x2y

6789

اگر  باشد،  کدام است؟  48=3 −2x2
81x

log
(x−2)
6

1
4

1
3

1
2

2
3

4
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، کدام است؟ از معادله ي  لگاریتمی  ، مقدار لگاریتم   در پایه  ي   49log( − x − 6) − log(x − 3) = log(2x − 5)x2x + 1
− −−−−

√34

1
3

1
2

2
3

1

، مقدار  کدام است؟ از دو معادله ي دو مجهولی  و   50× = 12x−7 4x+ylog y = 2 log 3 + log xy

1234

اگر  و  باشد مقدار  کدام است؟  514 =2
−−

√ 4x1 + log = log yx + 1
− −−−−

√y

7٫512٫51525

نمودار هاي دو تابع   و  در نقطه ي  متقاطع اند. فاصله ي نقطه ي  از نقطه ي  کدام است؟  52y = (
3−−√

3
)2xy = +3x 8

3
AA(−1, 1)

12
−−

√25
−−

√

، کدام است؟ نمودارهاي دو تابع  و  در نقطه ي  متقاطع اند. فاصله ي نقطه ي  تا نقطه ي  53f(x) = 4x
g(x) = ( +

1
2

)2x 3
2

AA(− , 1)
1
2

12
−−

√25
−−

√

اگر  باشد، عدد  کدام است؟  54= αlog12
24α−2

9
2

6918

اگر  باشد،  کدام است؟  55(0٫4 =)2x−1 ( )125
8

x2

log(9x+1)
8

2
3

3
4

4
3

3
2

، نمودار تابع  را در دو نقطه به طول هاي  و  قطع می کند. عرض نقطۀ تلاقی تابع  با نمودار یک تابع به صورت   56

محور  ها، کدام است؟

f(x) = 3Ax+B
y = x

213f

y

1
27

1
9

1
3

3
−−

√

، مقدار  کدام است؟ از معادله ي لگاریتمی   572 log x = 1 + log(x + )
12
5

log
(2x+1)
5

−11
2

12

اگر  و  ریشه هاي معادله ي  باشند، حاصل  کدام است؟  58ab− 10x + 0٫1 = 0x
2log a + log b − log(a + b)

−2−101

، کدام است؟ ، مقدار لگاریتم  در پایه ي  از تساوي   59= 2 −log3x+8
x logx−6

xx4

1
2

2
3

3
2

2

، مقدار  کدام است؟ از دو معادله ي  و   60log(y + 2) = 1log(y − x) + log(4x + y) = 2x

1234

، از دو نقطه ي  و  می گذرد،  کدام است؟ تابع با ضابطه ي   61f(x) = a + log2
(3x+b)2

(5, 11)(21, 15)a

1234

5
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از معادله ي  مقدار  کدام است؟  62log(2x − 1) + log(x + 3) = log 30 − log 2xlog8

−
1
2

1
3

2
3

3
2

تابع با ضابطه ي  ، از دو نقطه ي  و   می گذرد.  کدام است؟  63f(x) = a + log
(bx−4)
2(2, 6)(12, 10)a

3456

y

x2
1

_6

، کدام است؟ شکل زیر، نمودار تابع با ضابطۀ  است.   64f(x) = −9 + (
1
3

)ax+bf(2)

234

108

72

18

مقدار  گرم از عنصري موجود است. اگر عنصر مورد نظر در هر مدت زمان  روزه،  جرم باقی مانده را از دست بدهد، پس از چند روز   65

 گرم از آن عنصر، باقی می ماند؟ 

24301
10

8(log 3 = 0٫48)

360300270240

از تساوي  ، مقدار لگاریتم  در مبناي  کدام است؟  66log(2x − 1) + log = log 3
1
2

x
2x

3
4

−
1
2

−
1
4

1
4

1
3

، نمودار تابع  را در دو نقطه به طول هاي  و  قطع می کند. عرض نقطۀ تلاقی تابع  با نمودار یک تابع به صورت   67

محور  ها، کدام است؟

f(x) = 3Ax+B
g(x) = x

213f

y

1
27

1
9

1
3

3
−−

√

در ظرفی  لیتر محلول قرار دارد. هر روز  لیتر از محلول را برداشته و به جاي آن آب خالص اضافه می کنیم. پس از چند روز غلظت آن   68

غلظت اولیه می شود؟ 

10041
3

(log 2 = 0٫3 , log 3 = 0٫48)

20243032

 

1
3 _2

_ x

y
، کدام است؟ شکل زیر، نمودار تابع با ضابطۀ  است.   69f(x) = −4 + 2ax+b

f(− )
5
3

5460

4828

، کدام است؟ اگر باشد، مقدار   70= 0٫8log3
4log6

12

13
18

8
11

3
4

7
9

نمودارهاي دو تابع  و  نسبت به هم چگونه اند؟  71

فقط در یک نقطه متقاطع منطبق اند  بالاتر بالاتر

f(x) = log
1
x

2g(x) = logx
1
2

f(x)g(x)

6

بی نام
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، کدام است؟ ، آن گاه  اگر   72=log2
3

5
8

log8
18

15
22

5
7

8
11

3
4

حاصل عبارت  کدام است؟  73( +log
(3)
21 )2 log

(147)
21 log

(1323)
21

1234

، نمودار تابع  را در دو نقطه به طول هاي  و  قطع می کند.  کدام نمودار یک تابع به صورت   74

است؟

f(x) = −2 + (
1
2

)Ax+By = − xx212f(3)

3456

نمودار معکوس تابع  کدام است؟(با تغییر)  75y = 1 + 3x

یک قایق کاملاً بادي، روزانه  درصد بادش را از دست می دهد. باد این قایق پس از چند روز، به نصف باد روز اول می رسد؟    76

( ) 

5

log 19 = 1٫287, log 2 = 0٫301

1718٫521٫525

دامنۀ تغییرات تابع  کدام است؟  77f(x) = log6
1

6 + − |x||x|
−−√

(−9, 9)(−4, 9)(4, 9)(−4, 4)

دامنۀ تابع با ضابطۀ  کدام است؟  78f(x) =
( − x − 2)log4 x2

+ 1− 1x2
− −−−−

√

(−∞, −1) ∪ (2, +∞)(−1, 2)(−∞, −2) ∪ (1, +∞)(−2, 1)

ها  واحد در جهت منفی انتقال می دهیم. منحنی حاصل، ها در جهت منفی و سپس در امتداد محور  تابع  را  واحد در امتداد   79

ها را با کدام طول قطع می کند؟ محور 

y = 2x+|x|3xy2

x

−
5
2

−
3
2

5
2

7
2

اگر تساوي به ازاي  برقرار باشد کدام تساوي درست است؟  80−2 = 1logy
x logx

yx, y > 1

y = x2y = x3y = x−−√xy = 2

نمودار تابع  کدام است؟  81

             

f(x) = 9logx
3

جمعیت شهري با نرخ زوال یک درصد در سال، کم می شود. با این روند با گذشت چند سال جمعیت این شهر، نصف جمعیت فعلی آن می شود؟   82

(log 99 = 1٫995 , log 2 = 0٫3)

50606472

7
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، کدام است؟ ، مقدار لگاریتم  در پایهْ  از رابطهْ   83log(x + 2) + log(2x − 1) = log(4x + 1)(2x + 5)4

0٫50٫751٫251٫5

کدام است؟ 84f(x)  تابع با ضابطه ي  ، از دو نقطه ي   و   می گذرد.  = a + (bx − 4)log2(2, 6)(12, 10)a

3456

، کدام است؟ ، مقدار لگاریتم  در پایۀ  از رابطۀ   85log(2x − 5) + log(x + 1) = log(4x − 1)(2x + 1)3

1−11٫52

، مقدار  برابر  باشد، مقدار  کدام است؟ اگر در معادلۀ   862 a + = 2logx loga x
−−

√x9a

1
9

1
3

39

8
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براي این منظور باید نامعادله ي  را حل می کنیم.   1

از اجتماع  و  به جواب  می رسیم که طول نقطه ي وسط بازه  است. 

 2
روش اول: 

 

 

    

     

از اجتماع جواب هاي  و  به جواب   یا   می رسیم. 
روش دوم: 

، عدد صفر قرار می دهیم.  در نامعادلۀ داده شده به جاي 

 

و که همگی شامل صفر هستند حذف می شوند و گزینۀ چهارم، جواب صحیح است.  و به نتیجۀ غلطی رسیدیم، پس گزینه هاي 

می دانیم که  است.   3

ولی دقت کنید که  مخرج کسر را صفر می کند و از مجموعه ي جواب باید حذف شود و جواب به صورت  در می آید.

 4

 ریشه هاي داخل قدرمطلق ها  و  هستند.

   

   

− − x + > 2x + |x|x2 1
2

9
2

x ≥ 0 → − − x + > 2x + x → + x − < 0x2 1
2

9
2

x2 7
2

9
2

→
x

عبارت < 0

−∞

+

−
9
2

0 −

1

0 +

+∞

→ < x < 1 0 ≤ x < 1 (I)
−9
2

− →−−−−−
اشتراک با شرط

x < 0 → − − x + > 2x − x → + x − < 0x2 1
2

9
2

x2 3
2

9
2

→
x

عبارت < 0

−∞

+

−3

0 −

3
2
0 +

+∞

→ −3 < x < −3 < x < 0 (II)
3
2

− →−−−−−
اشتراک با شرط

III−3 < x < 1= −1
−3 + 1

2

2x + 1 − |x − 2| > | |+ 1x2
  

+

→ 2x + 1 − |x − 2| > + 1x2

x ≥ 2 : 2x + 1 − (x − 2) > + 1x2 → 2x + 1 − x + 2 > + 1x2 → − x − 2 < 0 → (x − 2)(x + 1) < 0x2 −1 < x < 2− →−−−−
تعیین علامت

∅ (I)− →−−−−−
اشتراک با شرط

x < 2 : 2x + 1 − (−x + 2) > + 1x2 → 2x + 1 + x − 2 > + 1x2 → − 3x + 2 < 0x2 → (x − 1)(x − 2) < 0 1 < x < 2− →−−−−
تعیین علامت

1 < x < 2 (II)− →−−−−−
اشتراک با شرط

III1 < x < 2x ∈ (1, 2)

x

x = 0 → 0 + 1 − 2 > 1 → −1 > 1

123

=
∣

∣
∣
f

g

∣

∣
∣

|f |

|g|

> 1 → |2 − x| > |2x − 3| 4 + − 4x > 4 + 9 − 12x
|2 − x|

|2x − 3|
−→−

توان2
x2 x2

→ 3 − 8x + 5 < 0 1 < x <x2
− →−−−−

تعیین علامت 5
3

x =
3
2

(1, ) ∪ ( , )
3
2

3
2

5
3

x = −2x =
1
2

x

2x − 1
x + 2

−∞

−

−

−2

0
−

+

1
2
0 +

+

+∞

x < −2 ⇒ −2x + 1 − x − 2 = 3 ⇒ −3x = 4 ⇒ x = −
4
3

غ ق ق

−2 ≤ x ≤
1
2

⇒ −2x + 1 + x + 2 = 3 ⇒ −x = 0 ⇒ x = 0 ق ق

9
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y

x

y= xx +

1

2
_

y =0

   

 5

1

__

2

_

_

_

_

1

1
2

3
y= +2x 1

y = 3

_

____

 

دقت کنید که نقاطی به طولهاي  و  از تلاقی تابع  با خط  بدست آمده اند. 

دو تابع  و  را رسم می کنیم.   6

نقطۀ  محل برخورد شاخۀ  با خط  است: 

 

پس مساحت مثلث   (سطح محصور بین دو نمودار) برابر است با:  

 

 

 7

 

y

x

y = x_

y

x

2

_

_ _

22_

y = x_2

 

x >
1
2

⇒ 2x − 1 + x + 2 = 3 ⇒ 3x = 2 ⇒ x =
2
3

ق ق 

= 0 + مجموع جواب ھا=
2
3

2
3

gof(x) = g (f(x)) = = = = |2x + 1|4( + x) + 1x2
− −−−−−−−−−−

√ 4 + 4x + 1x2
− −−−−−−−−−−

√ (2x + 1)
2− −−−−−−−

√

S = = = 4٫5
3 × 3

2
9
2

x = 1x = −2y = |2x + 1|y = 3

|2x + 1| = 3 → { 2x + 1 = 3 → 2x = 2 → x = 1
2x + 1 = −3 → 2x = −4 → x = −2

y = = = |x − 2|− 4x + 4x2
− −−−−−−−−−

√ (x − 2)2
− −−−−−−

√y = x + 2
1
2

Cy = x − 2y = x + 2
1
2

x + 2 = x − 2 ⇒ x = 8 , y = 6
1
2

⇒ C
∣

∣
∣

8
6

ABC

= −S
ABC

Δ S
BDC

Δ S
ABD

Δ

= ( BD × ) − ( BD × ) = BD( − )
1
2

yc

1
2

yA

1
2

yC yA

= (2 − 4)(6 − 2) = 12
1
2

y = x + |x| →
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
x ≥ 0 → y = x + x → y = 2x, A B

∣

∣
∣

0
0

∣

∣
∣

1
2

x < 0 → y = x − x → y = 0

y = 2 − |x| →

10
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، کافی است که خط   و   را با  حال، کافی است این دو شکل را با هم رسم کنیم. براي پیدا کردن طول نقطه 
هم تلاقی دهیم. 

y

x

y= x

1

2

_
A

_
_

22_

s1
s2

2

y=0
y= x_2

روش اول :   8
قدرمطلق را تعیین علامت می کنیم: 

 

روش دوم:  
نامعادله را به روش عدد  گذاري حل می کنیم. 

درست است( گزینه هاي  و  حذف می شوند)  

درست است ( گزینه ي  حذف می شود) 

هستند.  روش اول: باید نامعادلۀ  را حل کنیم می دانیم که ریشه هاي داخل قدرمطلق   9

    

    

   

 

از اجتماع جواب هاي بدست آمده به جواب  می رسیم بنابراین  است. 

روش دوم: تابع  و  را رسم کرده و مشخص می کنیم در چه بازه اي تابع  زیر تابع  قرار دارد. 

2 2

a
b

x=y
2x=y 2_2

1

x

y  

 براي این منظور باید نقاط  را پیدا کنیم. 

 

بنابراین جواب مسأله بازة  است و  است. 

 10

Ay = 2xy = 2 − x

2x = 2 − x → 3x = 2 → =xA

2
3

= = 2 , = = → = 2 + =S1
2 × 2

2
S2

× 22
3

2
2
3

Sکل
2
3

8
3

x ≥ 2 ⇒ − 2x < x − 2 ⇒ − 3x + 2 < 0 ⇒ (x − 1)(x − 2) < 0x2 x2

1 < x < 2 ∅ (I)− →−−−−
تعیین علامت

− →−−−−−
اشتراک با شرط

x < 2 ⇒ − 2x < −x + 2 ⇒ − x − 2 < 0 ⇒ (x − 2)(x + 1) < 0x2 x2

−1 < x < 2 −1 < x < 2 (II)− →−−−−
تعیین علامت

− →−−−−−
اشتراک با شرط

(I) ∪ (II) : −1 < x < 2

34x = 0 0 < 2− →−−
نامعادلھ

1x = 1 −1 < 1− →−−
 نامعادلھ

|2 − 4| < 2xx2± 2
−−

√

x < − : 2 − 4 < 2x2
−−

√ x2 → 2 − 2x − 4 < 0 → − x − 2 < 0x2 x2 → (x − 2)(x + 1) < 0 −1 < x < 2− →−−−−
تعیین علامت

∅− →−−−−−
اشتراک با شرط

− ≤ x ≤ : −2 + 4 < 2x → 2 + 2x − 4 > 02
−−

√ 2
−−

√ x2 x2 → + x − 2 > 0x2 → (x + 2)(x − 1) > 0

x < −2 x > 1− →−−−−
تعیین علامت

یا 1 < x <− →−−−−−
اشتراک با شرط

2
−−

√

x > : 2 − 4 < 2x2
−−

√ x2 → 2 − 2x − 4 < 0 → − x − 2 < 0x2 x2 → (x − 2)(x + 1) < 0

−1 < x < 2− →−−−−
تعیین علامت

< x < 2− →−−−−−
اشتراک با شرط

2
−−

√

x ∈ (1, 2)b − a = 1

y = |2 − 4|x2y = 2xy = |2 − 4|x2y = 2x

|2 − 4| < 2x → |2( − 2)| < 2x → | − 2| < xx2 x2 x2

a, b

| − 2| = x →x2

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

− 2 = x → − x − 2 = 0 → (x − 2)(x + 1) = 0 → {x2 x2 x=2 b

x=−1غ ق ق

− 2 = −x → + x − 2 = 0 → (x + 2)(x − 1) = 0 → {x2 x2 x=−2غ ق ق
x=1 a

(1, 2)b − a = 1

y = |x| − x = { = {x − x

−x − x

x ≥ 0
x < 0

0
−2x

x ≥ 0
x < 0

11
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خط افقی  را به شرط   و خط   با شرط   رسم می کنیم. براي رسم خط   دو نقطه ي دلخواه    و    را روي آن در نظر می گیریم و براي رسم

خط  دو نقطه ي دلخواه    و      را روي آن در نظر   

می گیریم. 

  

8

2

4_ 4
3

y=2_ 3
2 x

8

y= 2x_
 

دقت کنید براي پیدا کردن محل برخورد دو خط به معادلات   و  ، آنها را تلاقی می دهیم. 

 

و  بدست آمده را در معادلات یکی از دو خط، قرار دهیم، عرض نقطه ي تلاقی  می شود.

نمودار تابع داده شده را رسم می کنیم.   11

  

y = x

S2
S1

2

2
1 1

3

-1

3
-1

1

داخل قدرمطلق را تعیین علامت می کنیم.  12

از اجتماع جواب هاي  و  به جواب  یا  می رسیم.

باید نامعادلۀ  را حل کنیم.   13

    

     

    

از اجتماع  و  به جواب  می رسیم و بیش ترین مقدار  برابر  است.

نامساوي مثلثی براي  عدد وقتی به تساوي تبدیل می شود که همگی هم علامت باشند.   14

y = 0x ≥ 0y = −2xx < 0y = −2x
∣

∣
∣
−1
2

∣

∣
∣

0
0

y = 2 − x
3
2

∣

∣
∣

0
2

∣

∣

∣
∣

4
3

0

⇒ S = =
8 ×

4
3

2
16
3

y = −2xy = 2 − x
3
2

2 − x = −2x 4 − 3x = −4x → x = −4
3
2

−→−
×2

x8

→ → = + =

= =S1

× 3
3
2

2
9
4

= =S2

× 1
1
2

2
1
4

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

Sکل
9
4

1
4

5
2

x ≥ 0 → x + x ≤ x + 3 → 2x ≤ x + 3 → 4x ≤ x + 6
1
2

1
2

→ 3x ≤ 6 → x ≤ 2 0 ≤ x ≤ 2(I)− →−−−−−
اشتراک با شرط

x < 0 → x − x ≤ x + 3 → 0 ≤ x + 3 → 0 ≤ x + 6
1
2

1
2

→ x ≥ −6 −6 ≤ x < 0 (II)− →−−−−−
اشتراک با شرط

III−6 ≤ x ≤ 2x ∈ [−6, 2]

(x − 1 > 4)2 x4

(x − 1 > 4)2 x4 → >(x − 1)2
− −−−−−−

√ 4x4
−−−

√ → |x − 1| > 2x2

x ≥ 1 : x − 1 > 2x2 → 2 − x + 1 < 0x2
∅− →−−−−−

ھمواره مثبت

a>0,Δ<0
∅ (I)− →−−−−−−

اشتراک با شرط

x < 1 : −x + 1 > 2x2 → 2 + x − 1 < 0x2 →
x −∞ − 1 + ∞

1
2

+ 0 − 0 +

→ −1 < x <
1
2

−1 < x < (II)− →−−−−−−
اشتراک با شرط 1

2

IIIx ∈ (−1, )
1
2

b − a− (−1) =
1
2

3
2

n

| + + + ⋯ + | ≤ | | + | | + | | + ⋯ + | |x1 x2 x3 xn x1 x2 x3 xn

12
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 15
روش اول:

از اشتراك روابط  و به جواب  می رسیم.
روش دوم: 

تست را به روش عدد گذاري حل می کنیم. 

    گزینه هاي  و  که شامل  می باشند حذف می شوند.    

 

گزینه  شامل  نمی باشد حذف می شود.   

تابع  یک تابع گلدانی است که به ازاي  اکیداً نزولی و به ازاي  اکیداً صعودي و در فاصلۀ  ثابت است.   16

= xy +2
A

B

_ 1

= xy +2 1

= xy +7

y

x
 

 

    

 

       

     :پس

 17

بازه اي را قبول می کنیم که در آن،  در رابطۀ  صدق نکند. 

3 π
2

π
2

10 (2 π (

 

 با توجه به دایره ي مثلثاتی   

این بازه ریشه هاي مخرج هستند و می دانیم که در توابع کسري یعنی ریشه هاي مخرج نباید در دامنۀ تابع باشند با توجه به گزینه ها، در گزینۀ  ریشه هاي مخرج وجود ندارد.

 18

روش اول:  19

| + + ⋯ + | = | | + | | + ⋯ + | |− →−−−−−−−−
ھمگی ھم علامت باشند

x1 x2 xn x1 x2 xn

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

|x| < 2 ⇒ −2 < x < 2 (1)

(2x − 1) < |x| ⇒ x < 1 (2)

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

x ≥ 0 : 2x − 1 < x ⇒ x < 1 0 ≤ x < 1− →−−−−−
اشتراک با شرط

x < 0 : 2x − 1 < −x ⇒ 3x < 1 ⇒ x < x < 01
3

− →−−−−−
اشتراک با شرط − →−

اجتماع

12−2 < x < 1

23x = 1x = 1 → { →
1 < 2 ✓

2 − 1 < 1 ×

1x = −1x = −1 → { →
1 < 2 ✓

−2 − 1 < 1 ✓

y = |x − 2| + |x + 1|x < −1x > 2−1 ≤ x ≤ 2

x < −1 : y = −x + 2 − x − 1 → y = −2x + 1

−1 ≤ x ≤ 2 : y = −x + 2 + x + 1 → y = 3

x > 2 : y = x − 2 + x + 1 → y = 2x − 1

{ y = 2x − 1
y = x + 7

→ x = 8 , y = 15 → A
∣

∣
∣

8
15

, { y = −2x + 1
y = x + 7

→ x = −2 , y = 5 → B
∣

∣
∣
−2
5

AB = (8 + 2 + (15 − 5)2 )2
− −−−−−−−−−−−−−−−

√ = 100 + 100
− −−−−−−−−

√ = = 10200
− −−

√ 2
−−

√

[cos πx] = 0 ⇒ 0 ≤ cos πx < 1

cos πx0 ≤ cos πx < 1

⇒ ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

0 < πx ≤
π

2

≤ πx < 2π
3π

2

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

0 < x ≤
1
2

≤ x < 2
3
2

0 ≤ cos πx < 1⇒

3

[ + x] = −1 ⇒ −1 ≤ + x < 0x2 x2

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

+ x < 0 ⇒ x(x + 1) < 0 −1 < x < 0x2 − →−−−−
تعیین علامت

− 1 ≤ + x ⇒ + x + 1 ≥ 0 x ∈ Rx2 x2 − →−−−−−
ھمواره مثبت

a>0 , Δ<0

−1 < x < 0− →−−
اشتراک

−1 < x < 0 0 < < 1 ⇒ [ ] = 0− →−−
 توان20

x20 x20
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روش دوم: کافی است یک عدد طبیعی بزرگ تر از  مثلاً  را قرار دهیم. 

 

اگر  باشد، نتیجه می گیریم که  است.    20

حال براي تعیین حاصل  کافی است حدود عبارت هاي داخل جزء صحیح را مشخص کنیم. داریم: 

 21

،   پاره خط به اندازه ي  وجود دارد.   نمودار تابع  به صورت زیر است واضح است در فاصله ي 

اینگونه توابع به توابع دندان اره اي معروف هستند. 
توجه: 

 

 22

کافی است تعداد پاره خط هاي تابع  را در بازه  به دست آوریم زیرا ضریب پشت جزء صحیح و عدد  تأثیري روي تعداد پاره خط ها ندارند براي این که ضریب، عرض ها را دو

برابر کرده و عدد یک، شکل را یک واحد بالا می برد. 

 توجه کنید در تابع  اگر  باشد پلکان صعودي و طول هر پله  و ارتفاع پله ها یک واحد است. 

  
-1

-2 1
2

4 6

y

x

 23

، از   پاره خط تشکیل شده است.  همان طور که مشاهده می کنید، تابع  روي بازه ي 

=y 0
=y 1
=y 2
=y 3
=y 4

22-

< 4 − 3n + 1 < → 2n − 1 < < 2n ⇒ [ ] = 2n − 14 − 4n + 1n2
  

(2n−1)2

n2 4n2
 
(2n)2

4 − 3n + 1n2
− −−−−−−−−−−

√ 4 − 3n + 1n2
− −−−−−−−−−−

√

< − 2n < → n − 2 < < n − 1 ⇒ [ ] = n − 2− 4n + 4n2
  

(n−2) 2

n2 − 2n + 1n2
  

(n−1) 2

− 2nn2
− −−−−−−

√ − 2nn2
− −−−−−−

√

[ ] − 2 [ ] = (2n − 1) − 2(n − 2) = 34 − 3n + 1n2
− −−−−−−−−−−

√ − 2nn2
− −−−−−−

√

2n = 3

n = 3 → [ ] − 2 [ ] = [ ] − 2[ ] = 5 − 2(1) = 336 − 9 + 1
− −−−−−−−−

√ 9 − 6
− −−−−

√ 28
−−

√
  

5٫⋯

3
−−

√
 
1٫⋯

+ x < 0x2−1 < x < 0

+ x < 0 ⇒ x(x + 1) < 0 ⇒ ⇒ −1 < x < 0x2 x

عبارت < 0

−∞

+

−1
0 −

0
0 +

+∞

[x] + [ ] + [ ] + [ ]x2 x3 x4

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

− 1 < x < 0 ⇒ [x] = −1

− 1 < x < 0 0 < < 1 ⇒ [ ] = 0− →−−−−−−−−
می رسانیم 2 بھ توان

x2 x2

− 1 < x < 0 −1 < < 0 ⇒ [ ] = −1− →−−−−−−−−
می رسانیم 3 بھ توان

x3 x3

− 1 < x < 0 0 < < 1 ⇒ [ ] = 0− →−−−−−−−−
می رسانیم 4 بھ توان

x4 x4

⇒ [x] + [ ] + [ ] + [ ] = (−1) + 0 + (−1) + 0 = −2x2 x3 x4

y = x − [x][−2, 3)52
−−

√

y = 2[ ] + 1 x ∈ [−2, 6)
x

2
y = [ ]

x

2
[−2, 6)1

y = [nx]n > 0
1

|n|

y = [ ]x2(−2, 2)7
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 24

(چون  است)           

 25

روش اول: چون داخل براکت  داریم طول پله ها  است تابع را در بازي  رسم می کنیم که بازة سؤال را شامل می شود.    26

1
2

1
2-

 

  

  

  

  

روش دوم: کافی است در حوالی صفر تابع را بررسی کنیم: 

1

1-

 

   

   

فقط در گزینۀ  تابع در نقطۀ  ناپیوسته است.  

 27

دو نقطه ي داده شده را در تابع  صدق می دهیم.

 

 :پس

 28

می دانیم: 

 29

می دانیم: 

0 ≤ x − [x] < 1f (x − f (x)) = f (x − [x]) = [x − [x] ] = 0

f(x) = − 2[x] ⇒ f( ) = 3 − 2[ ] = 3 − 2[1٫7] = 3 − 2(1) = 1x2 3
−−

√ 3
−−

√

f( f( )) f( ) = ( − 2[ ] = − 2(−1) = 2٫25
−1
2

3
−−

√ ======
f( )=13√ −1

2
−1
2

)2 −1
2

1
4

3x
1
3

− ≤ x <
2
3

2
3

− ≤ x اگر>
2
3

1
3

⇒ [3x] = −2 ⇒ y = 3

− ≤ x < اگر0
1
3

⇒ [3x] = −1 ⇒ y = 1

0 ≤ x اگر>
1
3

⇒ [3x] = 0 ⇒ y = −1

≤ x اگر>
1
3

2
3

⇒ [3x] = 1 ⇒ y = 1

if : x → 0+ ⇒ [3x] = 0 ⇒ y = −1

if : x → 0−
⇒ [3x] = −1 ⇒ y = 1

2x = 0

f(x) = a − 1bx

A = a − 1 ⇒ = ⇒ = → = b → a =

∣

∣

∣
∣
∣

−
1
2

1
2

−→−
صدق 1

2
b

−
1
2

3
2

a

b√

9
4

a2

b
a2 9

4
3
2

b√

B 11 = ab − 1 ⇒ ab = 12 ⇒ b = 12
∣

∣
∣

1
11

−→−
صدق 3

2
b√

⇒ b = 8 ⇒ b = 4 ⇒ a = 3b√

f(x) = 3 × − 1 ⇒ f(−1) = 3 × − 1 = − 1 = −4x 4−1 3
4

1
4

= n , = − , log 5 = 1 − log 2logan

k loga
k log

a

b
k

loga
k logb

k

log = log(1٫6 = log 1٫6 = log1٫6
−−−

√3 )

1
3

1
3

1
3

16
10

= (log 16 − log 10) = (4 log 2 − 1) = (4(1 − log 5) − 1) = (3 − 4 log 5)
1
3

1
3

1
3

1
3

= (3 − 12k) = (3(1 − 4k)) = 1 − 4k
1
3

1
3

− = , = , = x → N =loga
k logb

k log
a

b
k

logan

km
n

m
loga

k logN
b bx
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، می توانیم مقدار  را جایگزین کنیم، زیرا  جلوي لگاریتم را منفی می کند. هر دو جواب بدست آمده، قابل قبول هستند ولی براي محاسبه ي  فقط به جاي 

 30

    

 بنابراین تابع به صورت  است، از طرفی مقدار تابع در  برابر صفر است. 

   

 اکنون کافی است که به جاي  مقدار  را قرار دهیم. 

     

 31

می دانیم: 

 

 

 32

می دانیم: 

روش اول:   33

نمودار تابع داده شده  است که یک واحد به سمت چپ برده شده و سپس نسبت به محور  ها قرینه شده است.

y x= log1 2

1 x

y

   

1_

y x= log2 ( +1 (

x

y

2

   

y x= log3 ( +1 (_
2

y

x

 

  

 روش دوم: 

با توجه به شکل، دامنۀ تابع داده شده  است بنابراین گزینه هاي سوم و چهارم حذف می شوند. با توجه به شکل وقتی  نمودار تابع به سمت  می رود. 

   

   

 توجه کنید اگر  باشد  و  است. 

 34
می دانیم:

− = 1 → = 1 =log
2 +1x2

3 log
x+2
3 log

2 +1x2

x+2
3 − →−−

تعریف 2 +1x2

x+2
31

→ 2 + 1 = 3x + 6 → 2 − 3x − 5 = 0x2 x2 − →−−−
a+c=b

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x = −1

x = − =
c

a

5
2

log
2x−1
8xx =

5
2

x = −1

= = =log
2x−1
8 = ===

x=
5
2

log
2( )−15

2
8 log

4
8 log22

23

2
3

دامنۀ تعریف لگاریتم: 2x + a > 0 → 2x > −a → x > −
a

2
a = −1− →−−−−−−−−−

x>
1
2

با توجھ بھ شکل

y = −1 + log
(2x−1)
b

x = 2

0 = −1 + log
3
b

→ = 1log
3
b

→ b = 3 → y = −1 + log
(2x−1)

3

y1

1 = −1 + log
(2x−1)

3 → = 2log
(2x−1)

3 2x − 1 =− →−−−−−−−
=c→a=loga

b
bc

32
→ 2x − 1 = 9 → 2x = 10 → x = 5

+ = , = nloga
k logb

k logab
k logan

k loga
k

= 1 + ⇒ = + ⇒ = ⇒ + 4 = 5xlog +4x2
x log5

x log +4x2
x logx

x log5
x log +4x2

x log5x
x x2

⇒ − 5x + 4 = 0 {x2 − →−−−−
a+b+c=0 x = 1 (مبنا نمی تواند یک باشد) غ ق ق

x = = 4
c

a

= = 2logx
2 −→−

x=4
log

4
2 log

22

2

+ = , = nloga
k logb

k logab
k logan

k loga
k

log(6 − 2 ) + 2 log(1 + ) = log(6 − 2 ) + log(1 + = log(6 − 2 ) + log(1 + 5 + 2 )5
−−

√ 5
−−

√ 5
−−

√ 5
−−

√ )2 5
−−

√ 5
−−

√

= log(6 − 2 ) + log(6 + 2 ) = log = log(36 − 20) = log16 = = 4 log2 = 4k5
−−

√ 5
−−

√ (6 − 2 )(6 + 2 )5
−−

√ 5
−−

√
  

مزدوج

log24

y = logx
2x

: y = پس− log
(x+1)

2 → y = log
(x+1)−1

2 → U(x) = (x + 1)−1

x > −1x → (−1)++∞

گزینۀ اول: (x + 1)lim
x→(−1)+

log2 = = −∞ :log2 0+ نادرست

گزینۀ دوم: lim
x→(−1)+

log2
1

x + 1
= = (+∞) = +∞ :log2

1

0+
log2 درست

a > 1= −∞log0+

a= +∞log+∞
a

16

بی نام

معین کرمی

https://t.me/mrkonkori


 

 

 35

 36

، لگاریتم می گیریم.  از طرفین رابطه ي داده شده در مبناي 

پس کوچک ترین عدد  با دو رقم اعشار،  است.
باید دو منحنی داده شده را با هم تلاقی دهیم و نقطه ي تلاقی را بدست آوریم.   37

 

حال باید فاصله ي نقطه ي   را از   حساب کنیم. 

می دانیم:    38

: از طرفی

چون دو نقطه به طول هاي  و  محل برخورد این دو تابع است؛ پس:    39

  

     

 

 40

می دانیم: 

+ = (a + b − 2ab , + = , = x → = N , =a2 b2 )2 loga
k logb

k logab
k logN

b bx logan

km

n

m
loga

k

+ = 2 → = 2 xy = = 9logx
3 log

y

3 log
xy

3 − →−−
تعریف

32

+ = 46 → (x + y − 2xy = 46 → (x + y − 18 = 46x2 y2 )2 )2

→ (x + y = 64 → x + y = 8 یا x + y = −8 ( x, y))2 غ ق ق اعدادی مثبت ھستند.

= = =log
x+y

4 log
8
4 log

23

22

3
2

= = =
⎛

⎝
⎜

4 32√

2 8√

⎞

⎠
⎟

2
⎛

⎝
⎜

44 2√

22 2√

⎞

⎠
⎟

2 ⎛

⎝
⎜⎜

( )22 4 2√

22 2√

⎞

⎠
⎟⎟

2

⎛

⎝
⎜

28 2√

22 2√

⎞

⎠
⎟

2

= = = → A = 12( )26 2√
2

212 2√ 2A 2
−−

√

< 0٫000001 → <2−x 2−x 10−6

10

log < log → −x log 2 < −6 x log 2 > 6 → x( ) > 62−x 10−6
− →−−−−−−−−

در منفی ضرب می کنیم 301
1000

→ x > → x > 19٫934
6000
301

x19٫94

= + 4 → = + 4 → = + 42x
( )2

−−
√

x+1
2x

( )2
1
2

x+1

2x
( )2x+1

1
2

→ = + 4 A = + 4 → A − 4 =2x
( × 2)2x

1
2 − →−−−

=A2x

2A
−−−

√ 2A
−−−

√

− 8A + 16 = 2A → − 10A + 16 = 0 → (A − 8)(A − 2) = 0− →−−
2 توان

A2 A2

→ {A = 8 → = 8 → x = 3 y = 82x
− →−−
y=2x

A = 2 غ ق ق (در معادلھ ی رادیکالی صدق نمی کند)

A
∣

∣
∣

0
4

B
∣

∣
∣

3
8

AB = = = = 5+(0 − 3)
2

(4 − 8)
2− −−−−−−−−−−−−−−−

√ 9 + 16
− −−−−−

√ 25
−−

√

+ =loga
k logb

k logab
k

= 9 × → = × → =32x+y 3x−y 32x+y 32 3x−y 32x+y 32+x−y

→ 2x + y = 2 + x − y → x + 2y = 2 → x = 2 − 2y

log(x + 2y) = 1 + log y → log(x + 2y) = log 10 + log y → log(x + 2y) = log 10y

→ x + 2y = 10y → x = 8y 2 − 2y = 8y → 10y = 2 → y = x = = 1٫6− →−−−
x=2−2y 2

10
− →−−
x=8y 16

10
12

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

f(1) = g(1) → −2 + ( = 1 − 1 → ( = 2 → = 2 → −A − B = 1
1
2

)A+B
1
2

)A+B 2−A−B

f(2) = g(2) → −2 + ( = 4 − 2 → ( = 4 → = → −2A − B = 2
1
2

)2A+B
1
2

)2A+B 2−2A−B 22

→ {−A − B = 1
−2A − B = 2

→ A = −1 , B = 0 → f(x) = −2 + (
1
2

)−x

→ f(3) = −2 + (
1
2

)−3 = −2 + = −2 + 8 = 623

+ = , =loga
k logb

k logab
k logan

km

n

m
loga

k

= 1 + ⇒ = + ⇒ = ⇒ x = 2y + 2logx
2 log

y+1
2 logx

2 log
2
2 log

y+1
2 logx

2 log
2y+2
2
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 41

می دانیم: 

 

 42

می دانیم: 

 

 43

می دانیم: 

 44

می دانیم: 

 45

می دانیم: 

 46

می دانیم:   47

می دانیم:  48

− = 32 ⇒ (2y + 2 − = 32 ⇒ (4 + 8y + 4) − = 32 ⇒ 3 + 8y − 28 = 0x2 y2 )2 y2 y2 y2 y2

⇒ y = ⇒
−8± 64+336√

6

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

y = 2 ⇒ x = 6

y = − ⇒ چون جلوی لگاریتم را منفی می کند، غیر قابل قبول است
14
3

= =log
x+y

4 ===
y=2

x=6
log

6+2
4 log

23

22
3
2

+ = , = nloga
k logb

k logab
k logan

k loga
k

log 3 + log = log(81 → log 3 + log = log → log 3 × = log3
−−

√4 )k 3
1
4 34k 3

1
4 34k

→ log = log → 4k = → k =3
5
4 34k 5

4
5

16

= = 4log

5
k
2 = ====

k=
5

16
log

16
2 log

24
2

= + , =logab
k loga

k logb
k logan

km
n

m
loga

k

= + = + = 2 +4 = 2( ) + 4 = 7logab2
b√ loga

b√ logb2
b√ loga

b

1
2

logb2

b

1
2

loga
b

3
2

= , + = , = x → N =logan

km
n

m
loga

k loga
k logb

k logab
k logN

b bx

log + log(x + 1) = 1 ⇒ log = 1 = 10 ⇒ 10x = 2x + 2 ⇒ x =
2
x

2x + 2
x

− →−−
تعریف 2x + 2

x

1
4

= = = −logx
8 log

1
4
8 log

2−2

23

2
3

+ =loga
k logb

k logab
k

} ⇒ x = , y =× = 4 ⇒ × = ⇒ = ⇒ x + 3y = 22x 8y 2x 23y 22 2x+3y 22

log x = log 2 + log y ⇒ log x = log 2y ⇒ x = 2y

4
5

2
5

= x → = N , = nlogN
b bx logan

k loga
k

= ⇒ a = ( ⇒ a = ( = =loga

3√

4
3

3
−−

√ )

4
3 3

1
2 )

4
3 3

4
6 3

2
3

= = = = =log
( +7)a3
8 log

( +73

2
3 )3

8 log
+732

8 log
16
8 log

24

23
4
3

= 2 ⇒ = ⇒ 2a = ⇒ a =4a 2
−−

√ 22a 2
3
2

3
2

3
4

= = = 1log
(4a+1)

4 log
(4× +1)

3
4

4 log
4
4

+ = , = x → N =loga
k logb

k logab
k logN

b bx

+ = 72 ⇒ + − 72 = 0 + A − 72 = 0 ⇒ (A + 9)(A − 8) = 04x 2x
( )2x 2 2x

− →−−
=A2x

A2

⇒ {
A = −9 ⇒ = −9 → 2xامکان ندارد

A = 8 ⇒ = 8 ⇒ x = 32x

log(x + 1) + log(2y + ) = 2 log 4 + log(2y + 9) = 2x2 −→−
x=3

⇒ log(8y + 36) = 2 8y + 36 = ⇒ 8y = 64 ⇒ y = 8− →−−
تعریف

102
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 می دانیم  است. 

 

 49

می دانیم:  

می دانیم:     50

 

 

 :پس

 51

می دانیم: 

براي پیدا کردن محل تقاطع دو تابع، کافی است که دو تابع را تلاقی دهیم.   52

نقطه ي تلاقی این دو تابع   می باشد. 

براي پیدا کردن محل تقاطع دو تابع، کافی است که دو تابع را تلاقی دهیم.  53

y = x − 2 > 0 →log
x−2
6 −→−

دامنھ
x > 2

=3 −2x2
81x

→ =3 −2x2
34x

→ − 2 = 4xx2 → − 4x = 2x2

→ (x − 2 − 4 = 2)2 → (x − 2 = 6)2 → x − 2 = ± 6
−−

√ →

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x = 2 + 6
−−

√

x = 2 − < 26
−−

√ غ ق ق

=logan

km
n

m
loga

k

log
x−2
6 = =====

x=2+ 6√
log

2+ −26√
6 = = =log

6√
6 log

6

1
2

6

1
2

− = , =loga
k logb

k log
a

b
k

logan

km
n

m
loga

k

log( − x − 6) − log(x − 3) = log(2x − 5) → log = log(2x − 5)x2 − x − 6x2

x − 3

→ = 2x − 5 → x + 2 = 2x − 5 → x = 7
(x − 3)(x + 2)

(x − 3)

= = =log
x+1√3

4 log
8√3

4 log
2

22

1
2

= n , + =logan

k loga
k loga

k logb
k logab

k

× = 1 → × = 1 → = 1 → = 1 → 3x + 2y − 7 = 02x−7 4x+y 2x−7
( )22 x+y

2x−7+2x+2y 23x+2y−7

log y = 2 log 3 + log x → log y = log 9 + log x → log y = log 9x → y = 9x

{ → 3x + 18x = 7 → 21x = 7 → x = , y = 9( ) = 33x + 2y = 7
y = 9x

1
3

1
3

+ =loga
k logb

k logab
k

4 = ⇒ × = ⇒ = ⇒ 2x = ⇒ x =2
−−

√ 4x 22 2
1
2 4x 2

5
2 22x 5

2
5
4

1 + log = log y ⇒ log 10 + log = log yx + 1
− −−−−

√ + 1
5
4

− −−−−

√

⇒ log 10 + log = log y ⇒ log 10 × = log y ⇒ y = 15
3
2

3
2

( = + → ( = + → ( = +

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

y = (
3√

3
)2x

y = +3x 8
3

−→−
تلاقی 3

−−
√

3
)2x 3x 8

3
3

1
2

3
)2x 3x 8

3
3

−
1
2 )2x 3x 8

3

→ = + → − + = 0 A − + = 03−x 3x 8
3

3x 1

3x

8
3

− →−−
=A3x 1

A

8
3

3 − 3 + 8A = 0 → 3 + 8A − 3 = 0 Δ = 64 + 36 = 100− →−−
×3A

A2 A2
− →−−−−−−
Δ= −4acb2

→

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

A = = → = = → x = −1 y = ( = ( = = 3
−8 + 10

6
1
3

3x 1
3

3−1
− →−−−−−−−

y=(
3
−−

√

3
)2x

3
−−

√

3
)−2 3

3
−−

√
)2 9

3

A = = −3 → = −3 :
−8 − 10

6
3x امکان ندارد

A
∣

∣
∣
−1
3

A , B → AB = |3 − 1| = 2
∣

∣
∣
−1
3

∣

∣
∣
−1
1
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امکان ندارد: 

نقطه ي تلاقی این دو تابع  است. 

 54

می دانیم: 

 

 55

  

  

  در عبارت خواسته شده نمی توانیم به جاي  عدد  را قرار دهیم چون جلوي لگاریتم منفی می شود و می دانیم که  است. 

 

 56

 

 نقاط  و  در تابع  صدق می کنند، پس داریم: 

     

 

 

 57

می دانیم: 

 

→ = ( + → = +

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

f(x) = 4x

g(x) = ( +
1
2

)2x
3
2

4x 1
2

)2x
3
2

4x 1

4x

3
2

A = + 2 = 2 + 3A → 2 − 3A − 2 = 0− →−−
=A4x 1

A

3
2

− →−−
×2A

A2 A2

Δ = 9 − 4(2)(−2) = 9 + 16 = 25 →− →−−−−−
Δ= −4acb2

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

A = = 2
3 + 5

4

A = = −
3 − 5

4
1
2

A = 2 → = 2 → = 2 → 2x = 1 → x = y = = = 2 → A4x 22x 1
2

−→ 4
1
2 4

−−
√

∣

∣

∣
∣
∣

1
2
2

A = − → = −
1
2

4x 1
2

A

∣

∣

∣
∣
∣

1
2
2

A , B → AB = = =
∣

∣

∣
∣

1
2

2

∣

∣

∣
∣
−

1
2

1
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⎪
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x = −2 غ ق ق (جلوی لگاریتم را منفی می کند)
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 58

می دانیم: 

 59

می دانیم: 

 60

می دانیم: 

می دانیم:    61

کافی است دو نقطه ي داده شده را در تابع صدق دهیم  

 

 

 

 62

می دانیم: 

می دانیم:    63
کافی است دو نقطه ي داده شده را در تابع صدق دهیم. 
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5 log
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دو نقطۀ داده شده را در تابع   صدق می دهیم.   64

    

      

    

در هر مدت یک ماه ( روز)  جرم را از دست می دهد. بنابراین  جرم باقی  می ماند. پس بعد از  ماه مقدار  باقی می ماند و پس از  65

 ماه مقدار  جرم باقی می ماند، پس: 

 از طرفین لگاریتم می گیریم:  

 

 

 

می دانیم:   66

  

با توجه به این که  است، پس  و در نتیجه  می باشد، لذا داریم: 

بنابراین براي یافتن لگاریتم  در مبناي   داریم: 

  

چون دو نقطه به طول هاي  و  محل برخورد این دو تابع است؛ پس:   67

 

  :پس

چون در هر روز  لیتر از محلول  لیتري کم می شود، پس غلظت آن هر روز به  غلظت قبل می رسد. پس:   68

 

 که  غلظت در روز  ام و  غلظت اولیه و  تعداد روزها می باشد.  

 

 از طرفین لگاریتم می گیریم: 

      

→ − = 4 → = 4 = = 16−
⎧

⎩⎨
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∣
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1
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1
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دو نقطۀ داده شده را در تابع  صدق می دهیم.   69

    

     

  

می دانیم که  و  و  است.   70

     

دامنه ي هر دو تابع  و  برابر با  است. حال دو تابع داده شده را ساده می کنیم.   71

چون ضابطه و دامنه ي توابع  و  یکسان هستند، در نتیجه نمودار این دو تابع، منطبق بر هم می باشند.

می دانیم که  و  و  است.   72

   

 73

چون پایه لگاریتم عدد  می باشد بنابراین اعداد  و  را به  تقسیم می کنیم. 

  

   

می دانیم: 

   

  

 

چون دو نقطه به طول هاي  و  محل برخورد این دو تابع است پس در هر دو تابع صدق می کند؛ بنابراین داریم:   74

  

  

  

   

توجه: هر تابعی با معکوس خود نسبت به نیم ساز اول و سوم قرینه است.   75

 تابع  را نسبت به خط  تقارن می دهیم.
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∣
∣
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∣
∣
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y x1 +=

1
2

y x1 +=

1

3
3

می دانیم:    76

، حجم باد اولیۀ امُ،  است ( روزانه  درصد از حجم باد کم می شود پس  باقی می ماند و در هر روز حجم باد دوباره در  ضرب می شود پس حجم باد باقی مانده در روز 

قایق است) که به گفتۀ صورت سوال برابر  می شود. 

 

 چون متغیر در توان قرار دارد از طرفین لگاریتم در پایۀ  می گیریم. 

 

می دانیم: براي محاسبۀ دامنه تابع  باید  قرار داده و حدود  را پیدا کنیم.   77

    

 

 پس داریم: 

   

 روش دوم: عددگذاري 

فقط گزینۀ  قابل قبول را قبول کرده است و جواب مسئله است.  

روش اول:   78

   

  

 

 روش دوم: عددگذاري 

  

 پس عدد  در دامنۀ عبارت نیست فقط گزینۀ  حذف می شود.  

گزینۀ  و  نیز حذف می شوند. 
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می دانیم:    80

 

  

 81
می دانیم: 

 
 ابتدا دامنۀ تابع را می یابیم: 

 

 

 البته دقت کنید که دامنۀ تابع  است. 

می دانیم:    82

جمعیت در هر سال یک درصد کاهش پیدا می کند. پس جمعیت با گذشت هر سال به  مقدار قبلی کاهش می یابد و اگر جمعیت اولیه  باشد، در پایان سال اول جمعیت  است

و در پایان سال  امُ جمعیت  است. 

 

می دانیم:    83

 

 با توجه به دامنۀ تابع لگاریتمی،  قابل قبول نیست چون این عدد ضابطۀ  را منفی می کند. 

 

می دانیم:     84

چون تابع از دو نقطه ي   و  می گذرد پس مختصات آن در تابع صدق می کند.  
بنابراین: 

 

 
این دو رابطه را از هم کم می کنیم: 
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3
2

, = c ⇄ = a− =logA
n logB

n log

A

B
n loga

b bc

(2, 6)(12, 10)

(12, 10) 10 = a + (12b − 4) (I)−→
تابع

log2

(2, 6) 6 = a + (2b − 4)−→
تابع

log2

4 = (12b − 4) − (2b − 4) ⇒ 4 =log2 log2 log2
12b − 4
2b − 4

= 16 ⇒ b = 3 a = 5
12b − 4
2b − 4

−→−
(I)
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می دانیم:   85

 

می دانیم  و  و  است.   86

 

 دو عدد که معکوس یکدیگرند وقتی مجموعشان  شود یعنی هر کدام یک بوده اند. 

 

log A + log B = log A ⋅ B

log(2x − 5) + log(x + 1) = log(4x − 1) ⇒ log(2x − 5) ⋅ (x + 1) = log(4x − 1)

⇒ (2x − 5) ⋅ (x + 1) = (4x − 1) ⇒ 2 − 3x − 5 = 4x − 1 ⇒ 2 − 7x − 4 = 0x2 x2

⇒ = − , = 4 ⇒ x = − ∉ , x = 4 ∈x1
1
2

x2
1
2

Df Df

= = = = 2 = 2log
(2x+1)

3 log
(8+1)

3 log
9
3 log

32

3 log
3
3

=logan

km
n

m
loga

k=loga
k

1

logk
a

= c → a =loga
b bc

x = 9 → 2 + = 2 → 2 + = 2 → + = 2loga
9 log3

a loga

32 log3
a loga

3 log3
a

2

= 1 a = 3loga
3 − →−−

تعریف

26
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معین کرمی

، چند نقطه  در بازه اي که تابع  روي آن اکیداً نزولی است، نمودار  با نمودار تابع   1
مشترك دارد؟

فاقد نقطۀ مشترك

f(x) = |x− 2| + |x− 3|fg(x) = 2 − x− 10x2

123

، در یک بازه، نزولی است. ضابطۀ معکوس آن در این بازه، کدام است؟ تابع با ضابطۀ   2f(x) = x |x− 2|

(x) = 1 − ; x < 0f
−1 1 + x

− −−−−
√(x) = 1 − ; x < 1f

−1 1 − x
− −−−−

√

(x) = 1 + ; 0 < x < 1f
−1 1 − x

− −−−−
√(x) = 1 − ; 0 < x < 1f

−1 1 − x
− −−−−

√

، کدام است؟ اگر   و   باشند. دامنه ي تعریف تابع   3f(x) =
1 + x2

1 − x2
g(x) = x− x

2
− −−−−−

√gof

[0, 1){0}(−1, 1)R − {1, −1}

هاي مثبت انتقال می دهیم. نمودار حاصل، نیمساز ها تعیین کرده، سپس  واحد به طرف  قرینۀ نمودار تابع  را نسبت به محور   4
ناحیۀ اول و سوم را با کدام طول قطع می کند؟

f (x) = x
−−

√y2x

−20٫511٫5

هاي مثبت انتقال می دهیم. نمودار جدید و نمودار اولیه، با نمودار تابع  را،  واحد به طرف  هاي منفی و یک واحد به طرف   5

کدام طول متقاطع اند؟

y= x − 2
∣

∣
∣

1
2

∣

∣
∣4xy

−3٫5−3−2٫5−2

، برابر کدام است؟ اگر  باشد، ضابطۀ   6f(2x− 3) = 4 − 14x+ 13x2f(x)

− x + 3x2− 2x − 1x2− 2x + 1x2− x + 1x2

اگر  و  باشند، دامنه ي تعریف تابع  کدام است؟  7f(x) = 3 − x
− −−−−

√g(x) = ( + 2x)log2 x2fog

[−4, 2][−2,0][−4, −1] ∪ (1, 2][−4, −2) ∪ (0, 2]

ضابطهي وارون تابع  کدام است؟  8y=
x

1 + |x|

(x) = ; |x| < 1f−1 x

1 − |x|
(x) = ; |x| > 1f−1 1 − |x|

|x|

(x) = ; |x| > 1f−1 x

|x| − 1(x) = ; |x| < 1f−1 |x| − 1
x

x

y

2 3 8

. کدام شکل روبهرو، مربوط به نمودار تابع  و نیمساز ناحیه ي اول و سوم است. دامنه ي تعریف تابع با ضابطه ي   9
است؟

y= f(x)x− (x)f−1
− −−−−−−−−

√

(0, 2][2, 3]

[2, 8][3, 8]

1
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، نمودار وارون خود را با کدام طول قطع می کند؟ ، با دامنۀ  نمودار تابع   10f(x) =
x+ 4
x− 2

R − {2}

−1 , −4−1 , 41 , −41 , 4

نمودار تابع  را  واحد به طرف  هاي مثبت، سپس  واحد به طرف   هاي منفی انتقال می دهیم. نمودار جدید در کدام  11
بازه، بالاي نیمساز ربع اول است؟

y=− + 2x+ 5x23x2y

(3, 4)(2, 5)(3, 5)(2, 6)

اگر عبارت  عدد حقیقی باشد، مجموعه  مقادیر  در کدام بازه است؟  12+−
2
x2

9
2

− −−−−−−

√4 2x− x2
− −−−−−

√3x

[ , 2]
2
3

[− , ]
2
3

2
3

[− ,0) ∪ (0, 2]
2
3

[− ,0) ∪ (0, ]
2
3

2
3

اگر  باشد، نمودارهاي دو تابع  و  با کدام طول، متقاطع هستند؟  13f(x) = − 2x− 3 ; x≥ 1x2(x)f−1g(x) =
x− 9

2
12151821

، آن گاه  کدام گزینه می تواند باشد؟ اگر  و   14f(x) = − x− 2x2f(g(x)) = + x− 2x2(f + g)(x)

− 1x2+ 1x2− 2xx2+ 2xx2

، خط  می نامیم. عرض از مبدأ خط  کدام است؟ قرینه ي خط  را نسبت به خط   153y− 2x= 4y= xdd

−2−112

ضابطه ي وارون  به کدام صورت است؟  16f(x) =
⎧

⎩⎨
|x|

x
|x|
−−

√

0

,

,

x ≠ 0

x = 0

f(x) = x ; x ∈ R|x|
−−

√(x) = x ; x ∈ R − {0}f
−1 |x|

−−
√

(x) = x|x| ; x ∈ R − {0}f−1(x) = x|x| ; x ∈ Rf−1

، آن گاه  کدام است؟ اگر   17f(x− 3) = − 4x+ 5x2f(1 − x)

− 4x + 5x2+ 3x2+ 4x + 5x2+ 1x2

، روي کدام بازه، اکیداً نزولی است؟ تابع با ضابطۀ   18f(x) = |x+ 2| + |x− 1|

(−∞,−2)(−∞, 1)(−2, 1)(1, +∞)

-1- 3 4
x

y ، کدام است؟ شکل روبهرو، نمودار تابع  است: دامنه ي تعریف تابع با ضابطه ي   19y= f(x− 2)xf(x)
− −−−−

√

[−1, 1] ∪ [0, 6][−3, 1] ∪ [0, 2]

[−5, −3] ∪ [−1, 2][−5, −3] ∪ [0, 2]

اگر  و  حاصل  کدام است؟  20g(x) = f(x) + f(x)
− −−−

√(x) =f
−1 2x

−−
√3(6)g

−1

1234

، کدام است؟ اگر  باشد، دامنۀ تابع   21f(x) = 2x− x2
− −−−−−

√y= f(3 − x)

[0, 2][0, 3][1, 2][1, 3]

دو تابع   و  مفروض اند. اگر  باشد،  کدام است؟  22f = {(2,5), (6,3), (3,7), (4,1), (1,9)}g(x) =
x

x− 1
(g(2a)) = 6f−1a

1
2

3
4

3
2

5
2

2
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، کدام است؟ اگر  و  باشند، مقدار   23f(x) = x− 4
2
5

g(x) = + xx
3( o )(8)g

−1
f
−1

1٫522٫53

، روي کدام بازه، اکیداً صعودي است؟ تابع با ضابطۀ   24f(x) = |x+ 1| − |x− 2|

(−∞, 2)(−1, +∞)(−1, 2)(2, +∞)

نمودار تابع  را  واحد به طرف  هاي منفی سپس  واحد به طرف  هاي منفی انتقال می دهیم. نمودار جدید، در کدام بازه،  25

زیر محور  ها است؟

y= − x− 3x22x9y

x

(−5, 2)(−5, 3)(−2, 3)(−2, 5)

، در یک بازه، صعودي است. ضابطه ي معکوس آن، در این بازه کدام است؟ تابع با ضابطه ي   26f(x) = |2x− 6| − |x+ 1|

(x) = −x + 7;x > 8f−1(x) = x + 2;x > 3f−1 1
3

(x) = x + 7;x > −4f−1(x) = x − 1; −4 < x < 8f−1 1
2

اگر  باشد، نمودار تابع   کدام است؟  27

 

y

x

    

y

x

y

x
 

y

x

 

f(x) = x |x|y= (x)f
−1

، به کدام صورت است؟ ضابطۀ وارون تابع   28f(x) = 2 − x− 1
− −−−−

√

(x) = − 4x + 5 : x ≤ 2f−1 x2(x) = − + 4x − 5 : x ≤ 2f−1 x2

(x) = − 4x + 5 : x ≥ 1f−1 x2(x) = − + 4x − 5 : x ≥ 1f−1 x2

، کدام است؟ اگر  و  باشند، دامنه ي تعریف تابع   29f(x) =
1 − x2

1 + x2
g(x) = x− x2

− −−−−−
√gof

[0, 1][−1, 1]RR − (−1, 1)

اگر  و  باشند، ضابطۀ تابع  کدام است؟  30f(x) =
2x− 1
x+ 1

g(x) =
2x+ 2
2 − x

g (f(x))

x − 1x + 1x2x

، مقدار  کدام است؟ در تابع با ضابطۀ   31f(x) ={x− x+ 4− −−−−√
2x+ 3

;x> 3
;x≤ 3

f(f(5)) + f(f(1))

9786

اگر   و   باشند، تابع   برابر کدام است؟  32g(x) = 2x+ 1(fog)(x) = 8 + 6x+ 5x2f(x)

2 + 3x + 1x22 − 2x + 3x22 − x + 4x22 + x + 3x2

، کدام است؟ اگر  و  باشد، حاصل   33f(x) = |x|g(x) = + 2x+ 1x2(fog)(1 − ) − (gof)(1 − )2
−−

√ 2
−−

√

44( − 1)2
−−

√4(1 − )2
−−

√4 2
−−

√

اگر  ضابطه ي تابع  برابر کدام است؟  34f(x) = |x| − xf(f(x))

x|x|x + |x|0

3
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، مقدار  کدام است؟ اگر  و   35f(x) =
x+ 1
x− 1

fog(x) =
+ 2x2

+ 1x2
g(1)

2345

، در این صورت  کدام است؟ فرض کنیم  و   36f(g(x)) = + − 4x
2 1

x2
g(x) = x−

1
x

f(x)

− 2x2+ 2x2− 4x2+ 4x2

ابتدا قرینۀ نمودار تابع  را نسبت به مبدأ مختصات رسم کرده، سپس منحنی حاصل را  واحد به سمت بالا انتقال می دهیم.  37
طول نقاط تلاقی منحنی اخیر با منحنی اصلی کدام است؟

 ،  ،  ،  ، 

f(x) = (x− 1)24

201−12−11 −2

، کدام است؟ ، مفروض باشد.  ، تابع با ضابطۀ فرض کنید در دامنۀ   38[0,+∞)f(x) =
+ (2x 1

2
)x

2
(2)f−1

(2 − )log2 3
−−

√( − 1)log2 3
−−

√(1 + )log2 3
−−

√(2 + )log2 3
−−

√

اگر   و  تابع  کدام است؟  39f = { }(1,2), (2,5), (0,3), (4,−1)g= { }(2,3), (−1,4), (4,1), (3,0)gof
−1

go (x) = { }f
−1 (0,0), (1, 3)go (x) = { }f

−1 (2, 4), (3, 5)

go (x) = { }f
−1 (2,0), (−1, 4)go (x) = { }f

−1 (5, 3), (−1, 1)

اگر  و  باشد، تابع  شامل چند عضو است؟  40A= { }1,2,3,4,5f = { }(x,2x− 1),x ∈Af(f(x))

1234

دو تابع  و  مفروض اند. اگر  باشد،  کدام  41
است؟

f = {(5,2), (7,3), (1,4), (3,6), (9,1)}g(x) = 5x+ 9
− −−−−−

√( o )(a) = 8g−1 f−1a

2367

اگر  و  باشد، عدد  کدام است؟  42g= {(1,2), (5,4), (6,5), (2,3)} , f(x) = x+ x−−√g(f(a)) = 5a

1234

ضابطه ي وارون تابع  ، کدام است؟  43y={ x−−√

− −x−−−√

;

;

x≥ 0
x< 0

(x) = x |x| ;x ∈ Rf
−1(x) = − ;x < 0f

−1
x

2(x) = ± ;x ∈ Rf
−1

x
2(x) = ±x |x| ;x ∈ Rf

−1

هاي مثبت انتقال دهیم، تا طول نقاط تلاقی نمودار حاصل با محور  نمودار تابع با ضابطه ي  را، حداقل چند واحد به طرف   44

ها غیر منفی باشد؟

y= − 3x− 10x2x

x

11٫523

اگر  و  باشد جواب معادله ي  کدام است؟  45f(x) = 2x− 2g(x) = − 1x2fog(x) = 0

± 2
−−

√±2± 3
−−

√±3

اگر  و  مقدار  کدام است؟  46f(g(x)) =
x

x− 3
g(x) = 2x− 1f(3)

−4−224

، کدام است؟ ضابطه ي وارون تابع   47f(x) ={ x−−√

− −x
−−−√

; x≥ 0
; x< 0

(x) = −f−1 x2(x) =f−1 x2(x) = x |x|f−1(x) = −x |x|f−1

4
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دامنۀ تعریف تابع    به کدام صورت است؟  48f(x) = 1 − log(x− 1)
− −−−−−−−−−−−

√

(1, 2][2, 10][1, 11)(1, 11]

ها را در دو نقطه به طولهاي  و   قطع کند، آنگاه نمودار تابع  تابع با ضابطۀ   مفروض است. اگر نمودار تابع  محور   49

ها را با کدام طول قطع می کند؟  ، محور 

 و   و   و  و 

g(x) = x− x−−√fx6−
1
4

fogx

41
9

91
4

1
4

494

، مقدار  کدام است؟ در تابع با ضابطهي  داریم  و    50f(x) = a ⋅ ; b> 0bxf(0) = 3
2

f(−2) = 3
32

f( )
3
2

681224

، دامنه ي تعریف تابع  کدام است؟ اگر  و   51f(x) = x+ |x|
− −−−−−

√g(x) =
1
− 4xx2

gof

(0, 8) ∪ (8, +∞)R − {0, 8}R − {0}(0, +∞)

اگر  باشد، ضابطۀ تابع  کدام است؟  52f(x) =
x

x− 1
f( ) − 2f(x) + 1x2

1
1 − x2

2x
− 1x2

2x + 1
1 − x2

2x − 1
− 1x2

، مقدار  کدام است؟ اگر   53

تعریف نشده

f(x) = x+ 2 | |x
− −−−−−−−

√f(f(−144))

6812

، با کدام طول متقاطع اند؟ اگر  و  نمودارهاي دو تابع  و   54f(x) = (2x− 3) 2
g(x) = x+ 2ffog

−1
1
2

1
3
2

، کدام است؟ تابع با ضابطۀ  را در نظر بگیرید.   55f(x) =
− (2x 1

2
)x

2
(2)f

−1

(−1 + )log2 5
−−

√(1 + )log2 5
−−

√(2 + )log2 5
−−

√(3 + )log2 5
−−

√

، چگونه است؟ تابع با ضابطه   با دامنه   56

یک به یک وارون ناپذیر صعودي نزولی

f(x) = ∣∣x
3∣∣R

، کدام است؟ ([ ]، نماد جزء صحیح است.) اگر  و  باشند، برد تابع   57f(x) = [x] − xg(x) =
1 − 2x
x+ 1

gof

[−1, 1)(−1, 1][1, +∞)(−∞, 1]

، مفروض است. قرینۀ نمودار آن نسبت به محور  ها را،  واحد در امتداد محور  ها در نمودار تابع با ضابطۀ   58

، از مبدأ مختصات، کدام است؟ جهت مثبت انتقال می دهیم. فاصلۀ نقطۀ برخورد منحنی حاصل با نمودار تابع 

f(x) = − 2x; (x> 1)x2x16y

f

4 5
−−

√6 2
−−

√5 2
−−

√2 5
−−

√

، مقدار  کدام است؟ اگر  و   59

صفر

f(x) = 2 + 4x
2

f(g(x)) = 4 + 6xx
2

g(−2)

1−12

، مقدار  کدام است؟ اگر  و   60f(x) = sinxg(x) = x 1 − x
2

− −−−−
√(gof)( )

π

4
1
2

2−−√
2

12
−−

√

5
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تابع  با ضابطۀ  در دامنۀ  را در نظر بگیرید. نمودار تابع  نیمساز ناحیۀ چهارم را با کدام طول، قطع  61
می کند؟

ff(x) = x−
2
x

= (−∞,0)Dff
−1

3
4

1
3
2

2

اگر  و  باشند. تابع  کدام است؟  62f = {(1,2), (2,5), (3,4), (4,6)}g= {(2,3), (4,2), (5,6), (3,1)}
g

gof−1

{(4, 2), (5, 2)}{(4, 2), (3, 5)}{(5, 2), (2, 4)}{(3, 5), (2, 4)}

، مقدار  کدام است؟ اگر   63

تعریف نشده

f(x) = 2 − x− x2
− −−−−−−−−

√f(f(−1))

012
−−

√

با فرض  و  ، حاصل  کدام است؟  64f(x) = − 4x+ 9 ; x≥ 2x
2g(x) =

3 − x

2
( o )(−9)f

−1
g
−1

3456

، کدام است؟ ؛ آنگاه برد تابع  اگر  و   65f(x) = x+ |x|g(x) = |x+ 1| + 1( )(x)
f

g

[0, 1)[0, 2)[0, +∞)[1, +∞)

اگر  و  باشند، ضابطه ي تابع  کدام است؟  66f(x) =
2x+ 3
2 − x

g(x) =
1 − 3x
x+ 2

g (f(x))

x−x−x − 1x + 1

، آن گاه  کدام است؟ اگر   67f(x) = 3 + 2x
−−

√f(8)

5378

تابع f با ضابطۀ  بر دامنۀ  مفروض است. نمودار تابع  نیمساز ناحیۀ دوم را با کدام طول قطع می کند؟  68f(x) = x−
1

2x
(0,+∞)f−1

−
3
2

−
3
4

−1−
1
2

، یک تابع است؟ رابطه ي  به ازاي کدام مقدار   69

هیچ مقدار 

{(3, ), (2,1), (−3,m), (−2,m) , (3,m+ 2), (m,4)}m
2m

−2−12m

، مقدار  کدام است؟ اگر توابع  و  به عنوان ماشین به صورت  باشند و   70fgx→ f → g→ 2xg(x) = 3x+ 4f(5)

1234

، کدام است؟ اگر  و  باشند، مقدار   71f(x) = x+ x−−√g(x) =
9x+ 6
1 − x

( o )(20)g−1 f−1

2
5

3
5

2
3

3
4

]، نماد جزء صحیح است) ، کدام است؟ ([ اگر  و  باشند، برُد تابع   72f(x) = 2x− [2x]g(x) = − + 4xx
2

gof

[0, 2)[0, 3)[0, 4)[1, 4)

، کدام اگر  و  دو تابع باشند، برد تابع   73
است؟

f = {(1,2), (2,5), (3,4), (4,6)}g= {(2,3), (4,2), (5,6), (3,1)}( of) − fg−1

{−1, 4}{2, 3}{3, 4}{2, −1}
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ها،  واحد در جهت مثبت، انتقال ها،  واحد در جهت مثبت و سپس در امتداد محور  نمودار تابع با ضابطۀ  را در امتداد محور   74

، از مبدأ مختصات، کدام است؟ می دهیم. فاصلۀ نقطۀ برخورد منحنی حاصل با نمودار تابع 

f(x) = x−−√x12y2

f

4 15
−−

√6 7
−−

√4 17
−−

√6 10
−−

√

، کدام است؟ اگر  و  باشند، جواب معادله ي   75f(x) =
2x− 1
x+ 2

g(x) = x+ 4(gof)(x) = (fog)(x)

−1, −71, −7−1, 71, 7

76f(x)  اگر   باشد، دامنه ي تابع  ، کدام است؟ (با تغییر) = 4 − 32x
g(x) = x (x)f−1

− −−−−−−
√

[2, 3][3, 4)[0, 3][0, 4)

اگر   باشد، دامنه تابع   ، به کدام صورت است؟  77f(x) = 2x
y= f( )− f(x)

1
x

− −−−−−−−−−−−

√

R − (−1, 1)[−1,0) ∪ (0, 1][−1,0) ∪ [1, +∞)(−∞,−1] ∪ (0, 1]

، برد تابع  کدام بازه است؟ ( نماد جزء صحیح است.) اگر  و   78f (x) = x− [x]g (x) =
1 − x

x
gof[ ]

(0, +∞)[0, +∞)(1, +∞)[1, +∞)

، چگونه است؟ (با تغییر) تابع  با ضابطه ي   79

صعودي ـ یک به یک صعودي ـ غیر یک به یک نزولی ـ غیر یک به یک نزولی ـ یک به یک

f : [−4,4] → [−4,4]f(x) = [x]

y

x
3

1 2

شکل زیر، نمودار تابع با ضابطۀ  است. دامنۀ تابع غیرنقطه اي  کدام است؟  80

 

  

f(x)(x+ 1)f(x)
− −−−−−−−−−

√

[−3, 2][−1, +∞)

(−∞, −1]R − (−3, 2)

، آن گاه  کدام است؟ اگر  و   81f(x) = [x]g(x) =
x

1 − x
(fog)( )2

−−
√

−4−3−2−1

، کدام است؟ اگر  و  باشد، برد تابع   82f(x) = 2 − |x+ 1|g(x) = x+ |x|( )(x)
f

g

(−∞, )
1
2

(−1, +∞)(− ,+∞)
1
2

(0, +∞)

اگر رابطه ي  تابع یک به یک باشد، دوتایی  کدام است؟  83f = {(3,2) , (a,5) , (3, − a), (b,2) , (−1,4)}a
2(a, b)

(−1, 1)(−1, 3)(2, 1)(2, 3)

اگر  یک تابع خطی گذرنده از نقاط  و  باشد. ضابطه ي  کدام است؟  84y= f(x)(0,a)(a,0)fof(x)

0xf(x)x + 2a

، کدام است؟ اگر  وارون تابع  باشد، مقدار   85g(x)f(x) = x+ x−−√g(6) + g(12)

10111314

در تابع با ضابطه ي  حاصل  کدام است؟  86f(x) = (2 − xx2 )2f(1 + x) − f(1 − x)

04x2x24x2
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، برابر است؟ کدام یک از توابع زیر، با تابع   87y= log
x− 2
x

f(x) = log(x − 2) − logxg(x) = log
− 4x2

+ 2xx2
h(x) = log (

1
2

x − 2
x

)2
p(x) = 2 log

x − 2
x

− −−−−

√

دو تابع با ضابطه هاي  و  مفروض اند. اگر  باشد، مجموعه مقادیر  کدام است؟  88f(x) = [x] + [−x]g(x) = + x− 2x2g(f(x)) = −2x

R − ZRZ∅

ها تعیین کرده، سپس منحنی حاصل را  واحد به سمت راست، انتقال می دهیم. منحنی اخیر قرینۀ نمودار تابع  را نسبت به محور   89
و منحنی اصلی نسبت به کدام خط، متقارن هستند؟

f(x) = x−−√y4

x = 1x = 1٫5x = 2x = 2٫5

، برد تابع  کدام می باشد؟ اگر   90f(x) = x− [x]g(x) = f(2x− 3) − 2f(x)

[−1,0][0, 1]{−1,0}{0, 1}

، کدام بازه است؟ اگر  باشد، دامنه تابع   91f(x) = 1 − (
1
2
)xy= xf(x)

− −−−−
√

[−1, 1](−∞,0)(−∞,+∞)(0, +∞)

تابع با ضابطه ي   در مجموعه ي اعداد حقیقی چگونه است؟  92

غیر یک به یک - غیر یکنوا یک به یک - غیر یکنوا یک به یک - نزولی یک به یک - اکیداً صعودي

f(x) ={x
3

− x2
;

;

x≥ 0
x< 0

، بازة  زیرمجموعه اي از دامنۀ تابع  است؟ به ازاي کدام مجموعۀ مقادیر   93k(k− 2,3k+ 2)f(x) =
9 − x2
− −−−−

√

x− 1

( , 3]
1
3

[− , )
1
3

1
3

[−1, )
1
3

[−1, − )
1
3

اگر و  باشند. ضابطه  کدام است؟  94g(x) = 2x− 3(fog)(x) = 4( − 4x+ 5)x2f(x)

− 4x + 3x2− 4x + 5x2− 2x + 5x2− 2x + 3x2

، کدام است؟ اگر  و  باشند، ضابطه تابع   95f(x) = 2x+ 3g(f(x)) = 8 + 22x+ 20x2fog

2 − 7x + 3x22 − 3x + 7x24 − 2x + 13x24 − 4x + 11x2

، کدام است؟ فرض کنید  وارون تابع  باشد. حاصل   96g(x)f(x) = x+ 2 x−−√g(3) + g(15)

1211108

، کدام اگر  و  دو تابع باشند، برد تابع   97
است؟

f = {(1,2), (2,5), (3,4), (4,6)}g= {(2,3), (4,2), (5,6), (3,1)}( of) − fg−1

{−1, 4}{2, 3}{3, 4}{2, −1}

ها متقاطع اند؟ اگر  و  باشد، به ازاي کدام مقدار  دو تابع  و  روي محور   98g(x) = 1 − 2xf(x) = ax− 1affogx

−3−223

فرض کنید برد تابع  به صورت  باشد مقدار  کدام است؟  99f(x) = −2 9 (x)−1cos2√3 2 1−9 (x)cos2√3
[a, b]b− a

9
4

15
4

9
2

21
4

، کدام است؟ اگر  و  باشند. تابع   100f = {(1,2), (2,5), (3,4), (4,6)}g= {(2,3), (4,2), (5,6), (3,1)}
g

gof−1

{(4, 2), (5, 2)}{(4, 2), (3, 5)}{(5, 2), (2, 4)}{(3, 5), (2, 4)}
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، روي مجموعه ي اعداد حقیقی چگونه است؟ تابع   101

غیر یک به یک - غیر یکنوا  یک به یک - غیر یکنوا  یک به یک - صعودي  یک به یک - نزولی

f(x) ={
+ 1x−−√

1
x

;

;

x≥ 0
x< 0

، کدام است؟ دامنۀ تابع با ضابطۀ   102f(x) = (| − 2| − x)log4 x2

(−∞,− ) ∪ (2, +∞)2
−−

√(−∞, 1) ∪ ( ,+∞)2
−−

√[−1, 1) ∪ ( ,+∞)2
−−

√(−∞, 1) ∪ (2, +∞)

، در این صورت ضابطه  کدام است؟ فرض کنیم  و   103f(g(x)) = + − 4x2 1
x2

g(x) = x−
1
x

f(x)

− 2x
2+ 2x

2− 4x
2+ 4x

2

فرض کنید  نقطۀ تلاقی منحنی  با تابع وارون خود باشد. فاصلۀ نقطۀ  از مبدأ مختصات، کدام است؟  104My= − 1x+ 3
− −−−−

√M

2−−√

2
2
−−

√32 2
−−

√

تابع متناوب  را که دورة تناوب آن  است، در نظر بگیرید. مساحت ناحیۀ محصور به منحنی  و محور   105

، کدام است؟ ها در بازة 

2

f(x) ={x

2 − x

;0 ≤ x≤ 1
;1 < x≤ 2

2f

x[−0٫75,3٫25]

33٫54

ها و  قرینۀ نمودار تابع  را نسبت به خط  رسم کرده و سپس نمودار حاصل را  واحد در جهت مثبت محور   106

ها انتقال می دهیم و آن را  می نامیم. مقدار  کدام است؟ واحد در جهت منفی محور 

y= 2 + x− 1
− −−−−

√y= x2x3

yy= g(x)g(4)

3−3−2−4

، کدام است؟ ، دامنۀ تابع   اگر   و   107f(x) =
1 + x2

1 − x2
g(x) = x− x2

− −−−−−
√gof

[0, 1){0}(−1, 1)R − {1, −1}

، مفروض اند. اگر  باشد،  دو تابع با ضابطه هاي  و    108

 کدام است؟

g= {(2,5), (3,4), (1,6), (4,7), (8,1)}f(x) = 2x− 5( og)(a) = 6f−1

a

1234

، مقدار  کدام است؟ با فرض   109f(x) = − 2x
2

f(f(f(2 cosx)))

2 xsin82 xcos82 sin 8x2 cos 8x

، حاصل  کدام است؟ اگر  و   110g(x) = f(x) + f(x)
− −−−

√(x) =f−1 2x
−−

√3(6)g−1

1234

، ضابطه  کدام است؟ اگر  و  و   111f(x) = 1 + x−−√g(x) = x2x> 0og−1 f−1

x − 1x + 1− 1x2+ 1x2

دو تابع  و  به صورت مجموعه ي زوج هاي مرتب بیان شده اند. در حالت کلی کدام رابطه ممکن است تابع نباشد؟  112fg

f ∪ gf ∩ gf − gfog

، آنگاه  کدام است؟ ، اگر  با توجه به ماشین   113

صفر

x→ → → xf gf(x) = 2x− 1g(0)

1
1
2

2
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توابع  مفروض اند، اگر   114

 باشند، دوتایی  کدام است؟

g= {(1,2), (3,1), (a,3), (b,1)} ,f = {(2,1), (3,2), (4,5), (1,7)}

(4,1) ∈ gof, (4,2) ∈ fog(a, b)

(3, 4)(4, 3)(4, 5)(5, 4)

، مقدار کدام است؟ اگر  و   115

-2 -4

g(x) = 2x− 1(fog)(x) =
x

x− 3
f(3)

24

نمودار منحنی  را  واحد در راستاي قائم و  واحد در جهت افقی چنان انتقال می دهیم که منحنی جدید وارون تابع خود را  116

در نقطه اي با عرض  قطع کند. سپس منحنی حاصل را  واحد در راستاي قائم به سمت پایین انتقال می دهیم. طول نقطۀ برخورد منحنی به دست آمده با

ها کدام است؟ محور 

y= 4 − x
− −−−−

√kk− 2

11

x

−4−312

اگر  و  باشند، دامنه ي تابع  کدام است؟  117f(x) = 2 − x
− −−−−

√g(x) = log( − 15x)x
2

fog

(0, 5) ∪ [20, 25)[−5,0) ∪ (15, 20](15, 20][−5,0)

دو تابع  و  بر روي اعداد حقیقی تعریف شدهاند. در کدام حالت دو تابع مساوياند؟  118fg

f(x) = 2 logx , g(x) = logx2
f(x) = , g(x) = 1x2

−−√

|x|

f(x) = , g(x) = x( )x−−√
2f(x) = , g(x) =

x

|x|

|x|

x

اگر  و  باشد ضابطه  کدام است؟   119(fog)(x) = −f(x)f(x) =
x+ 1
x− 1

g(x)(x≠ 0,1)

1
x

2
x

x2x

، دامنه ي تابع  کدام است؟ اگر  و   120f(x) = 1 − x
− −−−−

√g(x) = x− 1
− −−−−

√(fog)(x)

[0, 2][0, 1][1, 2][1, 3]

، ضابطه ي تابع  برابر کدام است؟ اگر   121f(x) = 2 − |x− 2|f(f(x))

x4 − xf(x)2 − f(x)

، تابع  چگونه است؟ اگر   122

یک به یک نه صعودي نه نزولی همانی ثابت

f(x) = +x2 1
x2

− f(x)(f( ))x−−√
2

اگر خروجی از ماشین شکل مقابل  باشد، مقدار ورودي کدام است؟   123
4
3

→ → ورودی→ 2x− 2
x

+ 1x−−√
خروجی

11
9

7
2

34
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تابع  یک تابع گلدانی است که در  اکیداً نزولی است و ضابطه آن در این بازه  است.   1

1
x

y

2 3

 تنها نقطه مشترك  و  در بازة  نقطه  است.

ابتدا ضابطه  را به صورت زیر می نویسیم:  2

 

و نمودار آن نیز مطابق شکل زیر است: 

   

y

x21

پس تابع در  نزولی است. حال ضابطۀ معکوس را پیدا می کنیم. 

 

برد  باید بازة  باشد، پس علامت  را قبول می کنیم:

 
روش دوم: 

متوجه شدیم که تابع،  است. یک عدد دلخواه مثلاً  در تابع قرار میدهیم. 

فقط در گزینۀ سوم صدق میکند. 

ابتدا دامنه ي تعریف دو تابع   را بدست می آوریم.   3

fx < 2f(x) = −2x + 5

{ 2 − x − 10 = −2x + 5 ⇒ 2 + x − 15 = (2x − 5)(x + 3) = 0
f(x) = −2x + 5
g(x) = 2 − x − 10x2 − →−−

تلاقی
x2 x2

− →−−−−−−−−−−−−−
Δ= −4ac=1+120=121b2

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

x = = (x < 2
−1 + 11

4
5
2

x = = −3
−1 − 11

4

غ ق ق (با توجھ بھ

ق ق

fg(−∞, 2)(−3, 11)

f

y= { − 2xx2

− + 2xx2
x≥ 2
x< 2

(1, 2)

f(x) = − + 2x − (x − 1 + 1 ⇒ x = 1 ±x2 )2 1 − y
− −−−−

√

f−1(1, 2)+

⇒ (x) = 1 +f−1 1 − x
− −−−−

√

(1 < x < 2) y = − + 2xx2x =
3
2

x= ⇒ y= : ∈ f ⇒ ∈ →
3

2

3

4

∣

∣

∣
∣
∣

3
2

3
4

∣

∣

∣
∣
∣

3
4

3
2

f−1

g, f

f(x) = → = R − {−1, 1}
1 + x2

1 − x2
Df
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از اشتراك   و   و   به جواب   می رسیم.

 4

اگر نمودارتابع  را  واحد به سمت چپ منتقل کنیم معادله به  صورت  درمی آید و اگر یک واحد به بالا منتقل کنیم  5

به صورت  در می آید.  

 

 

روش اول:   6

 

روش دوم: یک عدد دلخواه مانند  را انتخاب می کنیم. 

تنها گزینه ي چهارم است که اگر به جاي  آن عدد یک قرار دهیمT حاصل برابر یک می شود. 

روش اول:   7

ابتدا دامنه ي تعریف دو تابع  را به دست می آوریم: 

 

البته میتوانیم  را تشکیل داده (تابع را ساده نکنید) سپس دامنه ي آن را به دست آورید. 
روش دوم: 

: در دامنۀ تعریف  قرار ندارد. بنابراین در دامنۀ تعریف  هم نباید باشد، یعنی هر گزینه اي که  دارد نادرست است. پس فقط گزینۀ چهارم درست است.

روش اول:  8

g(x) = → : x − ≥ 0 → x(1 − x) ≥ 0 0 ≤ x ≤ 1x − x2
− −−−−

√ Dg x2 − →−−−−
تعیین علامت

= {x ∈ , f(x) ∈ } = { , 0 ≤ ≤ 1}Dgof Df Dg x ≠ 1, x ≠ −1
  

I

1 + x2

1 − x2

≥ 0 → 1 − > 0 → < 1 → −1 < x < 1 (II)
1 + x2
  +

1 − x2
x2 x2

≤ 1 → − 1 ≤ 0 → ≤ 0 → ≤ 0
1 + x2

1 − x2

1 + x2

1 − x2

1 + − 1 +x2 x2

1 − x2

2x2

1 − x2

→
x

≤ عبارت0
−∞

−

−1
ت ن +

0
0 +

1
ت ن −

+∞

→ x < −1 یا x > 1 یا x = 0 (III)

IIIIIIx = 0

f (x) = g (x) = h (x) = =x−−√ − →−−−−−−−−−−
yھا قرینھ نسبت بھ محور

−x−−−
√ − →−−−−−−−−−

مثبت

xھای دو واحد بھ طرف
− (x − 2)
− −−−−−−−

√ −x + 2
− −−−−−

√

= x −x + 2 = ⇒ + x − 2 = 0
⎧
⎩⎨

h (x) = −x + 2
− −−−−−

√

y = xنیمساز ناحیھ اول و سوم
−→−

تلاقی
−x + 2
− −−−−−

√ − →−−
2 توان

x2 x2

⇒ (x + 2)(x − 1) = 0 ⇒ {
x = −2
x = 1

غ ق ق (در معادلھ صدق نمی کند)
ق ق

y = | x| − 2
1
2

4y = | (x + 4)| − 2
1
2

y = | (x + 4)| − 2 + 1
1
2

| x| − 2 = | x + 2| − 1

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

= | x| − 2yقدیم
1
2

= | x + 2| − 1yجدید
1
2

−→−
تلاقی 1

2
1
2

|x| − 4 = |x + 4| − 2 ⇒ |x| − |x + 4| = 2 x = −3−→−
×2

− →−−−−−−
مشاھده ی گزینھ ھا

2x − 3 = t ⇒ 2x = t + 3 ⇒ x =
t + 3

2

⇒ f(t) = 4( − 14( ) + 13 = − 7(t + 3) + 13
t + 3

2
)2 t + 3

2
(t + 3)2

= + 9 + 6t − 7t − 21 + 13 = − t + 1 ⇒ f(x) = − x + 1t2 t2 x2

x = 2

f(2x − 3) = 4 − 14x + 13 f(1) = 16 − 28 + 13 → f(1) = 1x2 −→−
x=2

x

f , g

: 3 − x ≥ 0 → x ≤ 3Df

: + 2x = x(x + 2) > 0 x < −2 یا x > 0Dg x2
− →−−−−

تعیین علامت

= {x ∈ | g(x) ∈ } = {x < −2 یا x > 0 | ≤ 3}Dfog Dg Df log
+2xx2

2

= {x < −2 x یا  > 0 | + 2x ≤ } = {x < −2x2 23 یا x > 0 | + 2x − 8 ≤ 0}x2

= {x < −2 یا x > 0 | (x + 4)(x − 2) ≤ 0} = {x < −2 یا x > 0 | − 4 ≤ x ≤ 2}
= −4 ≤ x < −2 یا 0 < x ≤ 2 ⇒ = [−4, −2) ∪ (0, 2]Dfog

fog(x)

x = −1gfogx = −1
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بنابراین داریم: 

 

روش دوم: 

میتوانید نقطهي دلخواهی از تابع را در نظر گرفته و جاي  و  را عوض کرده و کنترل کنیم که این مختصات در کدام ضابطه صدق میکند. به عنوان مثال، نقطهي  متعلق به تابع است. پس

نقطهي  متعلق به ضابطهي تابع وارون میباشد. با کمی دقت پی میبریم که این مختصات تنها در گزینهي  صدق میکند. 

براي به دست آوردن دامنه ي تعریف توابع رادیکالی با فرجه ي زوج، کافی است زیر رادیکال را بزرگ تر مساوي صفر قرار دهیم.   9

 نمودارهاي  و   نسبت به نیمساز ناحیه ي اول و سوم متقارن هستند و با توجه به   باید به دنبال فواصلی باشیم که خط  بزرگ تر مساوي

. تابع  باشد یعنی 

x

y

2 3 8
f 1-

f

y = x

ابتدا وارون تابع داده شده را پیدا کرده و آن را با تابع اصلی تلاقی می دهیم و می دانیم براي پیدا کردن تابع وارون کافی است که  را برحسب  به دست آورده و  10

سپس جاي  و  را عوض می کنیم. 

 

 :تلاقی

 

می دانیم: براي اینکه  واحد به سمت   هاي مثبت منتقل شود باید به جاي  عبارت  و براي اینکه به طرف   هاي منفی منتقل شود باید به کل تابع عدد  11

 اضافه شود؛ بنابراین داریم: 

  

 و براي اینکه این تابع بالاي نیمساز ربع اول قرار گیرد باید: 

   

روش اول:   12

چون یک چندجمله اي در زیررادیکال با فرجۀ فرد قرار دارد، بنابراین رادیکال با فرجۀ فرد به ازاي تمام مقادیر  تعریف شده است و فقط باید عبارت زیر رادیکال با فرجه ي زوج را بزرگ تر
مساوي صفر قرار دهید. 

 

 

روش دوم: 

اگر  باشد زیر رادیکال با فرجه ي زوج منفی می شود بنابراین گزینه هاي اول و سوم که شامل  هستند حذف می شوند در ضمن  مخرج را صفر می کند و گزینۀ دوم که شامل

 است نیز حذف می شود. 

براي پیدا کردن تابع وارون، کافی است  را برحسب  به دست آورده و سپس جاي  و  را عوض کنیم.   13

   

  

 حال با خط  قطع می دهیم:

  

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

x≥ 0 ; y= ⇒ y+ xy= x⇒ x= ≥ 0 0 ≤ y< 1 (1)
x

1 + x

y

1 − y
−→−
x≥0 y

1 − y
− →−−−−
تعیین علامت

x≤ 0 ; y= ⇒ y− xy= x⇒ x= ≤ 0 −1 < y≤ 0 (2)
x

1 − x

y

1 + y
−→−
x≤0 y

1 + y
− →−−−−
تعیین علامت

x= ⇒ x= , |y| < 1 → (x) = ; |x| < 1
⎧

⎩⎨
; 0 ≤ y< 1y

1−y

; −1 < y≤ 0y

1+y

y

1 − |y|
f−1 x

1 − |x|

xy(2, )
2
3

( , 2)
2
3

1

x − (x) ≥ 0 → x ≥ (x)f−1 f−1

ff−1x ≥ (x)f−1y = x

f−1[3, 8]

xy

xy

y = → xy − 2y = x + 4 → xy − x = 2y + 4 → x(y − 1) = 2y + 4 → x =
x + 4
x − 2

2y + 4
y − 1

→ (x) =f−1 2x + 4
x − 1

f(x) = (x) → = → 2 − 4x + 4x − 8 = − x + 4x − 4f−1 x + 4
x − 2

2x + 4
x − 1

x2 x2

→ − 3x − 4 = 0 {x2 − →−−−
a+c=b x = −1

x = − = 4
c

a

3xxx − 3y

−2

y = −(x − 3 + 2(x − 3) + 5 − 2)2 = − + 6x − 9 + 2x − 6 + 3x2 ⇒ y = − + 8x − 12x2

− + 8x − 12 > xx2 ⇒ − 7x + 12 < 0x2 ⇒ (x − 3) ⋅ (x − 4) < 0 ⇒ 3 < x < 4

x

− ≥ 0 → ≥ 0 →
2
x2

9
2

4 − 9x2

2x2

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
= 0 → 9 = 4 → = → x = صورت± x2 x2 4

9
2
3

= 0 → 2 = 0 → x = مخرج0 x2

→ → x ∈ [ ,0) ∪ (0, ]
x

≥ عبارت0

−∞

−

−2

3
0 +

0

ن +

2

3
0 −

+∞ −2

3

2

3

x = 1x = 1x = 0

x = 0

xyxy

y = f(x) = − 2x − 3x2 = (x − 1 − 1 − 3)2 = (x − 1 − 4)2 ⇒ (x − 1 = y + 4)2

x − 1 =− →−−
x≥1

y + 4
− −−−−

√ ⇒ x = 1 + y + 4
− −−−−

√ (x) = 1 +− →−−−−−−−−−−−
y x.را عوض می کنیم و جای

f−1 x + 4
− −−−−

√

g(x) =
x − a

2

(x) = g(x)f−1 ⇒ 1 + =x + 4
− −−−−

√
x − 9

2
x = 21− →−−−−−−

بررسی گزینھ ھا

13

بی نام

معین کرمی

https://t.me/mrkonkori


 توجه کنید حل معادلۀ آخر بدین صورت است: 

  

 

 14

حال با تغییر متغیر  و تساوي دو رابطه ي بالا داریم:

بنابراین داریم: 

دو تابع  و  نسبت به خط  متقارن هستند و می دانیم براي پیدا کردن ضابطه اي معکوس یک تابع، ابتدا رابطه را برحسب  بدست می آوریم و سپس  15

جاي  و  را عوض می کنیم. 

  عرض از مبدأ 

 16

 17
روش اول: 

روش دوم: 

باید  را تبدیل به  کنیم با کمی دقت متوجه می شویم در اگر  را به  تبدیل کنیم این اتفاق می افتد.

تابع داده شده یک تابع گلدانی است که در  و  (ریشه هاي داخل قدرمطلق) داراي شکست است.  18

2 = x − 11x + 4
− −−−−

√ 4x + 16 = + 121 − 22x− →−−
2 توان

x2 ⇒ − 26x + 105 = 0x2

⇒ (x − 21)(x − 5) = 0 ⇒ {
x = 21 ق ق
x = 5 ( در معادلھ صدق نمی کند( غ ق ق

{ f(x) = − x − 2 ⇒ f(g(x)) = (g(x) − (g(x)) − 2x2 )2

f(g(x)) = + x − 2x2

g(x) = t

⇒ − t − 2 = + x − 2 ⇒ − t = + xt2 x2 t2 x2

⇒ (t − − = (x + − → (t − = (x +
1
2
)2 1

4
1
2
)2 1

4
1
2
)2 1

2
)2

⇒ (t − ) = ±(x + )
1
2

1
2

⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

t − = x + ⇒ t = x + 1 ⇒ g(x) = x + 1
1
2

1
2

t − = −x − ⇒ t = −x ⇒ g(x) = −x
1
2

1
2

⇒ { (f + g)(x) = f(x) + g(x) = − x − 2 + (−x) = − 2x − 2x2 x2

(f + g)(x) = f(x) + g(x) = − x − 2 + x + 1 = − 1x2 x2

ff−1y = xx

xy

= −23y − 2x = 4 → 2x = 3y − 4 → x = y − 2 → (x) = x − 2
3
2

f−1 3
2

−→−
x=0

f(x) = =
⎧

⎩⎨
⎪

⎪

|x|

x
|x|
−−

√

0

, x ≠ 0
, x = 0

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x−−√

0
− −x−−−
√

x > 0
x = 0
x < 0

y = → x = → (x) = ,x−−√ y2 f−1 x2 x > 0
  
=y1 x√ برد

y = − → −x = → x = − → (x) = − ,−x−−−
√ y2 y2 f−1 x2 x < 0

  
=−y2 −x√ برد

⇒ (x) = = x|x| , x ∈ Rf−1
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x2

0
−x2

, x > 0
, x = 0
, x < 0

x − 3 = t → x = t + 3

f(x − 3) = − 4x + 5 → f(t) = (t + 3 − 4(t + 3) + 5 → f(1 + x)x2 )2

= (1 − x + 3 − 4(1 − x + 3) + 5 → f(1 − x) = (4 − x − 4(4 − x) + 5 → f(1 − x))2 )2

= 16 + − 8x − 16 + 4x + 5 → f(1 − x) = − 4x + 5x2 x2

x − 31 − xx − 3x4 − x

x → −x + 4 ⇒ f(1 − x) = (−x + 4 − 4(−x + 4) + 5)2

= + 16 − 8x + 4x − 16 + 5 = − 4x + 5x2 x2

x = −2x = 1

14

بی نام

معین کرمی

https://t.me/mrkonkori


_ 2 1

3

y

x

 19

 اگر نمودار  را دو واحد به سمت چپ منتقل کنیم نمودار تابع  به دست میآید.

  

-5 - 3 2
x

y

f (x)y =

 براي پیدا کردن دامنه ي تعریف  باید زیر رادیکال را بزرگ تر مساوي صفر قرار دهیم. 

 20

   

 21

   

حال براي پیدا کردن دامنۀ  کافی است  را بین صفر و  قرار دهیم.

البته می توانید ابتدا ضابطۀ  را به دست آورید و سپس زیر رادیکال را بزرگ تر  مساوي صفر قرار دهید.

می دانیم اگر  باشد آن گاه  است.   22

می دانیم اگر  باشد آنگاه  است.   23

 

 براي محاسبۀ  بدین صورت عمل می کنیم: 

   

 

 براي محاسبۀ  بدین صورت عمل می نماییم. 

 

تابع داده شده یک تابع سرسره اي (آبشاري) است که در  و  (ریشه هاي داخل قدرمطلق) داراي شکست است.   24

  

y

1
2

21

3

3

1

_

x
_

_

 25

  

 نمودار زیر محور  ها قرار دارد یعنی باید نامعادلۀ  را حل کنیم. 

   

→ x < −2 : اکیداً نزولی

f(x − 2)f(x)

xf(x)
− −−−−

√

xf(x) ≥ 0 → xy ≥ 0 [−5, −3] ∪ [0, 2]− →−−−−−−−−−
باید ھم علامت باشند x,y

(6) = a ⇒ g(a) = 6g
−1

g(a) = f(a) + f(a)
− −−−

√ ⇒ 6 = f(a) + f(a)
− −−−

√ ⇒ f(a) = 4 ⇒ (4) = af−1 ⇒ = a → a = 28
−−

√3

2x − ≥ 0x2 ⇒ x(2 − x) ≥ 0 ⇒
x

عبارت > 0
−∞

−

0
0 +

2
0 −

+∞
⇒ 0 ≤ x ≤ 2

f(3 − x)3 − x2

0 ≤ 3 − x ≤ 2 ⇒ −3 ≤ −x ≤ −1 ⇒ 3 ≥ x ≥ 1 ⇒ x ∈ [1, 3]

f(3 − x)

f(a) = b(b) = af−1

(g(2a)) = 6 ⇒ f(6) = 3 = g(2a) = ⇒ 6a − 3 = 2a ⇒ 4a = 3 ⇒ a =f−1 2a
2a − 1

3
4

f(a) = b(b) = af−1

( o )(8) = ( (8))g−1 f−1 g−1 f−1

(8)f−1

8 = x − 4
2
5

→ x = 12
2
5

→ 2x = 60 → x = 30

: ( (8)) = پس(30) g−1 f−1 g−1

(30)g−1

30 = + xx3 → x = 3

x = −1x = 2

−1 < x < 2 :−→− اکیداً صعودی

y = − x − 3x2 y = (x + 2 − (x + 2) − 3− →−−−−−
x→x+2

واحد بھ چپ2
)2 y = (x + 2 − (x + 2) − 3 − 9 = + 3x − 10− →−−−−−

واحد پایین9
)2 x2

xy < 0

⇒ + 3x − 10x2 = (x − 2)(x + 5) < 0 ⇒ −5 < x < 2 ⇒ x ∈ (−5, 2)
15
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 26
در ابتدا باید تکلیف قدرمطلق ها را معلوم کنیم. پس از تابع مشتق گرفته و بزرگ تر از صفر قرار دهیم. 

نزولی  

نزولی  

صعودي  

پس باید ضابطه ي معکوس تابع  را به ازاي  به دست آوریم. 

 

 :توجه کنید

دقت کنید  برد تابع  است که در حقیقت دامنه ي تابع معکوس است. 

 27

          

y

x

x= xx( )f

براي رسم تابع معکوس، کافی است قرینۀ شکل را نسبت به نیمساز ناحیۀ اول و سوم، رسم کنیم. 

y

f
1_

f

x

y =
x

 
 

 28

ابتدا  را برحسب  به دست می آوریم و سپس جاي  و  را عوض می کنیم.

چون  مثبت است، پس  منفی بوده و  همواره کوچک تر مساوي  می شود، بنابراین دامنه ي تابع معکوس  است.

ابتدا دامنه ي تعریف دو تابع  و  را بدست می آوریم.   29

 همواره برقرار است 

از اشتراك سه جواب به دست آمده به جواب  می رسیم.  

x

2x− 6
x+ 1

−∞

−
−

−1

0
−
+

3
0 +

+

+∞

x < −1 : y = −2x + 6 − (−x − 1) → y = −x + 7 → = −1 < 0 →y′

−1 ≤ x ≤ 3 : y = −2x + 6 − (x + 1) → y = −3x + 5 → = −3 < 0 →y′

x > 3 : y = 2x − 6 − (x + 1) → y = x − 7 → = 1 > 0 →y′

y = x − 7x > 3

y = x − 7 → x = y + 7 → (x) = x + 7 , x > −4f−1

y = x − 7 y > −4−→−
x>3

y > −4f

f(x) = x |x| = { →
x2

−x2
x ≥ 0
x < 0

xyxy

y = 2 − ⇒ = ⇒ x − 1 = 4 − 4y +x − 1
− −−−−

√ ( )x − 1
− −−−−

√
2

(2 − y)
2

y2

⇒ x = − 4y + 5 ⇒ (x) = − 4x + 5 , x ≤ 2y2 f−1 x2

x − 1
− −−−−

√− x − 1
− −−−−

√y = 2 − x − 1
− −−−−

√2x ≤ 2

fg

f(x) = → = R
1 − x2

1 + x2
Df

g(x) = → : x − ≥ 0 → x(1 − x) ≥ 0 0 ≤ x ≤ 1x − x2
− −−−−

√ Dg x2
− →−−−−

تعیین علامت

= {x ∈ , f(x) ∈ } = { , 0 ≤ ≤ 1}Dgof Df Dg x ∈ R  
I

1 − x2

1 + x2

≥ 0 → 1 − ≥ 0 → ≤ 1 → −1 ≤ x ≤ 1 : II
1 − x2

1 + x2
  

+

x2 x2

: III≤ 1 → − 1 ≤ 0 → ≤ 0 → ≤ 0
1 − x2

1 + x2

1 − x2

1 + x2

1 − − 1 −x2 x2

1 + x2

−2x2
  منفی یا صفر

1 + x2
  

+

−1 ≤ x ≤ 1(x ∈ [−1, 1])
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 30

 31

روش اول:       32

 

براي پیدا کردن  باید  را مساوي  قرار دهیم. 

 

  : پس

 

روش دوم:   است. به جاي  یک عدد دلخواه مثلاً صفر قرار می دهیم:    

گزینه اي درست است که اگر در آن  را قرار دهیم حاصل برابر  شود که گزینه ي سوم است. 

 33

 34

 35

ابتدا  را تشکیل می دهیم و مساوي  صورت سؤال قرار می دهیم. 

 36

توجه کنید که  می باشد.

 37

   

     :تلاقی

g (f(x)) = = = = 2x
2( ) + 2

2x − 1
x + 1

2 − ( )
2x − 1
x + 1

4x − 2 + 2x + 2
x + 1

2x + 2 − 2x + 1
x + 1

6x
3

⇒ 7 + 2 = 9
f(f(5)) = f(5 − ) = f(2) = 2(2) + 3 = 75 + 4

− −−−−
√

f(f(1)) = f(2(1) + 3) = f(5) = 5 − = 25 + 4
− −−−−

√

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪

fog(x) = 8 + 6x + 5 → f (g(x)) = 8 + 6x + 5 → f(2x + 1) = 8 + 6x + 5x2 x2 x2

f(x)2x + 1t

2x + 1 = t → 2x = t − 1 → x =
t − 1

2

f(t) = 8( + 6( ) + 5 → f(t) = 8( ) + 3(t − 1) + 5
t − 1

2
)2 t − 1

2
+ 1 − 2tt2

4
→ f(t) = 2 + 2 − 4t + 3t − 3 + 5 → f(t) = 2 − t + 4t2 t2

→ f(x) = 2 − x + 4x2

f(2x + 1) = 8 + 6x + 5x2x

x = 0 → f(1) = 5

x = 15

f(x) = |x| , g(x) = (x + 1)2

fog(1 − ) = f(g(1 − )) = f((1 − + 1 ) = f((2 − ) = |(2 − |2
−−

√ 2
−−

√ 2
−−

√ )2 2
−−

√ )2 2
−−

√ )2

= (2 − = 4 − 4 + 2 = 6 − 42
−−

√ )2 2
−−

√ 2
−−

√

gof(1 − ) = g(f(1 − )) = g(| |) = g(−1 + ) = (−1 + + 1 = 22
−−

√ 2
−−

√ 1 − 2
−−

√
  

−

2
−−

√ 2
−−

√ )2

⇒ fog(1 − ) − gof(1 − ) = 6 − 4 − 2 = 4 − 4 = 4(1 − )2
−−

√ 2
−−

√ 2
−−

√ 2
−−

√ 2
−−

√

f(x) = |x| − x → f(x) = { = {x − x x ≥ 0
−x − x x < 0

0
−2x

x ≥ 0
x < 0

→ fof(x) = 0
x ≥ 0 ⇒ f(x) = 0 ⇒ f(f(x)) = f(0) = 0
x < 0 ⇒ f(x) = −2x ⇒ f(f(x)) = f( ) = 0−2x

  
+

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪

fog(x)fog(x)

⇒ =

f(x) = ⇒ f(g(x)) =
x + 1
x − 1

g(x) + 1
g(x) − 1

fog(x) = ⇒ f(g(x)) =
+ 2x2

+ 1x2

+ 2x2

+ 1x2

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

g(x) + 1
g(x) − 1

+ 2x2

+ 1x2

= ⇒ 3g(1) − 3 = 2g(1) + 2 ⇒ g(1) = 5−→−
x=1 g(1) + 1

g(1) − 1
3
2

f(g(x)) = + − 4 → f(x − ) = (x − + 2 − 4x2 1
x2

1
x

1
x
)2

f(t) = − 2 → f(x) = − 2− →−−−−
x− =t

1
x

t2 x2

+ = (a − b + 2aba2 b2 )2

f(x) = (x − 1)2 g(x) = −(−x − 1− →−−−−−−
قرینھ نسبت بھ مبدأ

)2 − →−−−−−−−
واحد بھ سمت بالا4
h(x) = −(−x − 1 + 4)2

(x − 1 = −(−x − 1 + 4)2 )2 ⇒ + 1 − 2x = − − 1 − 2x + 4x2 x2 ⇒ 2 = 2x2 ⇒ = 1x2 ⇒ x = 1 , x = −1
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می دانیم که  است پس براي محاسبۀ  کافی است در تابع اصلی به جاي  و  بگذاریم.   38

    

   

می دانیم که است. 

  

  

توجه کنید که  تقریباً معادل  است که حتماً مقدار آن منفی است و چون دامنۀ تابع شده بزرگترمساوي صفر است بنابراین برد تابع معکوس نمی تواند منفی باشد.

 39

 40

  

می دانیم اگر  باشد آن گاه  است.   41

براي آن که  باشد، باید مقدار  یعنی ورودي تابع  برابر با  باشد، چون  است. براي این منظور ضابطهي تابع  را برابر  قرار  42

میدهیم. داریم. 

 43
روش اول:

  :ضابطه ي بالا

  :ضابطه ي پایین

بنابراین ضابطه ي تابع وارون به صورت  و یا به صورت  است. 

روش دوم:  

یک  دلخواه در تابع قرار می دهیم. 

گزینه اي درست است که اگر به جاي  آن  قرار دهیم حاصل  می شود.

کافی است تابع درجه ي دوم را رسم کنیم در این تابع چون ضریب  مثبت است تابع داراي  است حال محل برخورد تابع با محورهاي مختصات را به   44
دست می آوریم.

f(a) = b → (b) = af−1(2)f−1y2

2 = → + = 4
+ (2x 1

2
)x

2
2x 1

2x
A + = 4− →−−

=A2x 1
A

+ 1 = 4A → − 4A + 1 = 0−→−
×A

A2 A2 → Δ = 16 − 4 = 12 →

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

A = = = 2 +
4 + 12

−−
√

2

4 + 2 3
−−

√

2
3
−−

√

A = = = 2 −
4 − 12

−−
√

2

4 − 2 3
−−

√

2
3
−−

√

= c → a =logab bc

A = 2 + 3
−−

√ → = 2 +2x 3
−−

√ → x = log
2+ 3√
2

A = 2 − 3
−−

√ → 2 = 2 −x 3
−−

√ → x = logغ ق ق
2− 3√
2

log
2− 3√
2log

0٫3
2

= {(2, 1), (5, 2), (3, 0), (−1, 4)} , g = {(2, 3), (−1, 4), (4, 1), (3, 0)}f−1

→ go (x) = { }

go (x) = g( (x)) =f−1 f−1 g( (2)) = g(1) = ∅f−1

g( (5)) = g(2) = 3f−1

g( (3)) = g(0) = ∅f−1

g( (−1)) = g(4) = 1f−1

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

f−1 (5, 3)(−1, 1)

f = { } ⇒ f = { }(x, 2x − 1) , x ∈ A (1, 1)(2, 3)(3, 5)(4, 7)(5, 9)
f(f(1)) = f(1) = 1
f(f(2)) = f(3) = 5
f(f(3)) = f(5) = 9
f(f(4)) = f(7) = ∅
f(f(5)) = f(9) = ∅

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⇒ f(f(x)) = { } :(1, 1), (2, 5), (3, 9) شامل سھ زوج مرتب است.

f(a) = b(b) = af−1

o (a) = 8 → ( (a)) = 8 → (a) = g(8) → (a) = = = 7g−1 f−1 g−1 f−1 f−1 f−1 5(8) + 9
− −−−−−−

√ 49
−−

√

→ (a) = 7 → f(7) = a → a = 3f−1

g(f(a)) = 5f(a)g6g(6) = 5f6

f(a) = 6 ⇒ a + = 6 a = 4a−−√ − →−−−−−−
 مشاھده ی گزینھ ھا

y = , x ≥ 0 ⇒ y ≥ 0x−−√ ⇒ = x ⇒ (x) = , x ≥ 0y2 f−1 x2

y = − , x < 0 ⇒ y < 0−x−−−
√ ⇒ = −x ⇒ x = − ⇒ (x) = − , x < 0y2 y2 f−1 x2

(x) = {f−1 x2

−x2
x ≥ 0
x < 0

(x) = x|x| , x ∈ Rf−1

x

x = 4 y = 2 ∈ f ⇒ ∈−→−
تابع ∣

∣
∣

4
2

∣

∣
∣

2
4

f−1

x24

x2Min
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x

y

-2

-10

5

 

   

واضح است اگر نمودار تابع  را حداقل دو واحد به طرف  هاي مثبت انتقال دهیم طول نقاط برخورد نمودار تابع  با محور  ها غیر منفی می باشد.

 45

 46

روش اول: براي پیدا کردن ضابطه ي وارون یک تابع، کافی است  را برحسب  بدست آورده و سپس جاي  و  را عوض کنیم.   47

روش دوم: تست را به روش عددگذاري حل می کنیم و می دانیم اگر  باشد آن گاه  است. 

گزینه هاي اول و چهارم حذف می شوند. 

گزینه ي دوم حذف می شود. 

جلوي لگاریتم یاید مثبت باشد و زیر رادیکال،باید بزرگتر مساوي صفر باشد.   48

از اشتراك  و  به جواب   یا  می رسیم.

ابتدا تابع  را تشکیل می دهیم:   49

 

ها را قطع میکند همانطور که می دانیم:  براي محاسبه ریشههاي معادله   ابتدا باید ببینیم که تابع  چند بار محور 

 

ها را قطع می کند. پس تابع  دو بار محور 

در تابع با ضابطهي  و  است، پس داریم:   50

 

، ضابطهي تابع  را نوشته و سپس  را به دست میآوریم:  حال با معلوم بودن مقادیر  و 

 

براي تعیین دامنه ي تعریف تابع  ابتدا باید دامنه هاي تعریف  و  را مشخص می کنیم. داریم:   51

 

y = 0 → − 3x − 10 = 0 → (x − 5)(x + 2) = 0 → x = −2, x = 5x2

x = 0 → y = −10

fxfx

fog(x) = 0 ⇒ f(g(x)) = 2( − 1) − 2 = 0 ⇒ 2( − 1) = 2x2 x2

⇒ − 1 = 1 ⇒ = 2 ⇒ x = ±x2 x2 2
−−

√

f(g(x)) = f(2x − 1)    f(2x − 1) = f(2) = = −2− →−−−−−−−

f(g(x))=
x

x−3 x

x − 3
− →−−−−−−−

2x−1=3→x=2 2
2 − 3

xyxy

→ (x) = x |x|
y = , x ≥ 0 → = x → (x) = , x ≥ 0x−−√ y2 f−1 x2

y = − , x < 0 → = −x → x = − → (x) = − , x < 0−x−−−
√ y2 y2 f−1 x2

f−1

f(a) = b(b) = af−1

x = 4 y = 2 → A ∈ f → ∈ →−→
تابع ∣

∣
∣

4
2

A′ ∣

∣
∣

2
4

f−1

x = −4 y = −2 → B ∈ f → ∈ →−→
تابع ∣

∣
∣
−4
−2

B′ ∣

∣
∣
−2
−4

f−1

x − 1 > 0 → x > 1 (I)

1 − log(x − 1) ≥ 0 → log(x − 1) ≤ 1 → log(x − 1) ≤ log 10 → x − 1 ≤ 10 → x ≤ 11 (II)

III1 < x ≤ 11x ∈ (1, 11]

fog(x)

g(x) = x − → fog(x) = f(g(x)) = f(x − )x−−√ x−−√

f(x − ) = 0x−−√f(x)x

f(6) = 0 ⇒ x − = 6 ⇒ x − 6 = → − 12x + 36 = xx−−√ x−−√ x2

⇒ − 13x + 36 = 0 ⇒ {x2 x = 4 غ ق ق
x = 9

f(− ) = 0 ⇒ x − = − ⇒ x − + = 01
4

x−−√
1
4

x−−√
1
4

⇒ = 0 ⇒ = ⇒ x =( − )x−−√
1
2

2
x−−√

1
2

1
4

fogx

f(0) = , f(x) = a
3
2

bxf(−2) =
3

32

f(0) = ⇒ a = ⇒ a =
3
2

b∘
3
2

3
2

f(−2) = ⇒ = ⇒ = ⇒ = 16 b = 4
3

32
3
2
b−2 3

32
1

b2

1
16

b2 −→−
b>0

abff( )
3
2

a = , b = 4 ⇒ f(x) = × ⇒ f( ) = × = = × 8 = 12
3
2

3
2

4x 3
2

3
2

4
3
2

3
2

43
−−

√ 3
2

goffg

f(x) = x + |x| ≥ 0 ⇒x + |x|
− −−−−−

√ −→

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
x ≥ 0 : 2x ≥ 0 ⇒ x ≥ 0 x ≥ 0− →−−−−−

اشتراک با شرط

x < 0 : x − x ≥ 0 ⇒ 0 ≥ ھمواره برقرار0 x < 0− →−−−−−
اشتراک با شرط

x ∈ R ⇒ = R− →−−
اجتماع

Df

19

بی نام

معین کرمی

https://t.me/mrkonkori


حال با توجه به دامنه ي تعریف تابع مرکب، می نویسیم:    

باید مقادیري از  که به ازاي آن ها  برابر  یا  می شوند را از  کنار بگذاریم. داریم:  

 

بنابراین اگر از    و  را کنار بگذاریم، دامنه ي تعریف  به دست می آید: 

 

روش اول:   52

روش دوم: 

کافی است در رابطۀ  به جاي  مقدار دلخواهی قرار داده و حاصل این عبارت را مشخص کنیم. به عنوان مثال داریم: 

 

حال در میان گزینه ها، گزینه اي را انتخاب می کنیم که با جاي گذاري  مقدارش  گردد. پس جواب درست گزینۀ  است.

 53

  

 54

  :تلاقی

،  بگذاریم.  می دانیم که  است پس براي محاسبۀ  کافی است در تابع اصلی به جاي   55

      

می دانیم که  است. 

    

  

g(x) = ⇒ = R − {0, 4}
1
− 4xx2

Dg

= {x ∈ |f(x) ∈ } = {x ∈ R| ∈ (R − {0, 4})}Dgof Df Dg x + |x|
− −−−−−

√

xf(x) = x + |x|
− −−−−−

√04R

= 0 ⇒ x + |x| = 0 ⇒ |x| = −x ⇒ x ≤ 0 , = 4 ⇒ x + |x| = 16x + |x|
− −−−−−

√ x + |x|
− −−−−−

√

⇒ {
x ≥ 0 : 2x = 16 ⇒ x = 8
x < 0 : x − x = 16 ⇒ 0 = غ ق ق16

Rx ≤ 0x = 8gof

= {x ∈ R|x ≰ 0, x ≠ 8} = − {8} = (0, 8) ∪ (8, +∞)Dgof R>0

f( ) − 2f(x) + 1 = − + 1 = − + 1x2 x2

− 1x2

2x
x − 1

x2

(x + 1)(x − 1)
2x

x − 1

= =
− 2x(x + 1) + (x + 1)(x − 1)x2

(x + 1)(x − 1)
− 2 − 2x + − 1x2 x2 x2

− 1x2

= = =
−2x − 1

− 1x2

−(2x + 1)
− 1x2

2x + 1
1 − x2

f( ) − 2f(x) + 1x2x

x = 2 → f(4) − 2f(2) + 1 = − 2( ) + 1 = − 3 = −
4

4 − 1
2

2 − 1
4
3

5
3

x = 2−
5
3

(3)

f(−144) = = = 12 → f(f(−144)) = f(12) = = = 6−144 + 2 × 144
− −−−−−−−−−−−−

√ 144
−−−

√ 12 + (2 × 12)
− −−−−−−−−−−−

√ 36
−−

√

fog(x) = f(g(x)) = (2(x + 2) − 3 = (2x + 1 = 4 + 4x + 1)2 )2 x2

f(x) = (2x − 3 ⇒ f(x) = 4 − 12x + 9)2 x2

4 + 4x + 1 = 4 − 12x + 9 ⇒ 16x = 8 ⇒ x =x2 x2 1
2

f(a) = b → (b) = af−1(2)f−1y2

2 =
− (2x 1

2
)x

2
→ − = 42x 1

2x
A − = 4− →−−

=A2x 1
A

− 1 = 4A−→−
×A

A2 → − 4A − 1 = 0A2 → Δ = 16 + 4 = 20

→

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

A = = = 2 +
4+ 20

−−
√

2

4+2 5
−−

√

2
5
−−

√

A = = = 2 −
4− 20

−−
√

2

4−2 5
−−

√

2
5
−−

√

= c → a =logab bc

A = 2 + 5
−−

√ → = 2 +2x 5
−−

√ → x = log
2+ 5√
2

A = 2 − →5
−−

√ 2x
= 2− 5

−−
√
  

منفی

امکان ندارد
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y
y = x

3 y
y= x

3

x x

 56

این تابع، غیر یک به یک و در نتیجه وارون ناپذیر است.

 57

در تابع  ورودي تابع  است که می دانیم  است کافی است تابع  را رسم کرده و مشخص می کنیم وقتی  است چه عرضی به ما
می دهد. 

x

1

= 1_

y

= 2_
x

y
   

طرح این سوال کاملاً خارج از اهداف کتاب درسی است.

 58

      

       

     

 59

از طرفی  می باشد، بنابراین داریم: 

 60

، نیمساز ناحیۀ چهارم  را با کدام طول قطع می کند می دانیم که  است براي آنکه مشخص کنیم نمودار تابع   61

باید معادلۀ  را حل کنید. 

   

 توجه کنید که در ناحیۀ چهارم،  است.

 62

   

   

   :پس

 63

gof(x)[x] − x−1 < [x] − x ≤ 0g(x)−1 < x ≤ 0

→ Rgo = [1, +∞)f(x)

f(x) = (x − 1 − 1)2 g(x) = −(x − 1 + 1− →−−−−−−−−−−
xھا قرینھ نسبت بھ محور

)2 h(x)− →−−−−−−−−−−−−−
y ھا16 واحد در جھت مثبت محور

= −(x − 1 + 1 + 16)2 → h(x) = −(x − 1 + 17)2

تلاقی : (x − 1 − 1)2 = −(x − 1 + 17)2 → 2(x − 1 = 18)2 → (x − 1 = 9)2 → {
x − 1 = 3 → x = 4 → y = 8
x − 1 = −3 → x = −2 (x > 1) غ ق ق

پس : A ,B
∣

∣
∣

4
8

∣

∣
∣

0
0

→ AB= (4 − 0 + (8 − 0)2 )2
− −−−−−−−−−−−−−−−

√ = 16 + 64
− −−−−−−

√ = = 480
−−

√ 5
−−

√

f(x) = 2 + 4 → f(g(x)) = 2 + 4x2 (g(x))2

f (g(x)) = 4 + 6xx2

2 + 4 = 4 + 6x 2 + 4 = 4(4) + 6(−2)(g(x))2 x2 − →−−
x=−2

(g(−2))2

→ 2 + 4 = 4 → 2 = 0 → g(−2) = 0(g(−2))2
(g(−2))2

gof( ) = g(f( )) = g(sin ) = g( ) = ⋅ = × =
π

4
π

4
π

4

2
−−

√

2

2
−−

√

2
1 −

1
2

− −−−−

√
2
−−

√

2

2
−−

√

2
1
2

f(a) = b → (b) = af
−1(x)f

−1(y = −x)

(x) = −xf−1

(x) = −x → f(−x) = xf−1 → −x − = x
2
−x

→ = 2x → = 1
2
x

x2 → {
x=1ق ق
x=−1غ ق ق

x > 0

f = {(1, 2), (2, 5), (3, 4), (4, 6)} → = {(2, 1), (5, 2), (4, 3), (6, 4)}f−1

go (x) :f−1

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

g( (2)) = g(1) = ∅f−1

g( (5)) = g(2) = 3f−1

g( (4)) = g(3) = 1f−1

g( (6)) = g(4) = 2f−1

→ go (x) = {(5, 3), (4, 1), (6, 2)}f−1

= {(4, ), (5, )}
g(x)

go (x)f−1

2
1

6
3

= {(4, 2), (5, 2)}

f(x) = ⇒ f(−1) = = =2 − x− x2
− −−−−−−−−

√ 2 − (−1) − (−1)2
− −−−−−−−−−−−−−−

√ 2 + 1 − 1
− −−−−−−−

√ 2
−−

√ 21
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تعریف نشده  

می دانیم که  است.   64

  
توجه کنید:

     

    

ابتدا تابع  را تشکیل می دهیم:   65

 

 با توجه به تابع  به ازاي اعداد نامثبت (منفی و صفر)، صورت کسر صفر می شود بنابراین در این فاصله برد تابع عدد صفر است. 

 

) با جایگذاري ابتدا و انتهاي دامنه، برد تابع محاسبه می شود.   چون این یک تابع صعودي است (

 

و یا می توان گفت:

روش اول:   66

 

روش دوم: 

یک عدد دلخواه مثلاً  را انتخاب می کنیم. 

 

فقط در گزینه ي سوم به ازاي  عدد  به دست می آید. 

 67

، نیمساز ناحیۀ دوم  را با کدام طول قطع می کند باید می دانیم که  است براي آن که مشخص کنیم نمودار تابع   68

معادلۀ  را حل کنید. 

      

توجه کنید که در ناحیۀ دوم،  است. 

براي این که رابطه اي نشان دهنده تابع باشد هیچ دو زوج مرتب متمایزي نباید داراي مولفه اول برابر داشته باشد.   69

 تابع است 

 تابع نیست 

 70

   اگر توابع  و  به عنوان ماشین به صورت  باشند، نتیجه می گیریم که:

می دانیم که  است.  71

⇒ f(f(−1)) = f( ) = = = :2
−−

√ 2 − −2
−−

√ ( )2
−−

√
2− −−−−−−−−−−−−−

√ 2 − − 22
−−

√
− −−−−−−−−−

√ − 2
−−

√
− −−−−

√

f(a) = b ⇒ (b) = af−1

o (−9) = ( (−9))f−1 g−1 f−1 g−1 = (21) = 6f−1

(−9) = ag−1 ⇒ g(a) = −9 ⇒ = −9
3 − a

2
⇒ 3 − a = −18 ⇒ a = 21

(21) = bf−1 ⇒ f(b) = 21 ⇒ − 4b + 9 = 21b2 ⇒ − 4b − 12 = 0b2 ⇒ (b − 6)(b + 2) = 0 ⇒ {
b = 6
b = −2 غ ق ق (با توجھ بھ دامنھ)

y = ( )(x)
f

g

y = =
f(x)

g(x)

x + |x|

|x + 1| + 1

y =
f(x)

g(x)
x ≤ 0 ⇒

x > 0 ⇒

y = 0

y = =
x + x

x + 1 + 1
2x

x + 2
> 0f ′

⇒ = [0, 2)x = 0 → f(0) = 0
x → +∞ ⇒ y = 2

Rf

y = = 2 −
2x

x + 2
4

x + 2

x < 0 ⇒ x + 2 < 2 ⇒ < < 0 ⇒ 0 < 2 − ⇒ = (0, 2) ∪ {0} = [0, 2)
1
2

1
x + 2

4
x + 2

Dy

g(f(x)) = g( ) = = = = = −x − 1
2x + 3
2 − x

1 − 3( )
2x + 3
2 − x

+ 2
2x + 3
2 − x

2 − x − 6x − 9
2 − x

2x + 3 + 4 − 2x
2 − x

−7x − 7
7

7(−x − 1)
7

x = 1

g (f(1)) = g(5) = = = −2
1 − 15
5 + 2

−14
7

x = −1−2

f(x) = 3 + ⇒ f(8) = 3 + = 3 + 4 = 72x
−−

√ 16
−−

√

f(a) = b → (b) = af−1(x)f−1(y = −x)

(x) = −xf−1

(x) = −xf−1 → f(−x) = x → −x −
1

−2x
= x → = 2x

1
2x

→ 4 = 1x2 → =x2 1
4

→

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

x =
1
2

غ ق ق

x = −
1
2

ق ق

x < 0

(3, ) , (3,m + 2) ⇒ = m + 2 ⇒ − m − 2 = ∘ ⇒ {m2 m2 m2 m = −1
m = 2

m = −1 ⇒ {(3, 1), (2, 1), (−3, −1), (−2, −1), (3, 1), (−1, 4)} →

m = 2 ⇒ {(3, 4), , (−3, 2), (−2, 2), (3, 4), }→(2, 1)
– ––––

(2, 4)
– ––––

fgx → f → g → 2xg(f(x)) = 2x

g(x) = 3x+ 4 ⇒ g(f(x)) = 3f(x) + 4 ⇒ 3f(x) + 4 = 2x⇒ f(x) = ⇒ f(5) = = 2
2x− 4

3

6

3

f(a) = b ⇒ (b) = af−1
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توجه کنید:

     

 

روش اول:   72

می دانیم که  است پس است یعنی  است. 

   

    

 

  روش دوم: در تابع  ورودي تابع  است که می دانیم  است کافی است تابع  را رسم کرده و

مشخص کنیم وقتی  است چه عرضی به ما می دهد.

2 3 41

3
4

0 x

y

  

 73

   

 

    

بنابراین برد تابع به صورت  است. 

74  

   

  

   

   

  

 75

  :پس

(20) = af−1 ⇒ f(a) = a + = 20a−−√ ⇒ a = 16 ⇒ (20) = 16f−1(16) = bg−1 ⇒ g(b) = = 16 ⇒ b =
9b + 6
1 − b

2
5

⇒ o (20) = ( (20))g−1 f−1 g−1 f−1= (16) =g−1 2
5

0 ≤ u − [u] < 10 ≤ 2x − [2x] < 10 ≤ f(x) < 1

gof(x) = g(f(x)) = − (x) + 4f(x) = −( (x) − 4f(x))f 2 f 2 = −((f(x) − 2 − 4) = −(f(x) − 2 + 4)2 )2

: 0 ≤ f(x) < 1 → −2 ≤ f(x) − 2 < پس1− → 1 < (f(x) − 2 ≤ 4)2 → −1 > −(f(x) − 2 ≥ −4)2 → 3 > −(f(x) − 2 + 4 ≥ 0)2

→ 0 ≤ gof(x) < 3 → = [3, 0)Rgof

gof(x)2x − [2x]0 ≤ 2x − [2x] < 1g(x)

0 ≤ x < 1

g = {(2, 3), (4, 2), (5, 6), (3, 1)} → {(3, 2), (2, 4), (6, 5), (1, 3)}g−1

of(x) :g−1

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

(f(1)) = (2) = 4g−1 g−1

(f(2)) = (5) = ∅g−1 g−1

(f(3)) = (4) = ∅g−1 g−1

(f(4)) = (6) = 5g−1 g−1

→ of(x) = {(1, 4), (4, 5)}g−1

{ of(x) = {(1, 4), (4, 5)}g−1

f = {(1, 2), (2, 5), (3, 4), (4, 6)}
→ of(x) = {(1, 4 − 2), (4, 5 − 6)}g−1 = {(1, 2), (4, −1)}

{2, −1}

f(x) = g(x)x−−√ − →−−−−−−−−−−−−−
x ھا12 واحد در جھت مثبت محور

= h(x) = + 2x − 12
− −−−−−

√ − →−−−−−−−−−−−−−
y ھا2 واحد در جھت مثبت محور

x − 12
− −−−−−

√

: = + تلاقی2 x−−√ x − 12
− −−−−−

√

x = x − 12 + 4 + 4− →−−
2 توان

x − 12
− −−−−−

√ → 8 = 4 → 2 =x − 12
− −−−−−

√ x − 12
− −−−−−

√

4 = x − 12− →−−
2 توان

→ x = 16 y = 4−→
تابع

: A , Oپس ∣
∣
16
4

∣
∣
0
0 → AO = (16 − 0 + (4 − 0)2 )2

− −−−−−−−−−−−−−−−
√ = = = = 4+162 42

− −−−−−−
√ + 16162

− −−−−−−
√ 16(16 + 1)

− −−−−−−−−
√ 17

−−
√

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

fog (x) = f (g (x)) = =
2 (x + 4) − 1
x + 4 + 2

2x + 7
x + 6

gof (x) = g (f (x)) = + 4 = =
2x − 1
x + 2

2x − 1 + 4x + 8
x + 2

6x + 7
x + 2

= → 6 + 36x + 7x + 42 = 2 + 4x + 7x + 14
2x + 7
x + 6

6x + 7
x + 2

x2 x2
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 76

می دانیم:  

ابتدا  را می یابیم:

براي یافتن دامنۀ  باید ریشه هاي عبارت زیر رادیکالی را بیابیم و سپس تعیین علامت کنیم.

 

 77

چون  است پس   می باشد پس: 

 

میدانیم تابع نمایی   صعودي است، پس از نامساوي (*) نتیجه میگیریم: 

 

، مجموعه جواب نامساوي اخیر برابر است با        باتوجه به جدول تعیین علامت 

 78
  می دانیم: 

  

می دانیم همواره  است و از طرفی نباید  باشد. 

  

 79

 نمودار تابع  را رسم می کنیم. 
این تابع یک به یک نمی باشد (زیرا تابعی یک به یک است که اگر هر خطی موازي محور طول رسم کنیم شکل را حداکثر در یک نقطه قطع کند) 

در ضمن همانطور که نمودار نشان می دهد تابع  تابعی صعودي است.

  

x

y

321 4

1
2
3
4

-1-2-3-4

-1
-2
-3
-4

باتوجه به شکل تابع  در نقاط به طول هاي  و  و  محور  ها را قطع می کند.   80

   شرط دامنه

 توجه: چون عدد  دو بار تکرار شده است. پس ریشۀ مضاعف محسوب شده و علامت معادله در طرفین ریشۀ مضاعف تغییر نمی کند. 

→ 4 + 32x + 28 = 0 → + 8x + 7 = 0 → (x + 1) (x + 7) = 0 → {x2 x2 x = −1
x = −7

log = b ⋅ log a , e = 1ab logaa

(x)f−1

f(x) = 4 − ⇒ y = 4 − ⇒ = 4 − y 2x = (4 − y) ⇒ x = (4 − y)32x 32x 32x
− →−−−−−−−

پایۀ سھ می گیریم

از طرفین لگاریتم در
log3

1
2
log3

⇒ (x) = (4 − x) ; 4 − x > 0 ⇒ x < 4 ⇒ = (−∞, 4)f−1 1
2
log3 D

f−1

g(x) = ⇒ g(x) =x (x)f−1
− −−−−−−

√ x ⋅ (4 − x)
1
2

log3

− −−−−−−−−−−−−

√

g(x)

(4 − x) = 0 ⇒ 4 − x = 1 ⇒ x = 3log3

x

x log(4 − x)
1
2

−∞

−

0

+

3

−

4
⇒ = [0, 3]Dg

f(x) = 2x
f( ) =

1
x

2
1
x

y = f( ) − f(x) ≥ 0 ⇒ − ≥ 0 ⇒ ≥ (∗)f( ) − f(x)
1
x

− −−−−−−−−−

√ −→−
Dy 1

x
2

1
x 2x 2

1
x 2x

y = 2x

≥ x ⇒ − x ≥ 0 ⇒ ≥ 0 ⇒ ≥ 0
1
x

1
x

1 − x2

x

(1 − x)(1 + x)

x  
P(x)

P(x)(−∞,−1] ∪ (0, 1]x

P(x) +

−1
0 −

0
+

1
0 −

x − [x] = {
0
(0, 1)

, x ∈ Z

, x ∉ Z

⇒ gof (x) = g (x − [x]) = − 1
f (x) = x − [x]

g (x) = − 1
1
x

⎫

⎭
⎬

1
x − [x]

0 ≤ x − [x] < 1x − [x] = 0

0 < x − [x] < 1 ⇒ > 1 − 1 > 0
1

x − [x]
→
−1 1

x − [x]

⇒ gof(x) > 0 ⇒ = (0, +∞)Rgof

y = [x]

y = [x]

f(x)−3−12x

: (x + 1) ⋅ f (x) ≥ 0 ⇒ {
x + 1 = 0 ⇒ x = −1
f (x) = 0 ⇒ x = −3 , −1 , 2

x = −1

x

(x + 1) ⋅ f (x) ≥ 0
−∞

+

−3
0 −

−1
0 −

2
0 +

+∞

= (−∞ , −3] ∪ [2 , +∞) = R − (−3 , 2)Df
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 81

 

، ابتدا دو تابع  و  را دو ضابطه اي نموده و سپس  را تشکیل می دهیم و می دانیم که براي محاسبۀ برد تابع   82

 در دامنۀ مشترك ایجاد می شود. 

 منحنی  یک تابع هموگرافیک است که با رسم نمودار برد تابع را می یابیم. 

، برد تابع  است.  با توجه به شکل براي 

1
2-

الف) شرط تابع بودن: هیچ دو زوج مرتب متمایز، مولفه ي اول برابر نداشته باشند.   83

 

ب) شرط یک به یک بودن: هیچ دو زوج مرتب متمایز، مولفه ي دوم برابر نداشته باشند.

 

اما از میان دو مقدار به دست آمده براي  ، باید یکی را به گونه اي انتخاب کنیم که شرایط (الف) و (ب) کماکان برقرار بماند. در نتیجه فقط  قابل قبول می باشد زیرا اگر  باشد،

دو زوج مرتب  و  در مجموعه دیده می شوند که در آن صورت مجموعه ي حاصل تابع نخواهد بود. در نتیجه  می باشد. 

ابتدا با داشتن دو نقطه ي  و  معادله ي خط گذرنده از این دو نقطه را می نویسیم:   84

می دانیم که  است. سؤال در حقیقت  را خواسته است.   85

 

 86

 

 

ابتدا دامنه ي تعریف تابع  را بدست می آوریم.   87

 

 می دانیم شرط تساوي دو تابع  و  آن است که دامنه هایشان برابر باشد و به ازاي هر  از دامنه،  باشد. اکنون به بررسی گزینه ها می پردازیم. 

دامنه ها برابر نیستند   :گزینه ي اول

(fog)( ) = f(g( )) = f( )2
−−

√ 2
−−

√
2
−−

√

1 − 2
−−

√

= [ ] = [ × ] = [ ] = [−2 − ] = −2 + [−1٫4] = −2 − 2 = −4
2
−−

√

1 − 2
−−

√

2
−−

√

1 − 2
−−

√

1 + 2
−−

√

1 + 2
−−

√

+ 22
−−

√

1 − 2
2
−−

√

y = ( ) (x)
f

g
f(x)g(x)y = ( ) (x)

f

g

y = ( ) (x)
f

g

f (x) = { , g (x) = {x + 3
−x + 1

x ≤ −1
x > −1

0
2x

x ≤ 0
x > 0

( ) (x) =
f

g

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

تعریف نشده
تعریف نشده 

−x + 1
2x

x ≤ −1
−1 < x ≤ 0

x > 0

y =
−x + 1

2x

x > 0(− , +∞)
1
2

(3, 2) = (3, − a) ⇒ − a = 2 ⇒ − a − 2 = 0a2 a2 a2

⇒ (a − 2) (a + 1) = 0 ⇒ { a = 2
a = −1

(3, 2) = (b, 2) ⇒ b = 3

aa = 2a = −1

(−1, 4)(−1, 5)(a, b) = (2, 3)

A
∣

∣
∣

0
a

B
∣

∣
∣
a

0

= ⇒ = = −1 ⇒ y − a = −x ⇒ f(x) = a − x
y − yA

x − xA

−yA yB

−xA xB

y − a

x

a

−a

fof(x) = f(f(x)) = a − (a − x) = x

f(a) = b → (b) = af−1(6) + (12)f−1 f−1

(6) = a → f(a) = 6 → a + = 6 → a = 4f−1 a−−√

(12) = b → f(b) = 12 → b + = 12 → b = 9f−1 b√
→ a + b = 13

f(1 + x) = (1 + x (2 − (1 + x) = (1 + x (1 − x)2 )2 )2 )2

f(1 − x) = (1 − x (2 − (1 − x) = (1 − x (1 + x)
2

)
2

)
2

)
2

→ f(1 + x) − f(1 − x) = (1 + x (1 − x − (1 − x (x + 1 = 0)2 )2 )2 )2

y = log
x − 2
x

> 0 → → x < 0 یا x > 2
x − 2
x

x −∞

+

0
ت ن −

2
0 +

+∞

f(x)g(x)xf(x) = g(x)

{ : x > 2 →
x − 2 > 0 → x > 2
x > 0

− →−−
اشتراک

Df
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توجه کنید  مخرج را صفر می کند و نباید در دامنه ي تعریف باشد.  
بنابراین قطعاً دامنه اش با دامنه ي تابع داده شده برابر نیست. 

 :گزینه ي دوم 

به ازاي  و  همواره برقرار است.بنابراین 

دامنه تعریف می شود  و مشخص است که دامنه ها برابر نیستند. 
 :گزینه ي سوم  

دامنه ها برابرند    :گزینه ي چهارم

دو تابع باهم برابرند   

 88

می دانیم: 

 

پس به ازاي هر عدد حقیقی برقرار است. 

 89

 نمودار را در یک دستگاه رسم می کنیم.

    

 
x

y

x =2

h = x_ 4(x) + f = x(x)

  

مشخص است که این دو نسبت به خط  متقارن هستند.

 90

، تابع را تشکیل می دهیم: به کمک تعریف تابع 

  می دانیم 

 بنابراین گزینۀ  صحیح است. 

 91
روش اول:

 و صعودي اکید است  صعودي اکید  نزولی اکید 

بنابراین عبارت زیر رادیکال همواره مثبت است و در نتیجه دامنۀ تعریف تابع  ،  است. 
روش دوم: 

x = −2
> 0

− 4x2

+ 2x2

x ≠ 2x ≠ 0

= R − {0 , 2}Dh

( > 0
x − 2
x

)2

> 0 → x < 0 یا
x − 2
x

x > 2 →

p (x) = 2 log = 2 log ( = log = y →
x − 2
x

− −−−−

√ x − 2
x

)

1
2

x − 2
x

[x] + [−x] = {
0
− 1

x ∈ Z
x Z∈

f(x) = { ⇒ g(f(x)) : {− 1
0

x Z∈

x ∈ Z

x Z :∈

x ∈ Z :

g(−1) = 1 − 1 − 2 = −2
g(0) = −2

2

f(x) = g(x)x−−√ − →−−−−−−−−−−
yھا  قرینھ نسبت بھ محور

= h(x)−x−−−
√ − →−−−−−−−−

واحد بھ سمت راست4
= =−(x − 4)

− −−−−−−−
√ −x + 4

− −−−−−
√

→

x = 2

f(x)g(x)

0 ≤ x − [x] < 1
g(x) = f(2x − 3) − 2f(x) = ((2x − 3) − [2x − 3]) − 2(x − [x])

= 2x − [2x] − 2x + 2[x] = −[2x] + 2[x] = −[2x − 2[x]] = −[2(x − [x])]

0 ≤ 2x − 2[x] < 2 ⇒ [2x − 2[x]] = 0, 1 ⇒ −[2x − 2[x]] = 0, −1
3

f(0) = 0⇒ f(x)1 − (
1
2
)x⇒(

1
2
)x

y = xf(x)
− −−−−

√

x ≥ 0 f(x) ≥ f(0) = 0 ⇒ xf(x) ≥ 0− →−−−
صعودی f

x < 0 f(x) < f(0) = 0 ⇒ xf(x) > 0− →−−−
صعودی f

y(−∞,+∞)

y = = → x(1 − ( ) ≥ 0xf(x)
− −−−−

√ x(1 − ( )
1
2
)x

− −−−−−−−−−

√
1
2
)x

→

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

x≥ 0 : ( ≤ 1 ⇒ 1 − ( ≥ 0 ⇒ x(1 − ( ) ≥ 0 ⇒ = [0,+∞]
1
2
)x

1
2
)x

1
2
)x D1

یا
x< 0 : ( > 1 ⇒−( <−1 ⇒ 1 − ( < 0 ⇒ x(1 − ( ) > 0 ⇒ = (−∞,0)1

2
)x

1
2
)x

1
2
)x

1
2
)x D2
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 روش سوم:

ناحیه ي اول و سوم   

. با توجه به نمودار 

 92
 با رسم شکل به راحتی می توان دید که این تابع یک به یک و اکیداً صعودي است، زیرا: 

اولاً: هیچ خط موازي محور  ها نمودار تابع را در بیش از یک نقطه قطع نمی کند، پس تابع یک به یک است. 

ثانیاً: به ازاي هر  ،  می باشد. 

  

x

y

 93

   

   

 اگر بازة  زیرمجموعه اي از دامنۀ تابع باشد، یکی از دو حالت زیر اتفاق می افتد. 

  

 یا

  

  

 ظاهراً طراح سؤال به این نکته که  نیز می تواند باشد توجه نکرده است. 

   

ابتدا تابع  را در داخل تابع  می سازیم بنابراین داریم:   94

 

راه حل تستی 

قرار می دهیم  : 

 

در گزینه ها تابعی را می یابیم که  باشد. اگر بیش از یک گزینه باقی ماند با یک عدد دیگر همین روند را تکرار می کنیم. 

 95

، ضابطه  را یافته، سپس ضابطه  را می یابیم. ابتدا از روي ضابطۀ توابع  و 

می دانیم که  است. سوال در حقیقت  را خواسته است.   96

 

⇒ D = ∪ = (−∞,+∞)D1 D2

xf(x) ≥ 0 : xy ≥ 0 →

D = R

x

<x1 x2f( ) < f( )x1 x2

f(x) = ,
9 − x2
− −−−−

√

x − 1
9 − ≥ 0x2 ⇒ ≤ 9x2 ⇒ −3 ≤ x ≤ 3

x − 1 ≠ 0 ⇒ x ≠ 1 ⇒ = [−3, 3] − {1}Df = [−3, 1) ∪ (1, 3]

I = (k − 2, 3k + 2)

I ⊆ [−3, 1) ⇒ { k − 2 ≥ −3
3k + 2 ≤ 1

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

k ≥ −1

k ≤ −
1
3

⇒ −1 ≤ k ≤ − (1)
1
3

I ⊆ (1, 3] ⇒ { k − 2 ≥ 1
3k + 2 ≤ 3

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

k ≥ 3

k ≤
1
3

⇒ ∅ (2)

(1) ∪ (2) ⇒ −1 ≤ k ≤ −
1
3

⇒ k ∈ [−1, − ]
1
3

k = −
1
3

k = −
1
3
⇒ (k − 2, 3k + 2) = (− − 2, −1 + 2)

1
3

= (− , 1) ⊂
7
3

Df

g(x) = 2x − 3fog(x)

(fog)(x) = 4( − 4x + 5) = 4 − 16x + 20x2 x2

= 4 − 12x + 9 − 4x + 6 + 5x2

= − 2(2x − 3) + 5(2x − 3)2

= (x) − 2g(x) + 5 ⇒ f(x) = − 2x + 5g2 x2

x = 2
g(2) = 4 − 3 = 1
f(g(2)) = f(1) = 4(4 − 8 + 5) = 4

f(1) = 4

f(x)gof(x)g(x)fog

f(x) = 2x + 3
g(f(x)) = 8 + 22x + 20x2

g(2x + 3) = 8 + 22x + 20x2

2x + 3 = t ⇒ x = ⇒ g(t) = 2( − 6t + 9) + 11(t − 3) + 20 ⇒ g(x) = 2 − x + 5
t − 3

2
t2 x2

⇒ (fog)(x) = 2(2 − x + 5) + 3 = 4 − 2x + 13x2 x2

f(a) = b → (b) = af−1(3) + (15)f−1 f−1

(3) = a → f(a) = 3 → a + 2 = 3 → a = 1f−1 a−−√

(15) = b → f(b) = 15 → b + 2 = 15 → b = 9f−1 b√
→ a + b = 10
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 97

 

 

   

 98

راه اول: جواب معادلۀ  را پیدا میکنیم که در معادلۀ  باید صدق کند.

 

،  را می یابیم.  راه حل دوم: ابتدا معادله تلاقی دو تابع  و  را تشکیل داده، طول نقطه تلاقی آنها را می یابیم سپس با جایگذاري آن در یکی از معادلات  یا 

 را برابر صفر قرار می دهیم:

 99

    

 

 تابع  همواره صعودي است و تابع  همواره نزولی است پس تابع  نیز همواره صعودي است. پس می توان نتیجه گرفت تابع  یک تابع صعودي است.  

 

 

 توجه: اگر تابع پیوسته  در بازة  اکیداً صعودي باشد آنگاه برد تابع برابر است با: 

 

 100
می دانیم: 

ابتدا  را می نویسیم: 

 

 و سپس  را محاسبه می کنیم: 

 

 حال زوج مرتب  را پیدا می کنیم: 

 

بهترین و سریعترین روش براي بررسی توابع چند ضابطه اي، رسم آنهاست.   101

 

   

 

1

f = {(1, 2), (2, 5), (3, 4), (4, 6)} , g = {(2, 3), (4, 2), (5, 6), (3, 1)}

= {(3, 2), (2, 4), (6, 5), (1, 3)}g−1 ⇒ of = {(1, 4), (4, 5)}g−1

of − fg−1 = {(1, 4 − 2), (4, 5 − 6)} = {(1, 2), (4, −1)} ⇒ = {2, برد{1−

f(x) = 0(fog) ) = 0
(

x

f(x) = 0 ⇒ x = ⇒ (fog)( ) = 0
1
a

1
a

(fog)(x) = a(1 − 2x) − 1 = a − 2ax − 1

(fog)( ) = 0 ⇒ a − 2 − 1 = 0 ⇒ a = 3
1
a

ffogffoga

(fog)(x) = f(x) ⇒ a − 2ax − 1 = ax − 1 ⇒ −3ax + a = 0

⇒ a(−3x + 1) = 0 ⇒ −3x + 1 = 0 ⇒ x =
1
3

f( )
1
3

a( ) − 1 = 0 ⇒ = 1 ⇒ a = 3
1
3

a

3

0 ≤ x ≤ 1cos2 ⇒ 0 ≤ 9 x ≤ 9cos2 ⇒ −1 ≤ 9 x − 1 ≤ 8cos2 ⇒ −1 ≤ ≤ 29 cos 2x − 1
− −−−−−−−−−

√3
  

t

⇒ −1 ≤ t ≤ 2

f(x) = −2t 2−t

2t2−t
−2−t

f(x)

: t = −1 ⇒ − = − 2 = کمترین مقدار تابع− 2−1 21 1
2

3
2

: t = 2 ⇒ − = 4 − بیشترین مقدار تابع= 22 2−2 1
4

15
4

⇒ [− , ]
3
2

15
4

⇒ b − a = − (− ) =
15
4

3
2

21
4

f(x)[a, b]

= [f(a) , f(b)]Rf

= ∩ − {x|g(x) = 0}D f

g

Df Dg

= {x|x ∈ , g(x) ∈ }Dfog Dg Df

f−1

= {(2, 1), (5, 2), (4, 3), (6, 4)}f−1

gof−1

go = {(5, 3), (4, 1), (6, 2)}f−1

g

gof−1

= {(5, 2), (4, 2)}
g

gof−1

{ y =
1
x

x < 0
y = + 1x−−√
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ها نمودار این تابع را حداکثر در یک نقطه قطع می کند پس یک به یک است و این تابع ابتدا نزولی و بعد صعودي است که غیر یکنوا محسوب  خطوط موازي محور 
می شود. 

روش اول: کافی است عبارت جلوي لگاریتم را بزرگ تر از صفر قرار دهید.   102

 

 ریشه هاي داخل قدرمطلق  هستند. 

  

 

  

 از اجتماع جواب هاي به دست آمده به  یا  می رسیم. 
روش دوم: به روش عددگذاري حل می کنیم. 

 

 103
با تغییر متغیر داریم:

 

چون تابع  اکیدا صعودي است پس حتماً وارونش را روي نیمساز ربع اول و سوم  قطع می کند.   104

  

نمودار تابع داده شده را در یک دورة تناوبش رسم می کنیم.   105

0 1 2

1

x

y

y= x2-
y = x

اکنون شکل را در بازة خواسته شده یعنی  رسم می کنیم: 

2
x

y

43
4-1-2-

S1
S2

13
4

 . چون  است بنابراین مساحت خواسته شده دو برابر مساحت یکی از مثلث هاي کامل است، یعنی 

)، دقت کنید برد تابع  است پس دامنۀ تابع معکوس  خواهد بود:  معکوس تابع را به دست می آوریم (قرینه نسبت به   106

    

 

x

| − 2| − x > 0 → | − 2| > xx2 x2

± 2
−−

√

x < − → − 2 > x → − x − 2 > 0 → (x − 2)(x + 1) > 02
−−

√ x2 x2 → x < −1 x > یا2 x < −− →−−−−−
اشتراک با شرط

2
−−

√

≤ x ≤ → − + 2 > x → + x − 2 < 0 → (x + 2)(x − 1) < 02
−−

√ 2
−−

√ x2 x2 → −2 < x < 1 −2 < x < 1− →−−−−−
اشتراک با شرط

x > → − 2 > x → − x − 2 > 0 → (x − 2)(x + 1) > 02
−−

√ x2 x2 → x < −1 x > یا2 x > 2− →−−−−−
اشتراک با شرط

x > 2x < 1

x = 2 → → 3 جلوی لگاریتم منفی می شود2 حذف می شوند و گزینھ ھای

x = −1 → → جلوی لگاریتم مثبت می شود1 حذف می شود گزینۀ

x − = t ⇒ + − 2 = ⇒ + = + 2
1
x

x2 1
x2

t2 x2 1
x2

t2

f(x − ) = + − 4 f(t) = − 2 ⇒ f(x) = − 2
1
x

x2 1
x2

− →−−−−−−
(x− )=t

1
x

t2 x2

f(x) = − 1x + 3
− −−−−

√(y = x)

− 1 = x → = x + 1 x + 3x + 3
− −−−−

√ x + 3
− −−−−

√ − →−−
2 توان

= + 1 + 2x → + x − 2 = 0 → (x + 2)(x − 1) = 0x2 x2

→ {
x = −2 (در معادلھ صدق نمی کند) غ ق ق
x = 1 → y = 1

M , O → MO = =
∣

∣
∣

1
1

∣

∣
∣

0
0

1 + 1
− −−−−

√ 2
−−

√

[− , ]
3
4

13
4

=S1 S22 × ( ) = 1
2 × 1

2
y = xy ≥ 2x ≥ 2

y = 2 + x − 1
− −−−−

√ ⇒ y − 2 = x − 1
− −−−−

√ ⇒ x − 1 = (y − 2)2 ⇒ x = (y − 2 + 1)2 ⇒ (x) = (x − 2 + 1; x ≥ 2f−1 )2

g(x) = (x − 4 − 2; x ≥ 4− →−−−−−
واحد پایین3

واحد راست2
)2 ⇒ g(4) = −2

29

بی نام

معین کرمی

https://t.me/mrkonkori


ابتدا دامنه  را می یابیم:   107

 

تابع   همواره نا مثبت است و براي این که در زیر رادیکال قرار گیرد، فقط می تواند صفر باشد، پس مجموعۀ جواب هاي نامعادلۀ بالا فقط  است .

 108

می دانیم:          

 

 109
     می دانیم :

110  

 :می دانیم: اگر  تابع معکوس پذیر باشد و  روي  باشد آنگاه

 111

می دانیم:                              

 

به تابع هاي زیر توجه کنید:   112

 

رابطۀ فوق تابع نیست زیرا دو زوج مرتب متمایز با مولفه هاي اول یکسان در رابطه وجود دارد. 
اگر بقیۀ گزینه ها را تشکیل دهیم شرایط تابع بودن را دارند. 

 . با توجه به ماشین داده شده  است یعنی   113

راه اول: ابتدا  و  را تشکیل می دهیم:   114

با توجه به این که  در  است پس  است.                

راه دوم: ابتدا توابع  و  را بصورت زوج مرتب نشان می دهیم: 

چون در صورت سؤال گفته  پس 

f

f(x) = = R − {±1} (I)
1 + x2

1 − x2
Df

y = g(f(x)) = = =f − f 2
− −−−−−

√ (1 − )
1 + x2

1 − x2

1 + x2

1 − x2

− −−−−−−−−−−−−−−−

√
−2(1 + ) ⋅x2 x2

(1 − )x2 2

− −−−−−−−−−−−−

⎷


: ≥ 0Dgof

−2(1 + ) ⋅x2 x2

(1 − )x2 2

gof{0}(II)

I ∩ II ⇒ {0}Dgof

f(a) = b ⇒ (b) = af−1

og(a) = (g(a)) = 6 ⇒ f(6) = g(a)f−1 f−1

f(6) = 2(6) − 5 = 7 ⇒ g(a) = 7 a = 4− →−−−
(4,7)∈g

u − 1 = cos 2ucos2

f(2 cos x) = 4 x − 2 = 2 = 2 cos 2xcos2 (2 x − 1)cos2

  
cos 2x

f(f(2 cos 2x)) = 4 2x − 2 = 2 = 2 cos 4xcos2 (2 2x − 1)cos2

  
cos 4x

f(f(f(2 cos x))) = 4 4x − 2 = 2 = 2 cos 8xcos2 (2 4x − 1)cos2

  
cos 8x

f(x)A
∣

∣
∣
a

b
f(x)

(6) = a⇒ g(a) = 6g−1

g(a) = f(a) + ⇒ 6 = f(a) + ⇒ f(a) = 4 ⇒ (4) = a⇒ (4) = 2 ⇒ a= 2f(a)
− −−−

√ f(a)
− −−−

√ f−1 f−1

(fog = o)−1 g−1 f−1

o = (fog ⇒ fog(x) = f(g(x)) = f( ) = 1 + xg−1 f−1 )−1 x2

⇒ y = x + 1 ⇒ y − 1 = x ⇒ (fog = x − 1)−1

⇒ f ∪ g = {(1 , 2) , (2 , ∘) , (1 , 3) , (3 , −1)}f = {(1 , 2) , (2 , ∘)}

g = {(1 , 3) , (3 , −1)}

g(f(x)) = xg(x) = (x)f−1

(x) = ⇒ (0) =f−1 x + 1
2

f−1 1
2

goffog

fog = {(1, 1), (3, 7), (a, 2), (b, 7)} (4, 2) ∈ fog ⇒ a = 4

(4, 1)gofb = 5

foggof

fog(x) = f(g(x)) = → fog = {(1, 1)(3, 7)(a, 2)(b, 7)}

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

x = 1 2 1−→
g

−→
f

x = 3 1 7−→
g

−→
f

x = a 3 2−→
g

−→
f

x = b 1 7−→
g

−→
f

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

(4, 2) ∈ foga = 4 ← (a, 2) = (4, 2)
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. در سؤال گفته شده است که  پس  در نتیجه 

 115

 116
روش اول:

  

 محل برخورد تابع فوق و وارونش در نقطه اي با عرض  است که باید روي خط  باشد، پس نقطۀ  در تابع صدق می کند.  

      

 روش دوم: توابع رادیکالی به فرم داده شده در صورت سؤال، وارون خود را روي خط  قطع می کنند. پس منحنی جدید وارون خود را در نقطه  قطع کرده است. با انتقال  واحد این

ها برابر  است. نمودار به پایین، نقطه  به نقطه  متناظر می شود، در نتیجه طول نقطه برخورد نمودار نهایی با محور 

 117
با توجه به تعریف داریم:

 

توجه: براي محاسبه ي دامنه ي تابع  باید  باشد.

توجه: براي محاسبه ي دامنه ي تابع  باید  و  و  باشد.   118

میدانیم دو تابع  و  با هم برابرند. هرگاه اولاً   و ثانیاً براي هر   باشد. 

بررسی گزینهها: 

 

این دو تابع شرایط اولیه را دارند، براي دو تابع داریم: 

 

لذا دو تابع  و  برابرند.

 119

به کمک تابع  تابع  را می سازیم و مساوي تابع  که صورت سؤال داده قرار می دهیم تا  محاسبه شود. 

 

 120

ابتدا دامنۀ تابع  و  را می یابیم.

 

ضابطه ي  را تشکیل می دهیم:  121

gof = g(f(x)) =

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

x = 2 1 2−→
f

−→
g

x = 3 2 ?−→
f

−→
g

x = 4 5 ?−→
f

−→
g

x = 1 7 ?−→
f

−→
g

(4, 1) ∈ gofx = 4 −→
f

5 1−→
g

  
(b,1)∈g

b = 5

g(x) = 2x − 1, (fog)(x) = ⇒ f(g(x)) =
x

x − 3
x

x − 3
g(x) = 3 ⇒ 2x − 1 = 3 ⇒ x = 2

f(g(x)) = f(3) = = −2
x

x − 3
− →−−−−−−
g(x)=3,x=2 2

2 − 3

y = 4 − x
− −−−−

√ y = + k− →−−−−
راستای قائم

kواحد در
4 − x
− −−−−

√ y = + k− →−−−−−
راستای افقی

k−2واحد در
4(x − (k − 2))
− −−−−−−−−−−−

√

1y = x(1, 1)

1 = + k4 − (1 − (k − 2))
− −−−−−−−−−−−−−

√ ⇒ + k = 1k + 1
− −−−−

√ ⇒ k = 0 ⇒ y = 2 − x
− −−−−

√ y = − 1− →−−−−−
یک واحد پایین

2 − x
− −−−−

√ = 1− →−−−−−−−−
y=0

xھا محل برخورد با
2 − x
− −−−−

√ ⇒ 2 − x = 1

⇒ x = 1

y = x(1, 1)1

(1, 1)(1, 0)x1

= {x|x ∈ | g(x) ∈ }Dfog(x) Dg Df

=Dfog

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

x ∈ ⇒ − 15x > 0 ⇒ { (1)Dg x2 x > 15
x < 0

g(x) ∈ g(x) ≤ 2 → log( − 15x) ≤ 2 ⇒ − 15x − 100 ≤ 0 ⇒ −5 ≤ x ≤ 20 (2)Df − →−−−−
: x≤2Df

x2 x2

(1) ∩ (2) = [−5, 0) ∪ (15, 20]
y = logABB ≠ 1 , B > 0 , A > 0

y = logABA > 0B > 0B ≠ 1

fg=Df Dgf(x) = g(x) , x ∈ یا x ∈Dg Df

1) { ⇒ ≠ ⇒ f ≠ g 2) { ⇒ ≠ ⇒ f ≠ g
= (0, +∞)Df

= R − {0}Dg

Df Dg
= R − {0}Df

= RDg

Df Dg

3) { ⇒ ≠ ⇒ f ≠ g 4) { ⇒ =
= [0, +∞)Df

= RDg

Df Dg
= R − {0}Df

= R − {0}Dg

Df Dg

f(x) = { (∗) , g(x){ (∗∗) ∀x ∈ R − {0} : f(x) = g(x)
1 ; x > 0
−1 ; x < 0

1 ; x > 0
−1 ; x < 0 − →−−−

(∗∗),(∗)

fg

f(x)y = f(g(x))y = fog(x)g(x)

f(g(x)) = = ⇒ xg(x) − g(x) + x − 1 = −xg(x) − g(x) + x + 1
g(x) + 1
g(x) − 1

−x − 1
x − 1

⇒ 2xg(x) = 2 ⇒ g(x) =
1
x

fg

: 1 − x ≥ 0 ⇒ x ≤ 1 , : x − 1 ≥ 0 ⇒ x ≥ 1Df Dg

= {x|x ∈  ,  g(x) ∈ }Dfog(x) Dg Df

} x ∈ [1, 2]
x ≥ 1

≤ 1 ⇒ x − 1 ≤ 1 ⇒ x ≤ 2x − 1
− −−−−

√
− →−−

اشتراک

f(f(x))
31
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تابع  را تشکیل می دهیم بنابراین:

  

تابع ثابت 

هاي تابع  قرار می گیرد بنابراین:  با توجه به ماشین داده شده جملۀ  داخل   123

f(f(x)) = f(2 − |x − 2|) = 2 − |2 − |x − 2| − 2|
= 2 − | − |x − 2|| = 2 − |x − 2| = f(x)

f( )x−−√

f( ) = + = x + ⇒ g(x) = − f(x) = − ( + )x−−√ ( )x−−√
2 1

( )x−−√
2

1
x

(f( ))x−−√
2 (x + )

1
x

2

x2 1
x2

= ( + + 2) − ( + ) = 2x2 1
x2

x2 1
x2

(2x − 2)x
x

+ 1x−−√

= ⇒ 3(x− 1) = 2( + 1) 3 = 2(t + 1)⇒ 3 − 2t − 2 = 0
2x− 2

+ 12x− 2
− −−−−−

√

4

3
2(x− 1)
− −−−−−−

√ − →−−−−
=tx−1√

t2 2
−−

√ t2 2
−−

√

t = ⇒ = ⇒ x = 32
−−

√ x − 1
− −−−−

√ 2
−−

√

32
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معین کرمی

، کدام است؟ ، با فرض   حاصل عبارت   1
cos − sin285∘ 255∘

sin − sin525∘ 105∘tan = 0٫2815∘

−
16
9

−
9

16
9

16
16
9

 

شکل روبه رو، قسمتی از نمودار تابع  است.  کدام است؟  2y = a + b sin(x + )
π

3
b

3−−√

2
3
2

3
−−

√2

اندازه ي دو قطر از متوازي الاضلاع  و  واحد است. این دو قطر با زاویه ي  درجه متقاطع هستند. مساحت این متوازي الاضلاع کدام  3
است؟

128 3
−−

√60

48546472

، کدام است؟ جواب کلیّ معادله ي مثلثاتی   4tan x tan 3x = 1

x =
kπ

4
x = +

kπ

2
π

8
x = +

kπ

2
3π

8
x = +

kπ

4
π

8

اگر   باشد، مقدار  ، کدام است؟  5=
sin α

1 + cos α

1
2

tan( + )
π

2
α

2

−2−
1
2

1
2

2

نمودار تابع   ، روي بازهي   در چند نقطه بیشترین مقدار را دارد؟  6y = −4 cos( − 3πx)
π

4
[−1, 1]

1234

اگر  باشد مقدار  کدام است؟  7tan α =
2
3

sin(α − ) + sin(3π + α)
π

2

cos( + α) + cos(α − π)
3π

2
51−3−4

اگر انتهاي کمان  در ناحیۀ اول باشد، عبارت   برابر کدام است؟  8α−1 + αcot2
− −−−−−−−

√ 1 − cos α

1 + cos α

− −−−−−−−

√

− tan α− cot αtan αcot α

، کدام است؟ جواب کلی معادله ي مثلثاتی   9cos 2x + 2 x = 0cos2

x = 2kπ ±
π

3x = 2kπ ±
2π

3
x = kπ ±

π

3
x = kπ ±

π

6

1
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حاصل  ، کدام است؟  10−
1

sin 15∘

1
cos 15∘

26
−−

√2 2
−−

√2 3
−−

√

 

2

y

x60

شکل روبهرو قسمتی از نمودار تابع   است.  کدام است؟  11y = a sin(bπx)a + b

4
3

5
3

7
3

8
3

، به کدام صورت است؟ جواب کلی معادله ي مثلثاتی   12x − x =sin4 cos4 sin2 5π

4
x = 2kπ ±

π

6
x = 2kπ ±

π

3
x = kπ ±

π

6
x = kπ ±

π

3

5
6
π_

3

y

x

شکل روبه رو، قسمتی از نمودار تابع  است. مقدار تابع در  کدام است؟  13y = a + b cos( − x)
π

2
x =

π

6
1٫5

2

2٫5

1 + 3
−−

√

، کدام است؟ جواب کلیّ معادله ي مثلثاتی   14= 0
sin 3x + sin 2x

1 + cos x

x =
kπ

5
x =

2kπ

5
x = kπ +

π

5x =
(2k + 1) π

5

، کدام است؟ حاصل عبارت   15sin( ) cos( ) + tan( ) sin( )
17π

3
−17π

6
19π

4
−11π

6

−
1
4

−
1
2

1
4

1
2

، در بازه ي  کدام است؟ مجموع جواب هاي معادله ي مثلثاتی   16sin 2x + cos( − x) = 0
π

2
[0, 2π]

14π

3
4π

9π

2
5π

، به کدام صورت است؟ جواب کلی معادله ي مثلثاتی    172 x + 2 sin x cos x = 1cos2

x = −
kπ

2
π

8
x = +

kπ

2
π

8
x = kπ −

π

8
x = kπ +

π

8

جواب کلی معادله ي مثلثاتی  ، کدام است؟  182 x + 3 cos x = 0sin2

x = 2kπ ±
2π

3
x = 2kπ ±

π

3x = 2kπ ±
5π

6
x = kπ −

π

3

اگر  باشد، مقدار  کدام است؟  19sin α − cos α =
1
2

cos( − 2α)
3π

2

−
3
4

−
3
8

3
8

3
4

مجموع تمام جواب هاي معادله ي مثلثاتی  در بازه ي  کدام است؟  20sin 5x + sin 4x = 1 + cos π[0, 2π]

8π9π10π11π

2
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حاصل عبارت  با فرض   ، کدام است؟  21
sin + sin250∘ 700∘

cos − cos560∘ 110∘tan = 0٫420∘

−
3
4

3
4

7
3

5
8

نمودار تابع  روي بازه ي  در چند نقطه محور  ها را قطع می کند؟  22y = 3 sin( − 2x)
π

4
[−π, ]3π

2
x

2345

جواب کلی معادله ي مثلثاتی  کدام است؟  232 sin(π − x) cos( + x) + 3 cot x sin(π + x) = 0
3π

2

x = 2kπ +
π

3x = 2kπ +
2π

3
x = 2kπ ±

π

3x = 2kπ ±
2π

3

x

y

4π

، کدام است؟ شکل روبه رو قسمتی از نمودار تابع   است. مقدار تابع در نقطه اي به طول   24

صفر

y = + 2 cos mx
1
2

x =
16π

3

−
1
2
1
2

1

، کدام است؟ اگر  باشد، مقدار   25tan x =
4
3

tan − cot
x

2
x

2

−
3
4

−
3
2

4
3

3
2

اگر  باشد، مقدار  کدام است؟  26tan sin( − x) = 1
2π

3
3π

2
cos 2x

−
2
3

−
1
3

1
3

2
3

حاصل  کدام است؟  27sin sin
π

12
7π

12
1
3

1
4

−1
4

−1
3

جواب کلی معادله ي مثلثاتی   به کدام صورت است؟  28= 1
sin 3x

cos( + x)3π

2

x = kπ +
π

4
x = 2kπ ±

π

4x = 2kπ ±
3π

4
x = +

kπ

2
π

4

، کدام است؟ اگر  باشد، حاصل عبارت   29< x < π
π

2
( − sin x)

tan x

1 + xtan2
− −−−−−−−

√

1
sin x

− xcos2− cos xxcos2cos x

3

10 5
x

y
شکل روبرو قسمتی از نمودار تابع  است. مقدار  در نقطه ي  کدام است؟  30y = a + sin(bπx)yx =

25
3

22٫5

33٫5

3
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اگر  باشد کم ترین مقدار  کدام است؟  31≤ α ≤
π

6
π

3
1 − (45 − α)tan2

1 + (45 − α)tan2

1
2

1− 2
−−

√
3−−√

2

، کدام است؟ اگر  باشد، حاصل   32π < x <
3π

2
(2 − x)1 + xtan2

− −−−−−−−
√ sin2 π

4
sin2

sin xcos x− sin x− cos x

با کدام ضابطه  همواره تساوي  برقرار است؟  33f(x)(−1 f(x) = | |)[x] f(x)

sin πxcos πxsin 2πxcos 2πx

، کدام است؟ ، با شرط  جواب کلیّ معادلۀ مثلثاتی   34cos 3x + cos x = 0cos x ≠ 0

x = −
kπ

2
π

3
x = +

kπ

2
π

4
x = kπ −

π

4
x = kπ +

π

4

y

x
2π
3

، کدام است؟ شکل روبه رو قسمتی از نمودار تابع  است. مقدار تابع در نقطه ي   35

صفر

y = 1 − sin mxx =
7π

6
1
2

12

اگر  و انتهاي کمان  در ربع سوم باشد، حاصل عبارت زیر کدام است؟   36

 

tan α =
4
3

α

sin( + α) cos( − α) − tan(α − )
9π

2
7π

2
3π

2
−1٫23−0٫520٫270٫48

، کدام است؟ ، در بازة  مجموع جواب هاي معادلۀ مثلثاتی   374 sin x sin( − x) = 1
3π

2
[0, 2π]

5π

2
3π4π5π

، به کدام صورت است؟ جواب کلی معادله ي مثلثاتی   38x − x = sin( + x)sin2 cos2 3π

2

x =
kπ

3
x =

2kπ

3
x = 2kπ +

π

3x = 2kπ ±
2π

3

دورة تناوب تابع با ضابطۀ  کدام است؟  39f(x) = tan(πx) − cot(πx)

1
2

12π

x

y

π3
4

π
4

_

3
2
1
2

شکل روبه رو، نمودار تابع  است.  کدام است؟  40y = 1 + a sin bx cos bxa + b

1
3
2

23

جواب کلی معادله ي مثلثاتی   به کدام صورت است؟  41(1 + x) cos(π + 2x) = 2tan2

x = kπ +
π

6
x = kπ +

π

3
x = kπ ±

π

6
x = kπ ±

π

3

4
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حاصل عبارت   به ازاي  کدام است؟  42sin x cos x(1 − 2 x)sin2x = 7٫5∘

1
4

1
8

3
8

3
16

خلاصه شده ي عبارت    کدام است؟  43sin( + α) sin(π + α) − sin(π − α) cos(−α)
π

2
− sin 2αsin 2αcos 2α0

، کدام است؟ جواب کلی معادله ي مثلثاتی   44(sin x − tan x) tan( − x) = cos
3π

2
4π

3
x = kπ −

π

6
x = kπ +

π

3
x = 2kπ ±

π

3
x = 2kπ ±

π

6

جواب کلی معادله ي مثلثاتی  به کدام صورت است؟  45= 0
cos 2x

cos(x + )
π

4
x = 2kπ ±

π

4
x = kπ ±

π

4
x = kπ +

π

4
x = kπ −

π

4

اگر  باشد مقدار  کدام است؟  46tan θ = 0٫2
cos(3 + θ) − cos(π + θ)

π

2
sin(π − θ) − sin(3π + θ)

−21٫223

جواب کلی معادله ي مثلثاتی  کدام است؟  47sin(π + x) cos( + x) − 2 sin(π − x) + 1 = 0π

2
x = 2kπ ±

π

2
x = 2kπ +

π

6
x = 2kπ +

π

2
x = 2kπ −

π

2

، کدام است؟ حاصل عبارت   48tan + sin cos
11π

4
15π

4
13π

4

−
3
2

−
1
2

1
2

3
2

، کدام است؟ ، در بازة  مجموع جواب هاي معادلۀ مثلثاتی   49x + x =sin4 cos4 1
2

[0, 2π]

5π

2
3π

7π

2
4π

، کدام است؟ اگر  باشد، مقدار   50tan − cot = 1x

2
x

2
tan 2x

−
3
2

3
4

4
3

3
2

، کدام است؟ ، در بازة  تعداد جواب هاي معادلۀ مثلثاتی   514 sin(3x) cos(3x) = 1[0, ]
π

2
2345

جواب کلی معادله ي مثلثاتی  ، به کدام صورت است؟  52=
2 tan x

1 − xtan2
3
−−

√

x = −
kπ

2
π

6
x = +

kπ

2
π

6
x = kπ +

π

6
x = kπ −

π

6

5
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2
π

2
3

y

x

، کدام است؟ شکل زیر، قسمتی از نمودار تابع با ضابطۀ  است. مقدار   53y = a + b sin(x + )
π

3
a

−1−
1
2

1
2

1

A

B
C

H

، کدام است؟ ، اندازة ارتفاع  در شکل زیر، فرض کنید  و   54sin C =
5

13
CH = 9AH

3٫253٫5

3٫63٫75

اگر  ، حاصل  کدام است؟  55tan = 0٫3620∘sin − cos160∘ 200∘

cos + sin110∘ 70∘

9
4

15
8

17
8

31
16

3
π7

3

x

y ، کدام است؟ شکل زیر، قسمتی از نمودار تابع با ضابطۀ  است. مقدار   56y = a + b sin( + x)
π

2
b

21

−1−2

 

2
π9

2
π3

y

x

3

_

_

1

، کدام است؟ شکل زیر، نمودار تابع  را در یک بازة تناوب، نشان می دهد. نسبت   57y = a sin(bx) + c
a

b

−2

−3

−4

−6

، کدام است؟ حاصل عبارت   58

صفر

tan sin + cos
17π

6
11π

3
10π

3

−113
−−

√

ساده شده ي کسر   کدام است؟  59
(1 + θ)(1 + θ)tan2 cot2

1 − θ − θsin2 cos4

8 2θcos−28 2θsin−216 2θcos−416 2θsin−4

A

B C
H

در شکل زیر،  و  . اندازة ارتفاع  کدام است؟  60cot C =
5−−√

2
AC = 96AH

4856

6472

6
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y

x

3_

1

6
π

6
π5

، کدام اند؟ ، در یک بازة تناوب است. مقادیر  و  شکل زیر، نمودار تابع   61y = a sin(bx) + cbc

b = 3, c = −1b = 3, c = −2

b = , c = −23
2

b = , c = −13
2

جواب کلی معادله ي مثلثاتی  به کدام صورت است؟  622 tan x x = 1cos2

x = kπ −
π

4
x = kπ +

π

4
x = 2kπ −

π

4
x = 2kπ +

π

4

جواب کلی معادله ي مثلثاتی   با شرط   کدام است؟  63cos 3x + cos x = 0cos x ≠ 0

x = +
kπ

2
π

4
x = +

kπ

2
π

8
x = kπ −

π

4
x = kπ +

π

4

جواب کلی معادله ي مثلثاتی  کدام است؟  642 x − cos x − 3 = 0cos2

x = kπx = 2kπ + πx = 2kπ −
π

2
x = kπ +

π

2

جواب کلی معادله ي مثلثاتی  به کدام صورت است؟  652 x = 3 cos xsin2

x = kπ ±
π

6
x = kπ ±

π

3
x = 2kπ ±

π

6
x = 2kπ ±

π

3

، کدام است؟ جواب کلی معادله مثلثاتی    66sin 4x cos 2x = (x − )cos2 π

4

−
kπ

4
π

12
+

kπ

4
π

12
−

kπ

3
π

12
+

kπ

3
π

12

ناظري به فاصلۀ  متر از پاي ستونی که بر روي آن مجسمهاي قرار دارد، ایستاده است. زاویه رویت انتها و ابتداي مجسمه با سطح افق   و    67

 درجه است. ارتفاع مجسمه کدام است؟   

 

3545∘

40∘(tan = 0٫8)40∘

66٫477٫2

، که در آن  یک عدد صحیح است، کدام است؟ ، با شرط  جواب هاي معادلۀ مثلثاتی  68sin(2x − ) = cos(x + )
π

4
π

4
x ≠ kπk

x =
kπ

3
x =

2kπ

3
x = −

2kπ

3
π

6
x = +

2kπ

3
π

6

جواب هاي معادلۀ مثلثاتی  کدام است؟  69sin(x + ) + cos(x + ) = cos 2x
π

6
π

3

x = , k ∈ Z
2kπ

3
x = , k ∈ Z

kπ

3
x = 2kπ ± , k ∈ Z

π

3
x = kπ ± , k ∈ Z

π

3

1/5

y

x

1

π
 

شکل روبه رو، قسمتی از نمودار تابع با ضابطه ي  است.  کدام است؟  70y = 1 + a sin(bx − )
π

6
a + b

1
2

1

3
2

2

، برابر کدام است؟ ، در بازه  مجموع تمام جواب هاي معادله مثلثاتی   71sin 4x = x − xsin4 cos4[0, π]

7π

4
9π

4
5π

2
11π

3

7
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، کدام است؟ ، در بازة  مجموع جواب هاي معادلۀ مثلثاتی   72tan(3x) tan(x) = 1[π, 2π]

5π6π
9π

2
11π

2

، کدام است؟ حاصل عبارت   73tan + sin cos
11π

4
15π

4
13π

4

−
3
2

−
1
2

1
2

3
2

جواب کلی معادله ي مثلثاتی  به کدام صورت است؟  74x + 3sin( + x) + 2 = 0cos2 π

2

x = kπx = 2kπx = k
π

2x = (2k + 1)π

y

x

1

13
18

π
18
π

شکل زیر، قسمتی از نمودار تابع با ضابطه  است.  کدام است؟  75y = a − 2 cos(bx + )π

2
a + b

1
2
1

3
2

2

، در بازه ي  برابر کدام است؟ مجموع جواب هاي معادله ي مثلثاتی   76sin(x + ) + cos(x − ) = 1
π

8
3π

8
[0, 2π]

3π

4
5π

4
3π

2
7π

4

حاصل عبارت  برابر است با:  772 ( − x) − x(1 + x)cos2 7π

4
cos2 tan2

sin 2x− cos 2x− sin 2xcos 2x

حاصل  کدام است؟  78cos cos165∘ 105∘

−
1
2

−
1
4

1
4

1
2

، کدام است؟ (اعداد داده شده بر حسب درجه هستند.) حاصل عبارت   79tan(285) tan(−165) − sin(1095) cos(255)

(15)sin2(15)cos2− (15)sin2− (15)cos2

شکل روبه رو، نمودار تابع  است.  کدام است؟  80y = 1 + a sin bx cos bxa + b

13
2

23

 

y

x

4

، در بازهْ  است.  کدام است؟ شکل زیر نمودار تابع   81y = a + b cos( x)
π

2
(0, 4)b

−2−1

12

8
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، کدام است؟ دورة تناوب تابع با ضابطۀ   82f(x) = tan(πx) − cot(πx)

1
2

12π

، کدام است؟ حاصل عبارت   83

صفر

tan sin + cos
17π

6
11π

3
10π

3
−113

−−
√

y

x
1-

، در بازه  است.  کدام است؟ شکل زیر نمودار تابع   84y = 1 + a sin(bπx)(0, )4
3

a + b

34

56

اگر  باشد، حاصل  کدام است؟  85a + b =
π

4
8 cos a cos b cos( − a) cos( − b)

π

2
π

2
sin 4acos 4a2asin22acos2

، کدام است؟(اعداد داده شده برحسب درجه هستند.) حاصل عبارت   86

صفر

tan(300) cos(210) + tan(480) sin(840)

−
1
2

12

، به کدام صورت است؟ جواب کلی معادله مثلثاتی   87= tan 3x
1 − tan x

1 + tan x

x = −
kπ

4
π

16
x = +

kπ

4
π

16
x = −

kπ

4
π

8
x = +

kπ

4
π

8

جواب کلی معادله مثلثاتی  کدام است؟     88sin + sin( + x) sin(π + x) = 0
5π

6
π

2
kπ +

π

4
kπ −

π

4
2kπ ±

π

4
2kπ +

π

2

ها در جهت منفی انتقال می دهیم. ها در جهت مثبت و سپس  در امتداد محور  نمودار تابع  را ابتدا به اندازة  در امتداد محور   89

ها در فاصلۀ  کدام است؟ تعداد محل تقاطع نمودار حاصل با محور 

صفر   

y = 2|sinx|π

2
x

3
2

y

x[0, π]

124

تعداد جواب هاي معادلۀ مثلثاتی  در فاصلۀ  کدام است؟  90(x) − (x) cos(3x) = 1cos2 sin2[0, 2π]

1356

، کدام است؟ ، در بازة  مجموع جواب هاي معادلۀ مثلثاتی   91x + x = 1 − sin 2xsin3 cos3 1
2

[0, 2π]

5π

2
7π

2
2π3π

، کدام است؟ جواب کلیّ معادله مثلثاتی    92= 2 x
sin 3x

sin x
cos2

kπ

2
+

kπ

2
π

4
kπ −

π

4
kπ +

π

4

9
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x

y

-2/5

2

-2

3/5

( شکل رو به رو، قسمتی از نمودار تابع  است.   کدام است؟ (  93y = a sin π( + bx)
1
2

a ⋅ bb > 0

22٫5

33٫5

جواب کلی معادله ي مثلثاتی  به کدام صورت است؟  94=
1 − cos 2x

sin 2x
3
−−

√

2kπ +
5π

6
2kπ +

π

3kπ +
5π

6
kπ +

π

3

، کدام است؟ اگر  باشد، مقدار   95f(x) = 32 (x) (2x) (4x) (8x) (16x)cos2 cos2 cos2 cos2 cos2f( )
π

12
6 + 27−−√

32
6 + 27−−√

16
6 − 27−−√

16
6 − 27−−√

32

فرض کنید  مجموعۀ جواب هاي معادلۀ مثلثاتی  در بازة  باشد، ماکزیمم  96

، کدام است؟ عضو مجموعۀ  

A(1 + cos(2α))(1 + cos(4α))(1 + cos(8α)) =
1
8

[0, π]

A

π
5
7

π
6
7

π
7
9

π
8
9

 

y

x

3

-3

3

شکل مقابل، قسمتی از نمودار تابع  است.  کدام می باشد؟  97y = a sin(bπx)a ⋅ b

−6

−3

4٫5

6

نقاط پایانی کمان جواب هاي معادله ي  بر روي دایره ي مثلثاتی رأس هاي کدام چند ضلعی است؟  98

مثلث متساوي الساقین مثلث قائم الزاویه مستطیل مربع

= 1 + cos x
sin x cos x

1 − cos x

جواب هاي کلی معادله مثلثاتی  به صورت  بیان شده است، مجموعه مقادیر  کدام است؟  99cos 2x = sin xx = 2kπ +
iπ

6
i

{7, 9}{1, 3, 5}{1, 4, 7}{1, 5, 9}

، کدام است؟ ، در فاصلۀ  تعداد جواب هاي معادلۀ مثلثاتی   1005 (x) + 2 (3x) = −2sin2 cos2[−π, π]

1257

اگر زاویۀ  در ناحیۀ سوم دایرة مثلثاتی و  باشد، مقدار  کدام است؟  101αtanα =
3
4

cos(2α − ) + cos(α + π)π

2

cot(2α)

−
96

175
1056
175

96
175

−
1056
175

اگر  باشد مقدار  کدام است؟  102f(α) = 4 sin(α) cos(2α) + 2 sin(α)f( )
41π

9

− 3
−−

√3
−−

√1−1

اگر  باشد، حاصل  کدام است؟  103tan( ) =
α

2
1
4

tan(α) − sin(α)

sin(α) − cos(α)

−
91

105
−

16
105

16
105

91
105

10
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، مقدار  کدام است؟ اگر   104f(x) = 16 (3x) (6x) (12x) (24x)cos2 cos2 cos2 cos2f( )
π

36
6 − 3 3−−√

16
6 − 3−−√

16
6 + 3−−√

16
6 + 3 3−−√

16

π2

y

x

3

شکل روبه رو قسمتی از نمودار تابع   است. مقدار تابع در نقطه ي  ، کدام است؟  105

صفر

y = 1 − sin mxx =
7π

6

1
2

1

2

π4

y

x

 

106  شکل روبه رو قسمتی از نمودار تابع   است. مقدار تابع در نقطه ي  ، کدام است؟

صفر

y = + 2 cos mx
1
2

x =
16π

3

−
1
2

1
2

1

، کدام می باشد؟ جواب کلی معادله ي مثلثاتی   1072 cos 2x = cot x(4 sin x + tan x)

kπ −
π

3
kπ ±

π

32kπ ±
2π

3
2kπ ±

2π

6

، کدام است؟ فرض کنید زاویۀ  در ناحیۀ چهارم مثلثاتی و  باشد. حاصل عبارت   108αcos(α) =
2
3

sin(α + ) − sin(α − π)π

2

| (α) − 1|tan2

4(2 + )5−−√

3
4(−2 + )5−−√

3
4(2 − )5−−√

3
−

4(2 + )5−−√

3

11
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ابتدا تمام زوایا را برحسب   مینویسیم:   1

 

  : بنابراین داریم

تمام جملات را بر  تقسیم میکنیم در نتیجه: 

می دانیم در تابع  بیشترین مقدار تابع، برابر  است.   2

  

) در تابع صدق می کند، پس:   نقطه (

    

  

  

مساحت هر چهارضلعی از نصف حاصل ضرب دو قطر در سینوس زاویه ي بینشان به دست می آید.   3

 4

از رابطۀ  استفاده می کنیم.

 

 5

می دانیم:   

براي آنکه تابع   روي بازهي  بیشترین مقدار را داشته باشد، باید حاصل   کمترین مقدار، یعنی مقدار  6

 را به خود بگیرد. پس داریم: 

 

حال براي تعیین تعداد جوابهاي این معادله در بازهي  کافی است به  اعداد صحیح را نسبت دهیم:

15∘

cos = cos( + ) = sin , sin = sin( − ) = − cos285∘ 270∘ 15∘ 15∘ 255∘ 270∘ 15∘ 15∘

sin = sin( − ) = sin( − ) = sin , sin = sin( + ) = cos525∘ 540∘ 15∘ 180∘ 15∘ 15∘ 105∘ 90∘ 15∘ 15∘

=
cos − sin285∘ 255∘

sin − sin525∘ 105∘

sin + cos15∘ 15∘

sin − cos15∘ 15∘

cos 15∘

= = = = −
tan + 115∘

tan − 115∘

0٫28 + 1
0٫28 − 1

1٫28
−0٫72

−128
72

16
9

y = a sin bx + c|a| + c

Max = 3
−−

√ → |b| + a = 3
−−

√ b + a =− →−−−−−−−−−−−
b>0.است است،

چون شکل فرمت خود سینوس
3
−−

√

π, −
3
2

∣

∣

∣
∣
∣

π

−
3
2

→ − = a + b sin(π + )
3
2

π

3
→ − = a − b sin

3
2

π

3
→ − = a − b

3
2

3
−−

√

2
→ −3 = 2a − b3

−−
√

−2 ⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

b + a = 3
−−

√

2a − b = −33
−−

√
→ −2b − b = −2 − 33

−−
√ 3

−−
√ → 2b + b = 2 + 33

−−
√ 3

−−
√

→ (2 + )b = 2 + 33
−−

√ 3
−−

√ → b = ×
2 + 33

−−
√

2 + 3
−−

√

2 − 3
−−

√

2 − 3
−−

√
= =

4 − 6 + 6 − 33
−−

√ 3
−−

√

4 − 3
3
−−

√

S = (12)(8 )(sin ) = (48 )( ) = 24 × 3 = 72
1
2

3
−−

√ 60∘ 3
−−

√
3
−−

√

2

tan( − α) = cot α
π

2

tan 3x ⋅ tan x = 1 → tan 3x = → tan 3x = cot x → tan 3x = tan( − x)
1

tan x

π

2

3x = kπ + − x → 4x = kπ + → x = +− →−−−−−−−−−−−−
tan x=tan α→x=kπ+α π

2
π

2
kπ

4
π

8

1 + cosu = 2cos2 u

2

sinu = 2sin cosu

2
u

2

= → = tan =
sinα

1 + cosα

1
2

2sin cosα

2
α

2

2cos2 α

2

α

2
1
2

tan( + ) = − cot = = = −2
π

2
α

2
α

2
−1

tan α

2

−1
1
2

y = −4 cos( − 3πx)
π

4
[−1, 1]cos( − 3πx)

π

4
(−1)

cos( − 3πx) = −1 → − 3πx = 2kπ + π ⇒ x = −
π

4
π

4
−2k

3
1
4

[−1, 1]k

12
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، داراي  جواب است. بنابراین معادله ي فوق در بازه ي 

 7

 

 8

می دانیم: 

می دانیم:    9

 

می دانیم:   10

دوره تناوب تابع  برابر  میباشد.   11

باتوجه به شکل داده شده  و  هر دو مثبت یا هر دو منفی هستند و چون همه گزینهها مثبت میباشند پس   قابل قبول است. بیشترین مقدار این تابع از روي شکل  میباشد و بیشترین

مقدار   زمانی رخ میدهد که سینوس برابر باشد  

بنابراین  است پس  

k

x

−2
13
12

غ ق ق

−1
5

12

✓

0

−
1
4

✓

1

−
11
12

✓

2

−
19
12

غ ق ق

[−1, 1]3

sin(α − ) = − sin( − α) = − cos α, sin(3π + α) = sin(π + α) = − sin α
π

2
π

2

cos( + α) = sin α , cos(α − π) = cos(π − α) = − cos α
3π

2

= =

sin(α − ) + sin(3π + α)
π

2

cos( + α) + cos(α − π)
3π

2

− cos α − sin α

sin α − cos α

cos α + sin α

cos α − sin α

= = 5= ================
تقسیم می کنیم cos α تک تک جملات را بر 1 + tan α

1 − tan α

1 +
2
3

1 −
2
3

1 + α =cot2 1

αsin2

= = | | =1 + αcot2
− −−−−−−−

√ 1

αsin2

− −−−−

√
1

sin α

  +

1
sin α

= =
1 − cos α

1 + cos α

− −−−−−−−

√ = =========
ضرب و تقسیم می کنیم

1) در مزدوج مخرج  − cos α)(1 − cos α)

(1 + cos α)(1 − cos α)

− −−−−−−−−−−−−−−−−−

√
(1 − cos α)

2

1 − αcos2

− −−−−−−−−−

⎷
 (1 − cos α)

2

αsin2

− −−−−−−−−−

⎷


= | | =
1 − cos α

  +

sin α

1 − cos α

sin α

⇒ − = − = = cot α1 + αcot2
− −−−−−−−

√
1 − cos α

1 + cos α

− −−−−−−−

√
1

sin α

1 − cos α

sin α

cos α

sin α

1 + cos 2a = 2 acos2

cos 2x + 2 x = 0 → cos 2x + 1 + cos 2x = 0 → 2 cos 2x = −1 → cos 2x = −cos2 1
2

→ cos 2x = cos(π − ) = cos → 2x = 2kπ ± → x = kπ ±
π

3
2π

3
2π

3
π

3

sin a cos a = sin 2a
1
2

− = =
1

sin 15∘

1
cos 15∘

cos − sin15∘ 15∘

sin cos15∘ 15∘

cos − sin15∘ 15∘

sin
1
2

30∘

→ = = = = 8A2 + − 2 sin cossin2 15∘
cos2 15∘ 15∘ 15∘

1
16

1 − sin 30∘

1
16

1
2

1
16

→ A = = 28
−−

√ 2
−−

√

y = sin kx
2π

|k|

y = a sin(bπx) → T = = = 6 → |b| = → b = ±
2π

|b| π

2
|b|

1
3

1
3

abb =
1
3

2

y = a sin(bπx)1

a = 2a + b = 2 + =
1
3

7
3

13
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 12

میدانیم  

 توجه کنید که  است.

 13

 

) در تابع صوق می کند، پس:  نقطه (

 

  

 در تابع  مقدار  تابع از رابطۀ  به دست می آید و چون تابع داده شده فرمت سینوس را دارد  است و چون  است پس  است و

درنتیجه  است. 

  

 از روابط  و  مقادیر  و  حاصل می شوند. 

 

کسري برابر صفر است که صورتش صفر باشد.   14

هرکدام از نسبت هاي مثلثاتی داده شده را حساب می کنیم.   15

    

     

    

     

بنابراین خواسته سؤال بصورت زیر است:

   

می دانیم:     16

   

cos 2a = a − acos2 sin2

x − x = ⇒ ( x − x) = ( ⇒ − cos 2x =sin4 cos4 sin2 5π

4
sin2 cos2 ( x + x)sin2 cos2

  
1

− 2
−−

√

2
)2 1

2

cos 2x = − = cos → 2x = 2kπ ± ⇒ x = kπ ±
1
2

2π

3
2π

3
π

3

sin = sin(π + ) = − sin = −
5π

4
π

4
π

4

2
−−

√

2

y = a + b cos( − x)
π

2
= a + b sin x

− , 0
5π

6

→ 0 = a + b sin( )

∣

∣

∣
∣
∣

−5π

6
0

−5π

6
→ 0 = a − b sin( )

5π

6

→ 0 = a − b sin(π − )
π

6
→ 0 = a − b sin( )

π

6
→ a − = 0 (I)

b

2
y = a sin bx + cMax|a| + cab > 0y(0) > 0a > 0

b > 0

Max = |a| + c → 3 = |b| + a → 3 = b + a (II)

(I)(II)a = 1b = 2

: f(x) = 1 + 2 sin xپس → f( ) = 1 + 2( ) = 2
π

6
1
2

sin 3x + sin 2x = 0 → sin 3x = − sin 2x → sin 3x = sin(−2x)

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

3x = 2kπ − 2x → 5x = 2kπ → x =
2kπ

5
3x = 2kπ + π + 2x → x = 2kπ + π غ ق ق (مخرج را صفر می کند)

sin
17π

3
= sin(6π − )

π

3
= sin( )

−π

3
= − sin

π

3
= −

3
−−

√

2

cos( )
−17π

6
= cos

17π

6
= cos(3π − )

π

6
= cos(π − )

π

6
= − cos

π

6
= −

3
−−

√

2

tan
19π

4
= tan(5π − )

π

4
= tan(π − )

π

4
= − tan

π

4
= −1

sin( )
−11π

6
= − sin

11π

6
= − sin(2π − )

π

6
= − sin( )

−π

6
= sin

π

6
=

1
2

sin( ) cos( )
17π

3
−17π

6
+ tan( ) sin( )

19π

4
−11π

6
= ( )( ) + (−1)( )

− 3
−−

√

2

− 3
−−

√

2
1
2

= − =
3
4

1
2

1
4

sin 2a = 2 sin a cos a , cos( − α) = sin α
π

2

sin 2x + cos( − x) = 0 → 2 sin x cos x + sin x = 0 → sin x(2 cos x + 1) = 0
π

2

14
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بنابراین مجموع جواب ها برابر  است. 

 17

می دانیم: 

 طرفین را بر  تقسیم میکنیم:

 18

می دانیم:    19

 20

   

 

 

  

 

 دقت کنید که  است روي همین اصل داریم:

→

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

sin x = 0 x = kπ x = 0, π, 2π− →−−−
حالت خاص

− →−−−
k=0,1,2

2 cos x + 1 = 0 → cos x = − = cos
1
2

2π

3
− →−−−−−
x=2kπ±α

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

x = 2kπ + x =
2π

3
−→−
k=0 2π

3

x = 2kπ − x =
2π

3
−→−
k=1 4π

3

0 + π + 2π + + = 5π
2π

3
4π

3

2 sin a cos a = sin 2a , cos 2a = 2 a − 1cos2

2 x + 2 sin x cos x = 1 → 2 sin x cos x = 1 − 2 xcos2 cos2

→ 2 sin x cos x = −(2 x − 1) → sin 2x = − cos 2xcos2

cos 2x

→ tan 2x = −1 = tan(− ) → 2x = kπ − → x = −
π

4
π

4
kπ

2
π

8

2 x + 3cosx = 0 → 2(1 − x) + 3cosx = 0sin2 cos2

→ 2 − 2 x + 3cosx = 0 → 2 x − 3cosx − 2 = 0cos2 cos2

2 − 3A − 2 = 0 → Δ = − 4ac = 9 + 16 = 25− →−−−
cosx=A

A2 b2

→

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

cosx = = 2 → (−1 ≤ cosx ≤ 1)
3 + 5

4
امکان ندارد

cosx = = − = cos x = 2kπ ±
3 − 5

4
1
2

2π

3
− →−−−−−
x=2kπ±α 2π

3

= 1 − sin 2a(sin a − cos a)2

sin α − cos α = 1 − sin 2α = → sin 2α =
1
2

− →−−
توان 2 1

4
3
4

cos( − 2α) = − sin 2α = −
3π

2
3
4

: sin u = sin v ⇒ u = 2kπ + v , u = 2kπ + π − vنکتھ

sin 5x + sin 4x = 1 + → sin 5x = − sin 4x → sin 5x = sin(−4x)cos π  
−1

→ { 5x = 2kπ − 4x → 9x = 2kπ → x =
2kπ

9
5x = 2kπ + π + 4x → x = 2kπ + π

x = →
2kπ

9

k

x

0

0

1
2π

9

2
4π

9

3
6π

9

4
8π

9

⋯

⋯

9

2π

x = 2kπ + π x = π− →−−−−
0≤x≤2π

= + πمجموع جواب ھا
2π + 4π + 6π + ⋯ + 18π

9

= + π = + π = 10π + π = 11π
(2 + 4 + 6 + ⋯ + 18)π

9
90π

9

2 + 4 + 6 + ⋯ + 2n = n(n + 1)

15
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 21

ابتدا تمام زوایا را بر حسب  مینویسیم:

بنابراین داریم:  

   

تمام جملات را بر  تقسیم میکنیم در نتیجه: 

 

ها روي بازه ي  ، کافی است معادله ي  را روي براي پیدا کردن نقاط برخورد نمودار تابع  با محور   22

بازه ي مورد نظر حل کنیم. داریم: 

 

حال، جواب هاي قابل قبول  را که در بازه ي  قرار دارند به دست

  می آوریم: 

 

در نتیجه، پنج جواب قابل قبول وجود دارد.

 23

 

 

 

می دانیم دوره ي تناوب تابع   برابر   است. از روي شکل مشخص است که دوره ي تناوب تابع برابر   است.   24

چون   است فرقی نمی کند که  یا   باشد.

2 + 4 + 6 + ⋯ + 18 = 9(9 + 1) = 90

20∘

sin = sin( − ) = − cos , sin = sin( − ) = sin(− ) = − sin250∘ 270∘ 20∘ 20∘ 700∘ 720∘ 20∘ 20∘ 20∘

cos = cos( + ) = cos( + ) = − cos , cos = cos( + ) = − sin560∘ 540∘ 20∘ 180∘ 20∘ 20∘ 110∘ 90∘ 20∘ 20∘

=
sin + sin250∘ 700∘

cos − cos560∘ 110∘

− cos − sin20∘ 20∘

− cos + sin20∘ 20∘

cos 20

= = = =
−1 − tan 20∘

−1 + tan 20∘

−1 − 0٫4
−1 + 0٫4

−1٫4
−0٫6

14
6

7
3

y = 3 sin( − 2x)
π

4
x[−π, ]

3π

2
3 sin( − 2x) = 0

π

4

3 sin( − 2x) = 0 ⇒ sin( − 2x) = 0
π

4
π

4

− 2x = kπ ⇒ −2x = kπ − ⇒ x = −− →−−−−
حالت خاص π

4
π

4
π

8
kπ

2

x[−π, ]
3π

2

k = 2 ⇒ x = − π = − , k = 1 ⇒ x = − = −
π

8
7π

8
π

8
π

2
3π

8

k = 0 ⇒ x = , k = −1 ⇒ x = + =
π

8
π

8
π

2
5π

8

k = −2 ⇒ x = + π =
π

8
9π

8

2 sin(π − x) cos( + x) + 3 cot x sin(π + x) = 0 ⇒ 2 sin x ⋅ sin x + 3 (− sin x) = 0 
3π

2
cos x

sin x

⇒ 2 x − 3 cos x = 0 ⇒ 2(1 − x) − 3 cos x = 0 ⇒ 2 x + 3 cos x − 2 = 0sin2 cos2 cos2

2 + 3A − 2 = 0 ⇒ Δ = − 4ac = 9 + 16 = 25 →− →−−−
cos x=A

A
2

b
2

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

A = =
−3 + 5

4
1
2

A = = −2
−3 − 5

4

A = ⇒ cos x = = cos ⇒ x = 2kπ ±
1
2

1
2

π

3
π

3
A = −2 ⇒ cos x = −2 (−1 ≤ cos x ≤ امکان ندارد(1

y = a cos bxT =
2π

|b|
4π

T = → 4π = → 2 = → |m| = → m = , m = −
2π

|b|

2π

|m|

1
|m|

1
2

1
2

1
2

cos(−α) = cos αm =
1
2

m = −
1
2

y = + 2 cos( x) → y( ) = + 2 cos( × ) = + 2 cos
1
2

1
2

16π

3
1
2

1
2

16π

3
1
2

8π

3

→ y( ) = + 2 cos(2π + ) = + 2 cos = + 2( ) = − 1 = −
16π

3
1
2

2π

3
1
2

2π

3
1
2

−1
2

1
2

1
2
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می دانیم:     25

 26

می دانیم: 

  

 27

می دانیم: 

 28

، پس: می دانیم 

 

   چون   میباشد پس جواب   است.

می دانیم که  و چون  است، انتهاي کمان در ناحیۀ دوم دایرة مثلثاتی است و داریم:   29

    

 30

 با توجه به شکل روبه رو به راحتی پی می بریم که دوره ي تناوب اصلی تابع  برابر می باشد. از طرفی عرض از مبدأ این تابع برابر 

 است یعنی:

 

3

10 5
x

y

توجه کنید که دوره ي تناوب تابع  برابر  است. 

چون به ازاي  ، تابع ابتدا نزولی می باشد، پس مقدار  منفی می باشد، یعنی  است. داریم: 

cot a − tan a = 2 cot 2a

tan − cot = −(cot − tan ) = −2 cot x = −2( ) = −2( ) = −
x

2
x

2
x

2
x

2
1

tan x

3
4

3
2

cos 2a = 2 a − 1cos2

tan sin( − x) = 1 ⇒ tan(π − ) sin( − x) = 1
2π

3
3π

2
π

3
3π

2

⇒ − tan (− cos x) = 1 ⇒ cos x = 1 ⇒ cos x =
π

3
3
−−

√
1

3
−−

√

cos 2x = 2 x − 1 = 2 × − 1 =cos2 1
3

−1
3

sin u ⋅ cos u = sin 2u
1
2

sin = sin sin( ) = sin sin( + ) = sin cos = sin( ) = sin =
π

12

7π

12
π

12

6π + π

12
π

12
π

2
π

12
π

12
π

12

1

2

2π

12

1

2
π

6

1

4

cos( + x) = sin x
3π

2

= 1 → = 1 sin 3x = sin x
sin 3x

cos( + x)
3π

2

sin 3x

sin x
− →−−−−−−−−−
sin x≠0→x≠kπ

⇒ {
3x = 2kπ + x → 2x = 2kπ → x = kπ

3x = 2kπ + π − x → 4x = 2kπ + π → x = +kπ

2
π

4

x ≠ kπx = +
kπ

2
π

4

1 + x =tan2 1
xcos2

< x < π
π

2

( − sin x)
tan x

1 + xtan2
− −−−−−−−

√

1
sin x

= ( )
tan x

1
xcos2

− −−−−

√

1 − xsin2

sin x
= ( )

tan x

1
| |cos x  

−

xcos2

sin x
= −( )(cos x)( )

sin x

cos x

xcos2

sin x
= − xcos2

y = a + sin(bπx)T = 4

3f(0) = 3 → a = 3

y = sin kxT =
2π

|k|

y = a + sin( x) ⇒ = T = = = = 4 ⇒ |b| = → b = ±bπ 
k

دوره ی تناوب
2π

|k|

2π

|bπ|

2
|b|

− →−
T=4 2

|b|

1
2

1
2

x > 0bb = −
1
2

y = 3 + sin(− πx)
1
2

⇒ y( ) = 3 + sin(− π) = 3 − sin(4π + ) = 3 − sin = 3 − = 2٫5
25
3

25
6

π

6
π

6
1
2
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 31

می دانیم: 

3

3
π

3
π2

2
1 

مقدار سینوس  در این بازه از  تا  متغیر است که کم ترین مقدار آن  است.

می دانیم که  و چون  است، انتهاي کمان در ناحیۀ سوم دایرة مثلثاتی است و داریم:    32

    

اگر  زوج باشد آنگاه:   33

اگر  فرد باشد آنگاه: 

تابع  ویژگی هاي بالا را دارد.

 34

  

 

 توجه کنید چون  است پس جواب  قابل قبول نمی باشد.

می دانیم دوره ي تناوب تابع  برابر  است. از روي شکل مشخص است که دوره ي تناوب تابع برابر  است.   35

از طرفی تابع در همسایگی راست  نزولی است پس  است یعنی  قابل قبول است. 

 36

   

= cos 2α
1 − αtan2

1 + αtan2

= cos 2(45 − α) = cos(90 − 2α) = sin 2α
1 − (45 − α)tan2

1 + (45 − α)tan2

≤ α ≤ ⇒ ≤ 2α ≤
π

6
π

3
π

3
2π

3

3
−−

√

2
1

3
−−

√

2

1 + x =tan2 1
xcos2

π < x <
3π

2

(2 − x)1 + xtan2
− −−−−−−−

√ sin2 π

4
sin2 = ( 2( − x)

1
xcos2

− −−−−

√
2
−−

√

2
)2 sin2 = (1 − x)

1
| |cos x  

−

sin2 = ( x)
−1

cos x
cos2 = − cos x

[ ]x

(−1 f(x) = | | ⇒ f(x) = | | ⇒ f(x) ≥ 0)[x] f(x) f(x)

[ ]x

(−1 f(x) = | | ⇒ −f(x) = | | ⇒ f(x) ≤ 0)[x] f(x) f(x)

f(x) = sin πx

cos 3x + cos x = 0 → cos 3x = − cos x → cos 3x = cos(π − x)

− →−−−−−−−−−−−−
cos x=cos α→x=2kπ±α

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

3x = 2kπ + π − x → 4x = 2kπ + π → x = +
kπ

2
π

4
3x = 2kπ − π + x → 2x = 2kπ − π → x = kπ −

π

2
cos x ≠ 0x = kπ −

π

2

y = a sin bxT =
2π

|b|

2π

3

T = → = → |m| = 3 → m = 3 , m = −3
2π

|b|

2π

3
2π

|m|

x = 0m > 0m = 3

y = 1 − sin 3x → y( ) = 1 − sin = 1 − sin = 1 − sin(4π − )
7π

6
21π

6
7π

2
π

2

= 1 − sin(− ) = 1 − (−1) = 2
π

2

tan α = →
4
3

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

1 + α = → 1 + = → α = cos α = −tan2 1
αcos2

16
9

1
αcos2

cos2 9
25

− →−−−
ناحیۀ سوم 3

5

α = 1 − α → α = 1 − = sin α = −sin2 cos2 sin2 9
25

16
25

− →−−−
ناحیۀ سوم 4

5

cot α =
3
4

sin( + α)
9π

2
= sin(4π + + α)

π

2
= sin( + α)

π

2
= cos α = −

3
5
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می دانیم  است.   37

    

   

 38

میدانیم:    

   

 جواب هاي  را پوشش میدهد.

می دانیم  است.    39

   :پس

می دانیم دورة تناوب  برابر  است بنابراین  می باشد.  

می دانیم که  است پس  است. و می دانیم در تابع  ، دورة تناوب  و  40

 است.  

  

 چون فاصلۀ دو مینیمم متوالی، دورة تناوب اصلی منحنی است، پس:

   

چون شکل داده شده فرمت سینوس است پس  هم علامتند، یعنی: 

   یا 

 41

می دانیم: 

 

 

cos( − α)
7π

2
= cos(2π + − α)

3π

2
= cos( − α)

3π

2
= − sin α =

4
5

tan(α − )
3π

2
= − tan( − α)

3π

2
= − cot α = −

3
4

: sin( + α) cos( − α) − tan(α − پس(
9π

2
7π

2
3π

2
= (− )( ) + = − +

3
5

4
5

3
4

12
25

3
4

= = = 0٫27
−48 + 75

100
27

100

sin a cos a = sin 2a
1
2

4 sin x ⋅ sin( − x) = 1
3π

2
→ −4 sin x cos x = 1 → −4( sin 2x) = 1

1
2

→ −2 sin 2x = 1 → sin 2x = − = sin( )
1
2

−π

6

− →−−−−−−−−−−−−−−−

sin x=sin α→{
x=2kπ+α

x=2kπ+π−α

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

2x = 2kπ − → x = kπ −
π

6
π

12

2x = 2kπ + → x = kπ +
7π

6
7π

12

x = , , ,− →−−−−−−−
k.عدد می دھیم بھ 7π

12
11π

12
19π

12
23π

12
= 5π− →−−−−−−

مجموع جواب ھا 60π

12

cos 2a = a − acos2 sin2

x − x = sin( + x) ⇒ − cos 2x = − cos x ⇒ cos 2x = cos xsin2 cos2 3π

2

2x = 2kπ ± x ⇒ → x =

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

x = 2kπ

یا

x =
2kπ

3

2kπ

3

x =
2kπ

3
x = 2kπ

cot α − tan α = 2 cot 2α

f(x) = −(cot πx − tan πx) = −2 cot 2πx =
−2

tan 2πx

y = tan bxT =
π

|b|
T = =

π

|2π|

1
2

sin a cos a = sin 2a
1
2

y = 1 + sin 2bx
a

2
y = a sin bx + cT =

2π

|b|

Max = |a| + c

Max =
3
2

→ + 1 =
∣

∣
∣
a

2

∣

∣
∣

3
2

→ = → a = ±1
∣

∣
∣
a

2

∣

∣
∣

1
2

T = − (− ) = π
3π

4
π

4
→ = π

2π

|2b|
→ |b| = 1 → b = ±1

a, b

a = 1 → b = 1 → a + b = 2 a = −1 → b = −1 → a + b = −2

1 + α = , 2 x = 1 + cos 2xtan2 1
αcos2

cos2

(1 + x) ⋅ cos(π + 2x) = 2 ⇒ ( )(− cos 2x) = 2 ⇒ 2 x = − cos 2xtan2 1
xcos2

cos2

⇒ 1 + cos 2x = − cos 2x ⇒ 2 cos 2x = −1 ⇒ cos 2x = − = cos
1
2

2π

3

2x = 2kπ ± ⇒ x = kπ ±
2π

3
π

3
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 42

میدانیم: 

 43

می دانیم: 

 44

، پس: می دانیم 

 45
روش اول:

 

  مخرج 

روش دوم: اگر به  صفر دهیم گزینه هاي  جواب  بدست می آید که غیر قابل قبول است (چون مخرج را صفر میکند) پس گزینه ي  جواب صحیح است.

46   

 47

 48

    

   

    

  :پس

می دانیم  است.  49

sin u ⋅ cos u = sin 2u , cos 2a = 1 − 2 a
1
2

sin2

sin 7٫5 cos 7٫5(1 − 2 7٫5) = sin 15 × cos 15 = sin 30 =sin2 1
2

1
4

1
8

sin u cos u = sin 2u
1
2

sin( + α)sin(π + α) − sin(π − α)cos(−α) = cosα(−sinα) − sinα cosα = −2sinα cosα = −sin2α
π

2

tan( − x) = cot x
3π

2

(sin x − tan x) tan( − x) = cos ⇒ (sin x − tan x) cot x = cos(π + )
3π

2
4π

3
π

3

⇒ sin x cot x − tan x cot x = − cos ⇒ sin x ⋅ − 1 = − cos ⇒ cos x − 1 = −
π

3
cos x

sin x

π

3
1
2

⇒ cos x = = cos ⇒ x = 2kπ ±
1
2

π

3
π

3

= 0 ⇒ cos 2x = 0 2x = kπ + ⇒ x = +
cos 2x

cos(x + )
π

4

− →−−−−
x=kπ+

π

2

حالت خاص π

2
kπ

2
π

4

≠ 0 ⇒ cos(x + ) ≠ 0 x + ≠ kπ + ⇒ x ≠ kπ +
π

4
− →−−−−
x≠kπ+

π

2

حالت خاص π

4
π

2
π

4

k3, 2, 1x =
π

4
4

cos( + θ) = cos(π + + θ) = − cos( + θ) = −(− sin θ) = sin θ
3π

2
π

2
π

2

= = = + cot θ

cos(3 + θ) − cos(π + θ)
π

2
sin(π − θ) − sin(3π + θ)

sin θ + cos θ

sin θ + sin θ

sin θ + cos θ

2 sin θ

1
2

1
2

= + × = + = = 3
1
2

1
2

10
2

2
4

10
4

12
4

sin(π + x) cos( + x) − 2 sin(π − x) + 1 = 0 ⇒ (− sin x)(− sin x) − 2 sin x + 1 = 0 
π

2

⇒ x − 2 sin x + 1 = 0 ⇒ = 0 ⇒ sin x = 1  x = 2kπ +sin2 (sin x − 1)
2

− →−−−
حالت خاص π

2

tan( )
11π

4
= tan(3π − )

π

4
= tan(π − )

π

4
= − tan

π

4
= −1

sin( )
15π

4
= sin(4π − )

π

4
= − sin( )

π

4
= −

2
−−

√

2

cos( )
13π

4
= cos(3π + )

π

4
= cos(π + )

π

4
= − cos

π

4
= −

2
−−

√

2

A = (−1) + (− )(− )
2
−−

√

2

2
−−

√

2
= −1 + = −

1
2

1
2

a + a = 1 − 2asin4 cos4 1
2

sin2
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 مجموع جواب ها

میدانیم:     50

 

می دانیم که  است.   51

     

بنابراین معادله در بازة داده شده داراي  جواب است. 

میدانیم:    52

در تابع  مقدار ماکسیمم تابع از رابطۀ  به دست می آید.   53

    

      

 54

   

  

 55

 

 56

 

در تابع  می دانیم که  است. 

 

1 − 2x =
1
2

sin2 1
2

⇒ 2x =
1
2

sin2 1
2

⇒ 2x = 1sin2

⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

sin 2x = 1 2x = 2kπ + ⇒ x = kπ + ⇒ x = ,− →−−−
حالت خاص π

2
π

4
π

4
5π

4

sin 2x = −1 2x = 2kπ − ⇒ x = kπ − ⇒ x = ,− →−−−
حالت خاص π

2
π

4
3π

4
7π

4

= + + + = = 4π
π

4
5π

4
3π

4
7π

4
16π

4

tan 2a = , cot a − tan a = 2 cot 2a
2 tan a

1 − atan2

tan − cot = 1 → cot − tan = −1 → 2 cot x = −1 → cot x = → tan x = −2
x

2
x

2
x

2
x

2
−1
2

tan 2x = → tan 2x = = =
2 tan x

1 − xtan2

2(−2)

1 − 4
−4
−3

4
3

sin cos u = sin 2u
1
2

4 sin 3x cos 3x = 1 → 4( sin 6x) = 1
1
2

→ 2 sin 6x = 1 → sin 6x = = sin
1
2

π

6
− →−−−−−−−−−−−−−−−

sin x=sin α→{
x=2kπ+α

x=2kπ+π−α

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

6x = 2kπ + → x = +
π

6
kπ

3
π

36

6x = 2kπ + → x = +
5π

6
kπ

3
5π

36

→

k

x

0 1

, ,
π

36
5π

36
13π

36
17π

36
4

tan 2α =
2 tan α

1 − αtan2

= ⇒ tan 2x = = tan 2x = kπ + x = +
2 tan x

1 − xtan2
3
−−

√ 3
−−

√
π

3
− →−−−−−
x=kπ+α π

3
−→

kπ

2
π

6

y = a sin bx + cMax = |a| + c

Max =
3
2

→ |b| + a =
3
2

−b + a =− →−−−−−−−−−
b<0است. است پس

شکل فرمت قرینۀ سینوس 3
2

0
∣

∣

∣
∣

π

2
0

− →−−
صدق

= a + b sin( + )
π

2
π

3
→ 0 = a + b cos

π

3
→ a + = 0

b

2
→

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

−b + a =
3
2

2 a + = 0b

2

→ 3a =
3
2

→ a = , b = −1
1
2

1 + C =cot2 1

Csin2
→ 1 + C =cot2 169

25
→ C =cot2 144

25
→ cot C =

12
5

: cot C =AHC
Δ CH

AH
→ =

12
5

9
AH

→ 12AH = 45 → AH = 3٫75

= =
sin − cos160∘ 200∘

cos + sin110∘ 70∘

sin( − ) − cos( + )180∘ 20∘ 180∘ 20∘

cos( + ) + sin( − )90∘ 20∘ 90∘ 20∘

sin + cos20∘ 20∘

− sin + cos20∘ 20∘

= = == ======
÷ cos 20∘ tan + 120∘

− tan + 120∘

+ 1
36

100

− + 1
36

100

136
64

17
8

y = a + b sin( + x)
π

2
→ y = a + b cos x

y = a cos bx + cMax = |a| + c

Max = 3 → |b| + a = 3 −b + a = 3− →−−−−−−−−−−−−
شکل فرمت قرینۀ کسینوس را دارد

b<0است پس

21

بی نام

معین کرمی

https://t.me/mrkonkori


     

 

در تابع  می دانیم که  و  و  است.   57

     

  

چون شکل فرمت قرینۀ سینوس را دارد پس  است بنابراین  است. 

 58

   

   

   

   :پس

 59

می دانیم 

چون  است می توان  و  را در نظر گرفت.   60

A

B C
H 5 x

x2
96

 

      

61  در تابع  می دانیم که  و  و  است. 

     

  

شکل فرمت سینوس را دارد یعنی  است و بدون دانستن این موضوع هم گزینۀ اول انتخاب می شد.

می دانیم:   62

0 = a + b cos( )

∣

∣

∣
∣
∣
∣

7π

3
0 −→−

صدق 7π

3
→ 0 = a + b cos(2π + )

π

3
→ 0 = a + b cos

π

3
→ 0 = a + → 2a + b = 0

b

2

: پس} −b+a=3
2a+b=0 → a = 1 , b = −2

y = a sin bx + cT =
2π

|b|
Max = |a| + cMin = −|a| + c

T = − ( ) = 6π
9π

2
−3π

2
→ = 6π

2π

|b|
→ |b| =

1
3

→ b = , b =
1
3

−1
3

}Max = 1 → |a| + c = 1
Min = −3 → −|a| + c = −3

→ c = −1 , |a| = 2 → a = 2 , a = −2

ab < 0= −6
a

b

tan = tan(3π − )
17π

6
π

6
= tan(π − ) = − tan = −

π

6
π

6

3
−−

√

3

sin = sin(4π − )
11π

3
π

3
= sin(− ) = −

π

3

3
−−

√

2

cos = cos(3π + )
10π

3
π

3
= cos(π + ) = − cos = −

π

3
π

3
1
2

tan ⋅ sin + cos
17π

6
11π

3
10π

3
= (− )(− ) −

3
−−

√

3

3
−−

√

2
1
2

= − = 0
1
2

1
2

1 + θ = , 1 + θ = , sin θ cos θ = sin 2θtan2 1
θcos2

cot2 1

θsin2

1
2

= = =
(1 + θ)(1 + θ)tan2 cot2

(1 − θ) − θsin2 cos4

×
1

θcos2

1

θsin2

θ − θcos2 cos4

1

θ θsin2 cos2

θcos2 (1 − θ)cos2
  

θsin2

1

θ θsin4 cos4

= = = = 16 2θ
1

(sin θ cos θ)4

1

( sin 2θ)
1
2

4

16

2θsin4
sin−4

cot C = =
CH

AH

5
−−

√

2
CH = x5

−−
√AH = 2x

: (96 = (2x + ( xAHC
Δ

)2 )2 5
−−

√ )2 → 96 × 96 = 4 + 5x2 x2 → 96 × 96 = 9x2 → = 32 × 32x2 → x = 32 → AH = 2x = 64

y = a sin bx + cT =
2π

|b|
Max = |a| + cMin = −|a| + c

T = − =
5π

6
π

6
2π

3
→ =

2π

|b|

2π

3
→ |b| = 3 → b = 3, b = −3

Max = 1 → |a| + c = 1
Min = −3 → −|a| + c = −3

→ c = −1, |a| = 2 → a = 2, a = −2

ab > 0

sin 2a = 2 sin a cos a
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 63

چون   است پس جواب   قابل قبول است.

 64

 

می دانیم:     65

نکته:    و     66

طبق صورت سؤال داریم: 

  

 

  

 

با در نظر گرفتن شکل زیر داریم:   67

y

x

مجسمه

ناظر
40˚

5˚

ارتفاع مجسمه  متر است.      35

روش اول:   68

  

2 tan x x = 1 → 2 ⋅ x = 1 → 2 sin x cos x = 1cos2 sin x

cos x
cos2

→ sin 2x = 1 2x = 2kπ + → x = kπ +− →−−−−
حالت خاص π

2
π

4

cos 3x + cos x = 0 → cos 3x = − cos x → cos 3x = cos(π − x)

⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

3x = 2kπ + π − x → 4x = 2kπ + π → x = +− →−−−−−−
x=2kπ+α kπ

2
π

4

3x = 2kπ − π + x → 2x = 2kπ − π → x = kπ −− →−−−−−−
x=2kπ−α π

2

cos x ≠ 0x = +
kπ

2
π

4

2 x − cos x − 3 = 0 2 − A − 3 = 0cos2 − →−−−−−
cos x=A

A2 − →−−−
a+c=b ⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

A = −1

A = − =
c

a

3
2

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

cos x = −1 x = 2kπ + π− →−−−
حالت خاص

cos x = > 1 (−1 ≤ cos x ≤ 1)
3
2

غ ق ق

x = 1 − xsin2 cos2

2 x = 3 cos x → 2(1 − x) = 3 cos x → 2 x + 3 cos x − 2 = 0sin2 cos2 cos2

2 + 3A − 2 = 0 → Δ = − 4ac = 9 + 16 = 25− →−−−
cos x=A

A2 b2

→

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

cos x = = = cos x = 2kπ ±
−3 + 5

4
1
2

π

3
− →−−−−−
x=2kπ±α π

3

cos x = = −2 − 1 ≤ cos x ≤ 1
−3 − 5

4
است. امکان ندارد زیرا

cos(x − ) = (cos x + sin x)
π

4

2
−−

√

2
sin 3α = 3 sin α − 4 αsin3

sin 4x cos 2x = (x − ) ⇒ (2 sin 2x cos 2x)(cos 2x) = ( (cos x + sin x) = (sin x + cos xcos2 π

4

2
−−

√

2
)2 1

2
)2

⇒ 2 sin 2x 2x = ( x + )cos2 1
2

x +sin2 cos2
  

1

2 sin x cos x
  

sin 2x

⇒ 4 sin 2x(1 − 2x) = 1 + sin 2x ⇒ 4 sin 2x − 4 2x = 1 + sin 2xsin2 sin3

⇒ 3 sin 2x − 4 2x = 1 ⇒ sin 3(2x) = 1 ⇒ sin 6x = 1 = sinsin3 π

2

⇒ 6x = 2kπ + ⇒ x = +
π

2
kπ

3
π

12

tan =40∘ x

35

tan = ⇒ = ⇒ x = 28m40∘ 8
10

x

35
8

10

tan = = 1 ⇒ x + y = 35 ⇒ 28 + y = 3545∘ x + y

35
7⇒ y = 7m

sin(2x − ) = cos(x + )
π

4
π

4
→ sin(2x − ) = sin( − (x + ))

π

4
π

2
π

4
→ sin(2x − ) = sin(−x + )

π

4
π

4
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روش دوم: اگر  باشد گزینۀ اول و دوم  را می دهند که در معادله صدق نمی کند اگر  باشد گزینۀ سوم  را می دهد که در معادله صدق نمی کند بنابراین گزینۀ چهارم

صحیح است.

این تست با عددگذاري حل می شود.  در معادله صدق می کند  بنابراین گزینه هاي سوم و چهارم حذف می شوند.   69

در معادله صدق نمی کند  بنابراین گزینۀ دوم نیز حذف می شود و جواب گزینۀ اول یعنی  است.

دورة تناوب تابع برابر  است.   70

ماکزیمم تابع برابر  است، پس:

 

،  مختلف العلامت هستند و داریم:  تابع در اطراف  نزولی است، پس 

 71

می دانیم  و  

 72

     

  

زاویه ها را شکسته و بر حسب  می نویسیم.   73

  

     

    

     

− →−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

sin x=sin α→{x=2kπ+α

x=2kπ+π−α
⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

2x− =2kπ−x+ →3x=2kπ+ →x= +
π

4
π

4
π

2
2kπ

3
π

6
2x− =2kπ+π+x− →x=2kπ+π

π

4
π

4 (با توجھ بھ شرط) غ ق ق

k = 0x = 0k = 1x =
π

2

x = 0(sin + cos = cos 0)
π

6
π

3
x =

π

3

(sin + cos ≠ cos )
π

2
2π

3
2π

3
x =

2kπ

3
π

T = π ⇒ = π ⇒ |b| = 2 ⇒ b = ±2
2π

|b|

1٫5

1 + |a| = 1٫5 ⇒ |a| = ⇒ a = ±
1
2

1
2

x = 0ab

a = , b = −2 ⇒ a + b = −
1
2

3
2

a = − , b = 2 ⇒ a + b =
1
2

3
2

cos 2x = x − xcos2 sin2sin 2x = 2 sin x cos x

sin 4x = x − xsin4 cos4

2 sin 2x cos 2x = ( x + x)( x − x) = − cos 2xsin2 cos2 sin2 cos2

→ 2 sin 2x cos 2x + cos 2x = 0 → cos 2x(2 sin 2x + 1) = 0

cos 2x = 0 → 2x = kπ + → x = + { , }
π

2
kπ

2
π

4
− →−−−

0≤x≤π π

4
3π

4

sin 2x = − →
1
2

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

2x = 2kπ − → x = kπ − { }
π

6
π

12
− →−−−

0≤x≤π 11π

12

2x = 2kπ + → x = kπ + { }
7π

6
7π

12
− →−−−

0≤x≤π 7π

12

+ + + =
π

4
3π

4
11π

12
7π

12
5π

2

tan 3x ⋅ tan x = 1 → tan 3x =
1

tan x
→ tan 3x = cot x → tan 3x = tan( − x)

π

2
3x = kπ + − x− →−−−−−−−−−−−−

tan x=tan α→x=kπ+α π

2
→ 4x = kπ +

π

2

→ x = +
kπ

4
π

8
→

k

x

4
9π

8

5
11π

8

6
13π

8

7
15π

8
→ = = 6πمجموع جواب ھا

48π

8

π

4

A = tan + sin cos
11π

4
15π

4
13π

4

tan( )
11π

4
= tan( )

12π − π

4
= tan(3π − )

π

4
= tan(π − )

π

4
= − tan

π

4
= −1

sin( )
15π

4
= sin( )

16π − π

4
= sin(4π − )

π

4
= − sin( )

π

4
= −

2
−−

√

2

cos( )
13π

4
= cos( )

12π + π

4
= cos(3π + )

π

4
= cos(π + )

π

4
= − cos

π

4
= −

2
−−

√

2
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 74

با توجه به رابطه  داریم:   75

 76

 

 77

می دانیم  و 

  

 78

  

 79

   

   

    

    

     

 80
می دانیم: 

 

A = −1 + (− ) ⋅ (− )
2
−−

√

2

2
−−

√

2
= −1 + = −

1
2

1
2

x + 3sin( + x) + 2 = 0 → x + 3cosx + 2 = 0 + 3A + 2 = 0cos2 π

2
cos2 − →−−−

cos x=A

A2

− →−−−
a+c=b

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
A = −1 → cosx = −1 x = 2kπ + π = (2k + 1)π− →−−−

حالت خاص

A = − = −2 → cosx = −2 (−1 ≤ cos x ≤ 1) امکان ندارد
c

a

cos( + α) = − sin α
π

2

f(x) = a − 2 cos(bx + )
π

2
f(x) = a + 2 sin bx

→ a + b = −1 + 3 = 2
T = − = = → |b| = 3 → b = ±3 → b = 3 ق . ق

13π

18
π

18
2π

3
2π

|b|

f( ) = 0 → a + 2 sin = 0 → a + 1 = 0 → a = −1
π

18
π

6

⎫

⎭
⎬
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

: α + β = اگر⇒
π

2
sin α = cos β

tan α = cot β

(x + ) + ( − x) = → sin(x + ) = cos( − x) = cos(x − )
π

8
3π

8
π

2
π

8
3π

8
3π

8

⇒ 2 sin(x + ) = 1 ⇒ sin(x + ) = = sin
π

8
π

8
1
2

π

6

⇒ ⇒ + = =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

x + = 2kπ +
π

8
π

6

x + = 2kπ +
π

8
5π

6

− →−−
[0,2π]

= − =x1
π

6
π

8
π

24

= − =x2
5π

6
π

8
17π

24

x1 x2
18π

24
3π

4

2 α = 1 + cos 2αcos2cos( − α) = cos(3 − α) = − sin α
7π

2
π

2

2 ( − x) = 1 + cos( − 2x)cos2 7π

4
7π

2

2 ( − x) − x(1 + x)cos2 7π

4
cos2 tan2 = 1 + cos( − 2x) − x ×

7π

2
cos2 1

xcos2
= cos( − 2x) = − sin 2x

7π

2

: sin α cos α = sin 2αمی دانیم
1
2

cos = cos( − ) = − cos , cos = cos( + ) = − sin165∘ 180∘ 15∘ 15∘ 105∘ 90∘ 15∘ 15∘

⇒ cos ⋅ cos = cos sin ⇒ sin = ⋅ =165∘ 105∘ 15∘ 15∘ 1
2

30∘ 1
2

1
2

1
4

tan 285∘
= tan( + )270∘ 15∘

= − cot 15∘

tan(− ) = − tan165∘ 165∘
= − tan( − ) = tan180∘ 15∘ 15∘

sin( )1095∘
= sin(6 × + )180∘ 15∘

= sin 15∘

cos( )255∘
= cos( − )270∘ 15∘

= − sin 15∘

: tan( ) ⋅ tan(− پس( 285∘ 165∘
− sin( ) cos( )1095∘ 255∘

= (− cot )(tan )15∘ 15∘
−(sin )(− sin )15∘ 15∘

= −1 + sin2 15∘

= −(1 − ) = −sin2 15∘
cos2 15∘

y = sin bx → T = ,
2π

|b|
sin x ⋅ cos x = sin 2x

1
2

25
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 چون فاصلۀ دو نقطۀ مینیمم متوالی برابر با دورة تناوب اصلی منحنی است پس: 

 

 

تابع دراطراف  صعودي است، پس  و  هم علامتند و داریم:

با توجه به شکل، منحنی از  و  عبور می کند پس:   81

روش اول:  تابع را ساده تر می کنیم.  82

  

  

روش دوم: 

با توجه به اتحاد  به راحتی حل می شود. 

 

 

 83

 

 

  

می دانیم که در تابع  اگر  باشد، تابع در نقطۀ شروع  صعودي خواهد بود و اگر  باشد، نزولی خواهد بود.   84
توجه: 

 

 با توجه به شکل، منحنی دو بار تکرار شده است. پس عدد  دو برابر دورة تناوب تابع است. 

 

 کم ترین مقدار تابع  زمانی ایجاد می شود که مقدار سینوس عدد  یا  باشد و با توجه به شکل مقدار  عدد  است. پس: 
 

y = 1 + a ⋅ sin bx ⋅ cos bx = 1 + ⋅ sin 2bx
a

2

T = − (− ) = π
3π

4
π

4

T = = ⇒ = π ⇒ |b| = 1 ⇒ b = ±1
2π

|2b|

π

|b|

π

|b|

y = 1 + ⋅ sin 2bx
a

2
1 + | | = ⇒ |a| = 1 ⇒ a = ±1− →−−−−−

بیشترین مقدار a

2
3
2

x = 0ab

a + b = 2 a + b = یا2−

(0, 0)(2, 4)

⇒ { ⇒ a = 2 , b = −2
(0, 0) 0 = a + b cos(0) ⇒ a + b = 0−→

تابع

(2, 4) 4 = a + b cos( (2)) = a + b ⋅ cos π = a − b−→
تابع

π

2

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
a + b = 0
a − b = 4

f(x) = tan(πx) − cot(πx) = −
sin πx

cos πx

cos πx

sin πx
=

πx − πxsin2 cos2

sin πx cos πx

f(x) =
−( πx − πx)cos2 sin2

sin πx cos πx
=

− cos 2πx

sin 2πx
1
2

= −2 cot 2πx

T = =
π

2π

1
2

tan α − cot α = −2 cot α

tan(πx) − cot(πx) = −2 cot 2πx

T = =
π

2π

1
2

tan sin + cos
17π

6
11π

3
10π

3
= tan(3π − ) sin(4π − ) + cos(3π + )

π

6
π

3
π

3

= tan(− ) sin(− ) + cos(π + )
π

6
π

3
π

3
= (− tan )(− sin ) − cos

π

6
π

3
π

3

= tan sin − cos
π

6
π

3
π

3
= × −

3
−−

√

3

3
−−

√

2
1
2

= − = 0
3
6

1
2

y = a ⋅ sin bxa ⋅ b > 0x = 0a ⋅ b < 0

y = k ⋅ sin ax T =− →−−−−
دورۀ تناوب 2π

|a|

4
3

2T = ⇒ T = ⇒ T = = ⇒ |b| = 3
4
3

2
3

2π

|bπ|

2
3

y = 1 + a sin(bπx)1−1min−1
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می دانیم    85

 86

  

 

   

   

  

 87

می دانیم: 

 88

  

 

 89

     

 در واقع عدد بین صفر تا یک است؛ زیرا: 

 

حال تابع  و خط  را رسم می کنیم.  

خط و نمودار در دو نقطه تقاطع دارند.   

 

می دانیم  پس داریم:   90

 

min = 1 − |a| = −1 ⇒ |a| = 2 ⇒ a + b = { 2 + 3 = 5
−2 − 3 = −5

cos( − α) = sin α , sin α cos α = sin 2α
π

2
1
2

8 cos a cos b cos( − a) cos( − b) = 8 cos a cos b sin a sin b
π

2
π

2
= 2(2 sin a cos a)(2 sin b cos b) = 2 sin 2a sin 2b

2 sin 2a sin 2( − a) = 2 sin 2a sin( − 2a) = 2 sin 2a cos 2a = sin 4a− →−−−

a+b=
π

4
π

4
π

2

tan = tan( − )300∘ 360∘ 60∘
= tan(− )60∘

= − tan = −60∘ 3
−−

√

cos = cos( − )210∘ 270∘ 60∘
= − sin( ) = −60∘

3
−−

√

2
tan = tan( + )480∘ 360∘ 120∘

= tan( )120∘
= tan( − )180∘ 60∘

= − tan( ) = −60∘ 3
−−

√

sin = sin(4 × + )840∘ 360∘ 120∘
= sin( )120∘

= sin( − )180∘ 60∘
= sin( ) =60∘

3
−−

√

2

: tan( ) cos( ) + tan( ) sin( پس( 300∘ 210∘ 480∘ 840∘
= (− )(− ) + (− )( )3

−−
√

3
−−

√

2
3
−−

√
3
−−

√

2
= − = 0

3
2

3
2

tan( − x) =
π

4
1 − tan x

1 + tan x

= tan3x → tan( − x) = tan 3x
1 − tan x

1 + tan x

π

4

→ 3x = kπ + − x → 4x = kπ + → x = +
π

4
π

4
kπ

4
π

16

: sin α cos α = sin 2αمی دانیم
1
2

sin = sin(π − ) = sin =
5π

6
π

6
π

6
1
2

+ cos x (− sin x) = 0 ⇒ sin 2x = ⇒ sin 2x = 1 ⇒ 2x = 2kπ + ⇒ x = kπ +
1
2

1
2

1
2

π

2
π

4

y = 2| sin x|
y = =− →−−−−

بھ راست
π

2
2

| sin(x− )|
π

2 2| cos x|
− →−−−−

بھ پایین
3
2

⇒ y = −2| cos x| 3
2

=−→−
y=0

2| cos x| 3
2

⇒ = | cos x|log2
3
2

log2
3
2

< <1log2  
صفر

log2
3
2

2log2  
1

y = | cos x|y = log2
3
2

x = 1 − xcos2 sin2

1 − x − x cos 3x = 1sin2 sin2 ⇒ x cos 3x + x = 0sin2 sin2
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) اما جواب  در هر دو معادله به دست آمد و تکراري است. پس در کل معادلۀ فوق  جواب  را خواهد داشت.   ،  و  معادلۀ دوم نیز سه جواب دارد (

 91
می دانیم:

 

 

عبارت  را تجزیه می کنیم.  به کمک اتحاد 

 

 

 

 

 

 

 

 92

می دانیم: 

 

 

 طبق دایرة مثلثاتی مقابل، جوابهاي معادله فوق بصورت  است.

93  می دانیم که دوره تناوب تابع  برابر  است. 

ها قرینه نشده است.) چون برد تابع  است و برد تابع کسینوس  است پس  است. ( است زیرا نمودار نسبت به محور 

  

x(cos 3x + 1) = 0sin2 ⇒ { sin x = 0 x = 0, π, 2π− →−−−−
x∈[0,2π]

cos 3x = −1 ⇒ 3x = 2kπ + π
⇒ x = +

2kπ

3
π

3
x = , π,− →−−−−

x∈[0,2π] π

3
5π

3

5π

3
π

π

3
π5(0, π, 2π, , )

π

3
5π

3

sin x ⋅ cos x = sin 2x ,
1
2

sin x + cos x = sin(x + )2
−−

√
π

4

x + x = 1 − sin 2xsin3 cos3 1
2

+ = (a + b)( − ab + )a3 b3 a2 b2x + xsin3 cos3

(sin x + cos x) ⋅ ( x − sin x ⋅ cos x + x)sin2 cos2 = 1 − sin 2x
1
2

(sin x + cos x) ⋅ (1 − sin 2x)
1
2

= 1 − sin 2x
1
2

(sin x + cos x) ⋅ (1 − sin 2x) − (1 − sin 2x) = 0
1
2

1
2

(1 − sin 2x) ⋅ (sin x + cos x − 1) = 0
1
2

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

1 − sin 2x = 0 ⇒ sin 2x = 2
1
2

غ ق ق

sin x + cos x = 1 ⇒ sin(x + ) = 1 ⇒ sin(x + ) = = sin2
−−

√
π

4
π

4

2
−−

√

2
π

4

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

x + = 2kπ + ⇒ x = 2kπ ⇒ x = 0, 2π
π

4
π

4
x + = 2kπ + π − ⇒ x = 2kπ + ⇒ x =

π

4
π

4
π

2
π

2

= 0 + + 2π جمع=
π

2
5π

2

sin 3x = 3 sin x − 4 xsin3

= 2 x → = 2 x → = 2(1 − x) ⇒ −4 x + 3 = 2 − 2 x
sin 3x

sin x
cos2 −4 x + 3 sin xsin3

sin x
cos2 sin x(−4 x + 3)sin2

sin x
sin2 sin2 sin2

→ −2 x = −1 → x = → sin x = ± = sin(± )sin
2

sin
2 1

2

2
−−

√

2
π

4
x = +

kπ

2
π

4

y = k ⋅ cos axT =
2π

|a|

y = a sin( + bπx) = a cos(bπx)
π

2

[−2, 2][−1, 1]a = 2a > 0x

3T = 3٫5 − (−2٫5) = 6 ⇒ T = 22
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   از طرفی طبق شکل دوره تناوب  است و داریم:  پس  می باشد.

 94

 

 معادله را ساده می کنیم. 

 

 95

 توجه کنید که  رادیان معادل  است و  و  و  و  و 

 است، پس داریم: 

  

 96
می دانیم: 

    

 

   

 

 

 البته دقت کنید که  جواب قابل قبول براي معادله نیست. پس ماکزیمم جواب ها  است.  

 97

سه برابر دورة تناوب برابر  است.

ماکزیمم تابع برابر  است، پس:

تابع در اطراف  نزولی است، پس  و  مختلف العلامت هستند. 

با توجه به این که   (ریشه ي مخرج)، معادله ي مثلثاتی را ساده می کنیم:   98

2T = = 2 ⇒ b = 1
2π

πb
ab = 2

: 1 − cos 2α = 2 α , sin 2α = 2 sin α cos αمی دانیم sin2

= ⇒ = ⇒ tan x = ⇒ x = kπ +
1 − cos 2x

sin 2x
3
−−

√
2 xsin2

2 sin x cos x
3
−−

√ 3
−−

√
π

3

f( ) = 32 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
π

12
cos2 π

12
cos2 π

6
cos2 π

3
cos2 2π

3
cos2 4π

3

π

12
15∘cos =

π

12

2 + 3
−−

√
− −−−−−−

√

2
cos =

π

6

3
−−

√

2
cos =

π

3
1
2

cos = cos(π − ) = − cos = −
2π

3
π

3
π

3
1
2

cos = cos(π + ) = −cos = −
4π

3
π

3
π

3
1
2

f( ) = 32( )( )( )( )( )
π

12

2 + 3
−−

√

4
3
4

1
4

1
4

1
4

= = =
3(2 + )3

−−
√

32

6 + 3 3
−−

√

32

6 + 27
−−

√

32

sin α ⋅ cos α = sin 2α
1
2

, 1 + cos α = 2 cos2 α

2

(1 + cos 2α)(1 + cos 4α)(1 + cos 8α) =
1
8

⇒ 2 α × 2 2α × 2 4α = ⇒ α ⋅ 2α ⋅ 4α =cos2 cos2 cos2 1
8

cos2 cos2 cos2 1
64

⇒ cos α ⋅ cos 2α cos 4α = ± ⋅ cos 2α ⋅ cos 4α = ⋅ cos 4α =
1
8

− →−−−
α≠kπ

× sin α

sin α ⋅ cos α  
sin 2α

1
2

1
2

sin 2α ⋅ cos 2α
  

sin 4α
1
2

1
4

sin 4α ⋅ cos 4α
  

sin 8α
1
2

= sin 8α = ± sin α ⇒ sin 8α = ± sin α
1
8

1
8

(1) sin 8α = sin α ⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

8α = 2kπ + α ⇒ α = ⇒ max :
2kπ

7
6π

7

8α = 2kπ + π − α ⇒ α = + ⇒ max :
2kπ

9
π

9
7π

9

(2) sin 8α = − sin α ⇒ sin 8α = sin(−α)

⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

8α = 2kπ − α ⇒ α = ⇒ max =
2kπ

9
8π

9

8α = 2kπ + π + α ⇒ α = + ⇒ max =
2kπ

7
π

7
5π

7

∗α = π
8π

9

3

3T = 3 ⇒ T = 1 ⇒ = 1 ⇒ |b| = 2 ⇒ b = ±2
2π

|bπ|

3

|a| = 3 ⇒ a = ±3

x = 0ab

a = 3, b = −2 a = −3, b = 2 ⇒ a ⋅ b = یا 6−

cos x ≠ 1

29
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sin

1(غ ق ق)
cos

cos x=

همان طور که در دایره ي مثلثاتی مشاهده می کنید، نقاط پایانی کمان جواب هاي معادله ي مفروض، رئوس یک مثلث قائم الزاویه هستند زیرا زاویه ي محاطی مقابل به قطر دارد.

 99

          

         

  

 
  

می دانیم که  است.   100

 

 جمع دو عبارت نامنفی وقتی صفر است که تک تک آن ها صفر باشند و ریشۀ مشترك، جواب معادله است. 

 

  

 بنابراین ریشه هاي مشترك  و  هستند. پس معادله دو جواب دارد.

ابتدا کمی عبارت را ساده کنیم.    101

 

.  دقت کنید  که  و 

،  و  را نیاز داریم، که آنها را محاسبه می کنیم.   ،  ، براي حل سؤال مقادیر 

   

  

حال خواسته سوال را به دست می آوریم:

= 1 + cos x ⇒ sin x cos x = 1 − x ⇒ x − sin x cos x = 0 ⇒ sin x(sin x − cos x) = 0
sin x cos x

1 − cos x
cos2 sin2

⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

sin x = 0 ⇒ x = π

یا

sin x ≠ 0 ⇒ cos x = sin x ⇒ x = ,
π

4
5π

4

cos 2x = cos( − x) → 2x = 2kπ ± ( − x) ⇒
π

2
π

2

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

3x = 2kπ + ⇒ x = +
π

2
2kπ

3
π

6
x = 2kπ −

π

2
xk

∈ {1, 5, 9}

π

6
0

5π

6
1

9π

6
2

1 + cos 2x = 2 xcos2

5 x + 2 cos 3x + 2 = 0 → 5 x + 2(1 + cos 3x) = 0 → 5 x + 2 = 0sin2 sin2 sin2 cos2 3x

2

5 x = 0 → sin x = 0 x = kπ → x = −π, 0, πsin2 − →−−−
حالت خاص

2 = 0 → cos = 0cos2 3x

2
3x

2
= kπ +− →−−−−−−−−−−

cos x=0→x=kπ+
π

2 3x

2
π

2
→ x = +

2kπ

3
π

3
→ x = −π , − , , π

π

3
π

3
π−π

=
cos(2α − ) + cos(α + π)π

2

cot(2α)

sin 2α − cos α

cot(2α)

cos(α + π) = − cos αcos(2α − ) = sin 2α
π

2

cos αsin αsin 2αcos 2αcot 2α

1)1 + α =tan2 1
αcos2

⇒ 1 + ( =
3
4

)2 1
αcos2

⇒ α =cos2 16
25

cos α = −− →−−−−−
αدر ربع سوم 4

5

2) α = 1 − αsin2 cos2 ⇒ α = 1 − (− =sin2 4
5

)2 9
25

sin α = −− →−−−−−
αدر ربع سوم 3

5

3) sin 2α = 2 sin α cos α = 2(− )(− ) =
3
5

4
5

24
25

4) cos 2α = α − α = (− − (− =cos2 sin2 4
5

)2 3
5

)2 7
25

5) cot 2α = = =
cos 2α

sin 2α

7
25

24
25

7
24

30
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 102

قبل از حل سؤال نحوة محاسبۀ  و اتحاد مثلثاتی آن را بررسی می کنیم.

  

    

حال تابع  را ساده می کنیم.

  

 

 103
 می دانیم: 

    

 

 از طرفی: 

حال خواسته سوال را محاسبه می کنیم. 

 

،  نیز ربع اول خواهد بود و اگر  در ربع سوم باشد باز هم  در ربع اول خواهد بود.   دقت کنید اگر  در ربع اول باشد با توجه به مقدار 

 104

 ضابطه تابع  را در  ضرب و تقسیم می کنیم.

 

 دقت کنید:  

 

= = =
sin 2α − cos α

cot(2α)

− (− )
24
25

4
5

7
24

44 × 24
25 × 7

1056
175

sin 3α

sin(2α + α) = sin 2α ⋅ cos α + cos 2α ⋅ sin α

⇒ sin 3α = 2 sin α ⋅ α + (1 − 2 α) sin αcos
2

sin
2⇒ sin 3α = 2 sin α(1 − α) + sin α − 2 αsin

2
sin

3 ⇒ sin 3α = 3 sin α − 4 αsin
3

f(x)

f(α) = 4 sin α cos 2α + 2 sin α = 4 sin α(1 − 2 α) + 2 sin αsin2 ⇒ f(α) = 6 sin α − 8 α = 2(3 sin α − 4 α) = 2 sin 3αsin3 sin3

f( ) = 2 sin( ) = 2 sin( ) = 2 sin(12π + ) = 2 sin = 2 sin(2π − ) = −2 sin = −2 × = −
41π

9
41π

3
36π + 5π

3
5π

3
5π

3
π

3
π

3

3
−−

√

2
3
−−

√

tan 2α =
2 tan α

1 − αtan2
, 1 + αtan2 =

1
αcos2

tan α = = =
2 tan α

2

1 − tan2 α

2

1
2

1 −
1

16

8
15

1 + α = ⇒ 1 + = ⇒ α = ⇒ cos α = ⇒ sin α = =tan2 1
αcos2

64
225

1
αcos2

cos2 225
289

15
17

1 −
225
289

− −−−−−−

√
8

17

= = = = −
tan α − sin α

sin α − cos α

−
8

15
8

17

−
8

17
15
17

8×17−8×15
15×17

−7
17

16
15

−7
16

105

α

2
tan =

α

2
1
4

α
α

2
α

: sin α cos α = sin 2αمی دانیم
1
2

f3xsin2

f(x) = 16(
cos 6x cos 12x cos 24xsin 3x cos 3x

  
sin 6x

1
2

sin 3x
)2

sin 3x cos 3x = sin 6x
1
2

sin 6x cos 6x = sin 12x
1
2

sin 12x cos 12x = sin 24x
1
2

sin 24x cos 24x = sin 48x
1
2

f(x) = 16(
sin 48x

1
16

sin 3x
)2

31
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  .  از طرفی می دانیم  و  و البته: 

 

می دانیم:    105

باتوجه به نمودار داریم: 

π2

y

x

3

  

  

چون نمودار در آغاز رو به پایین حرکت می کند و ضریب سینوس منفی است پس باید کمان سینوس مثبت باشد پس   بوده و   قابل قبول است. 

می دانیم:     106

با توجه به شکل، دوره ي تناوب تابع   است. 

 

  بازنویسی

 

 107

از رابطه  استفاده می کنیم.

 108

 

⇒ f( ) = 16( =
π

36

sin
48π

36

16 sin
3×π

36

)2
sin2 4π

3

16 sin2 π

12

α =sin2 1 − cos 2α

2
sin = −

4π

3

3
−−

√

2
cos =

π

6

3
−−

√

2

f( ) = = × =
π

36

3
4

16( )
1−cos

π

6
2

3

16(2 − )3
−−

√

2 + 3
−−

√

2 + 3
−−

√

6 + 3 3
−−

√

16

y = sin ax → T =
2π

|a|

T =
2π

3

y = 1 − sin mx → T = = → |m| = 3 → m = ±3
2π

|m|

2π

3

m > 0m = +3

y = 1 − sin(+3x) = 1 − sin 3x y = 1 − sin = 1 − sin → y = 1 + 1 = 2− →−−−−

x=
7π

6 21π

6
7π

2

y = cos ax → T =
2π

a

4π

y = + 2 cos mx → T = = 4π ⇒ m =
1
2

2π

m

1
2

: f(x) = + 2 cos x f( ) = + 2 cos = + 2 cos( )
1
2

1
2

− →−−−−−

x=
16π

3 16π

3
1
2

8π

3
1
2

9π − π

3

= + 2 cos(3π − ) = + 2(− ) = −
1
2

π

3
1
2

1
2

1
2

cos 2x = 2 x − 1cos2

2 cos 2x = cot x(4 sin x + tan x)

⇒ 2(2 x − 1) = 4 sin x + cot x ⋅ tan x = 4 cos x + 1cos2 cos x

sin x

⇒ 4 x − 4 cos x − 3 = 0 ⇒ cos x = =cos2
−(−4) ± 16 + 48

− −−−−−−
√

8

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

غ  ق  ق
3
2

 ق  ق 
−1
2

⇒ cos x = = cos ⇒ x = 2kπ ± , k ∈ Z
−1
2

2π

3
2π

3

=
sin( + α) + sin(π − α)π

2

| (α) − 1|tan2

cos α + sin α

| α − 1|tan2

: cos α توجھ کنید=
2
3

→

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

α = 1 − α = 1 − = → sin α = ± sin α =sin2 cos2 4
9

5
9

5
−−

√

3
− →−−−−

ناحیۀ چھارم − 5
−−

√

3

tan α = = = −
sin α

cos α

−

5√

3
2
3

5
−−

√

2

32
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پس:  
cos α + sin α

| α − 1|tan2
=

−
2
3

5
−−

√

3

| − 1|
5
4

= =

2 − 5
−−

√

3
1
4

4(2 − )5
−−

√

3
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معین کرمی

، کدام است؟ حاصل   1lim
x→−1

2 + 5x + 3x2

2 − 2 + 3 − x
− −−−−√

− −−−−−−−−−
√

8121624

اگر  باشد، آنگاه  کدام است؟  2=lim
x→2

x − 3x − 2− −−−−−√

ax + b

1
2

b

−2−112

، کدام است؟ حد عبارت  وقتی   3
cos x

1 − sin x
x → (

π

2
)+

+∞21−∞

، کدام است؟ اگر  باشد، حاصل   4

صفر 

f(x) = 2x + 4 + xx
2

− −−−−−
√f(x)lim

x→−∞

−1−
1
2

−
1
4

در تابع با ضابطه ي  ، اگر   باشد، آنگاه   کدام است؟  5f(x) =
a + 15xn

3x − 4 + 15xx2
− −−−−−−−

√
f(x) = −1lim

x→−∞
f(x)lim

x→3

−6−435

تابع با ضابطۀ  به ازاي کدام مقدار  بر  پیوسته است؟  6

هیچ مقدار  هر مقدار 

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

∣∣ + x − 2x2 ∣∣

x − 1
a

;x ≠ 1

;x = 1
aR

a−33a

، کدام است؟ اگر  باشد، حاصل   7f(x) = x − 4 + xx2
− −−−−−

√lim
x→−∞

f(x)

x

−2−123

، کدام است؟ ، وقتی  حد عبارت   8+ 10x + 16x2

12 + 6 x−−√3
x → −8

−24−18−12−6

، کدام بیان، درست است؟ در مورد تابع با ضابطۀ   9f(x) =
− 1x2

x + |x|

f(x) = +∞lim
x→0−

f(x) = −∞lim
x→0−

f(x) = +∞lim
x→0+

f(x) = −∞lim
x→0+

، کدام بیان، درست است؟ در مورد تابع با ضابطۀ   10f(x) =
sin x

1 + 2 cos x

f(x) = −∞lim
x→(

2π

3
)+

f(x) = +∞lim
x→(

2π

3
)+

f(x) = −∞lim
x→(

2π

3
)−

f(x) = +∞lim
x→

4π

3

1
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، کدام است؟ ، وقتی  حدّ عبارت   11
2 − 3x + 2− −−−−−√3

5 − 18x + 16x2
x → 2

−
1
3

−
1
4

−
1
6

−
1
8

، کدام است؟ حاصل   12lim
x→1+

πxsin2

[x] + cos πx

12π2π

چگونه است؟ ، از نظر پیوستگی در دو نقطه به طول هاي  و  تابع با ضابطه ي   13

در پیوسته - در  ناپیوسته در  پیوسته - در   پیوسته در  ناپیوسته - در  پیوسته در  ناپیوسته - در  ناپیوسته

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

− 1x2

x + 1
2x

; | | > 1x

; | | ≤ 1x

1−1

−11−11−11−11

، نماد جزء صحیح است) حد چپ تابع  در نقطه ي  کدام است؟ (  14f(x) =
(3 − [x]) − 6x + 9x2

− −−−−−−−−−
√

x − 3
x = 3[ ]

1−10∞

نمودار تابع با ضابطه ي  روي بازه ي  در چند نقطه ناپیوسته است؟  15f(x) = [4 πx]sin2[0, ]1
2

1234

اگر  باشد،  کدام است؟  16

صفر

= −∞lim
x→2

2x − 5
+ ax + bx2

a + b

−112

، کدام است؟ حاصل   17lim
x→4

3 − 10x − 8x2

− 13 − x−−√
− −−−−−

√

−112−96−84−72

تابع با ضابطه ي  با شرط  در بازه ي  پیوسته است  کدام است؟  18f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

a + sin 3x

b cos 2x

0 ≤ x <
π

2
< x ≤ 2π

π

2

f( ) = 2
π

2
[0, 2π]a − b

−5−445

، در نقطه اي به طول  پیوسته است؟ ، به ازاي کدام مقدار  تابع با ضابطه ي   19f(x) =
⎧

⎩⎨
⎪

⎪

x

1 − 1 − x
− −−−−√

a

; x ≠ 0

; x = 0
ax = 0

−2−112

حاصل  کدام است؟  20lim
x→0−

−2 + 3x
− −−−−−√ 2 − x

− −−−−√

1 − cos x
− −−−−−−√

−2− 2
−−

√2
−−

√2

، تابع با ضابطهي   بر روي مجموعه اعداد حقیقی پیوسته است؟ به ازاي کدام مقدار   21

فقط  فقط  هیچ مقدار  هر مقدار حقیقی 

af(x) ={ + ax − 5x2

ax − 1
x > 2
x ≤ 2

aaa = −2a = 2

حاصل  کدام است؟  22lim
x→0

1 − cosx
− −−−√

xsin2

∞3
1
2

1
4

2
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، پیوسته ، بر روي مجموعه اعداد حقیقی بزرگ تر از  ، تابع با ضابطه ي  به ازاي کدام مقدار   23

است؟

af(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

sin
π

x

a + cos2 πx

36

;

;

1 ≤ x ≤ 6

x > 6
1

−
1
2

−
1
4

1
4

1
2

، عکس مقدار حد راست در این نقطه است.  در تابع  با ضابطه ي  مقدار حد چپ در نقطه ي   24

کدام است؟

ff(x) ={ + a ; x < −2x
2

3x + 4 ; x > −2
x = −2a

33٫5−4−4٫5

اگر  باشد، آنگاه حدّ این کسر وقتی  کدام است؟  25= 3lim
x→+∞

ax + 9
1 − x + x + 1− −−−−√

x → 3

1245

11

1

2
3

_

با توجه به شکل مقابل حاصل  کدام است؟  26f(x) − f(x)lim
x→1+

lim
x→(−1)−

12

45

، فقط از چپ پیوسته است؟ ، در نقطۀ  ، تابع با ضابطۀ  به ازاي کدام مقدار   27af(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

8 + x3

|x + 2|

a

; x ≠ −2

; x = −2
x = −2

−12−6612

، به ازاي کدام مقدار  همواره پیوسته است؟ تابع با ضابطه ي   28f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

− 3 + 4x3 x2

x − 2
2x + b

; x > 2

; x ≤ 2
b

−4−224

تابع با ضابطه ي  در نقطه اي به طول  پیوسته است،  کدام است؟  29

صفر

f(x) ={ax + 2x−3

alog2
(1+x)

; x < 3
; x ≥ 3

x = 3f(2)

−2−1٫51

در تابع با ضابطه ي  ، اگر  باشد، آنگاه حد  وقتی  ، کدام است؟  30

 

f(x) =
ax + 4 + 5x2

− −−−−−
√

2x + 2
f(x) =lim

x→+∞

5
2

f(x)x → −1

2
3

5
6

3
2

5
4

حاصل  کدام است؟  31lim
x→( π

2
)+

tan x

cot x

0+−1+∞−∞

، بازة  یک همسایگی عدد  می باشد؟ به ازاي کدام مجموعۀ مقادیر   32x(x + 1, 2x − 1)3

∅{2}2 < x < 2٫51٫5 < x < 2

، وقتی  برابر  است  کدام است؟ حد کسر  با شرط   33
+ nx + mxm+3

m − mx + n − 1xn−2
n > 3x → ∞−2m + n

3٫544٫55

3
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حاصل  کدام است؟  34lim

x→
3π

4

x − 1tan2

cos 2x

−2
1
2

12

در تابع با ضابطه ي   ، اگر   باشد، آنگاه   ، کدام است؟  35f(x) =
2x + − 3xx2

− −−−−−
√

a − 6xn
f(x) = −lim

x→+∞

1
2

f(x)lim
x→−1

−
1
6

−
1
8

1
4

1
3

اگر تابع با ضابطه ي  در نقطه ي  پیوسته باشد،  کدام است؟  36f (x) ={ ax + 3− −−−−−√

+ axx2

; x < 1
; x ≥ 1

x = 1f(− )
3
4

0٫51٫251٫52٫5

، کدام است؟ ، یک تابع همواره پیوسته باشد. مقدار  فرض کنید   37f(x) ={
(x − 1)[x]

+ ax + bx2
; |x − 1| < 1
; |x − 1| ≥ 1

a

−
3
2

−115
2

نمودار تابع با ضابطهي   از نقطهي  میگذرد.  کدام است؟  38f(x) =
ax + 1 + 4 + 9x2

− −−−−−
√

3x − 2
(2, 1)f(x)lim

x→+∞

−
1
3

1
3

2
3

1

حاصل   کدام است؟  39lim
x→2+

2 − x + 6− −−−−√3

− 4x + 4x2
− −−−−−−−−−

√

−
1
6

−
1

12
1

12
1
6

، در نقطۀ  پیوسته است؟ تابع با ضابطۀ   ، به ازاي کدام مقدار   40f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

1 − xtan2

cos 2x

a cos 3x

;

;

0 ≤ x <
π

4

≤ x ≤
π

4
π

2

ax =
π

4

−2 2
−−

√−12
−−

√2

، نماد جزء صحیح است.) ، اگر  باشد، عدد حقیقی  کدام است؟ ( در تابع با ضابطۀ   41f(x) = (x + a)[x]f(x) − f(x) = 3lim
x→2+

lim
x→2−

a[ ]

12−10

باقی ماندة تقسیم چندجمله اي  بر  و  به ترتیب  و  است. باقی ماندة تقسیم  بر  کدام است؟  42P (x)x − 12x + 185P (x)2 − x − 1x2

−x + 4x + 32x + 62x − 3

، در بازه ي  پیوسته است؟ تابع با ضابطه ي  به ازاي کدام مجموعه ي مقادیر   43f(x) ={− + 4x2

ax + 5x − a

x ≥ 1
x < 1

a[−2, 2]

∅R{0, 1}{−2, 2}

، تابع  در  پیوسته است؟ ، به ازاي کدام مقدار  اگر  و   44f(x) ={x + a

1
;
;

x < 1
x ≥ 1g(x) ={

x + 1
a

x+1

;
;

x < 1
x ≥ 1af + gx = 1

−44−22

4
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تابع با ضابطه ي  بر بازه ي  پیوسته است. مقدار  کدام است؟  45f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

a sin 2x

cos(x + )
π

4

; ≤ x <
π

4
3π

4

; ≤ x ≤ 2π
3π

4

[ , 2π]
π

4
a

−10
1
2

1

، آن گاه حد راست این عبارت در نقطه ي  کدام است؟ اگر   46= −1lim
x→+∞

| − 4|x2

a − x + 2x2
x = −2

−
4
3

−
2
3

2
3

4
3

تعداد نقاط ناپیوستگی تابع  کدام است؟  47

صفر

f(x) = [x] sin πx ; |x| ≤ 2

321

اگر  آنگاه  کدام است؟  48= 2lim
x→−3

ax + 3a

1 − 5x + 16− −−−−−−√
a

a = 1a = −1a = 5a = −5

حاصل  برابر کدام است؟  49lim
x→−2

x + 2x + 8− −−−−−√

x + 2
3
2

5
2

−3
2

−5
2

، تابع با ضابطه ي   در نقطه ي  پیوسته است؟ به ازاي کدام مقدار   50

هیچ مقدار 

af(x) =
⎧
⎩⎨

; x ≠ 0
cos x− cos x

− −−−
√

xsin2

a ; x = 0
x = 0

−
1
4

−
1
2

1
2

a

کدام است؟ وقتی   فرض کنید  می باشد حد تابع    51f(x) ={2
1

x ≥ 1
x < 1

f(x)x → 1−

f(0)f(2)f(1)f(3)

در تابع با ضابطه ي  اگر  باشد آنگاه  کدام است؟  52f(x) =
3 − + 5x2

− −−−−
√

a + 4xn
f(x) =lim

x→+∞

1
2

f(x)lim
x→2

3
2

2
3

3
4

1
3

، کدام است؟ . حاصل  فرض کنید   53n ∈ Nlim
n→+∞

−22n+1 21−2n

+ 3 ×22n+1 21−2n

1
1
3

−
1
3

−1

، بر روي  پیوسته است.  کدام است؟ ، تابع با ضابطۀ  به ازاي مقادیري از  و   54abf(x) ={x[x]

ax + b

; |x| < 1
; |x| ≥ 1

Ra

−
3
2

−1−
1
2

1
2

، تابع با ضابطه ي  ، در  پیوسته است؟ با کدام مجموعه مقادیر   55af(x) =
⎧

⎩⎨
⎪

⎪

1
x + a

+ axx2

;

;

x ≥ −1

x < −1
x = −1

{1, }2
−−

√{1 − , 1 + }2
−−

√ 2
−−

√∅R

5
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، اگر  باشد،  کدام است؟ در تابع باضابطه ي   56f(x) =
a − 3x + 1xn

3 + xx2
f(x) =lim

x→∞

2
3

f(−1)

−23
2

23

، به ازاي کدام مقدار  در نقطه اي به طول  پیوسته است؟ تابع با ضابطه ي   57

هیچ مقدار  هر مقدار 

f(x) =
⎧

⎩⎨
⎪

⎪

x − 1
x − x−−√
ax − a + 2

; x > 1

; x ≤ 1
ax = 1

12aa

، روي بازه ي  پیوسته است؟ به ازاي کدام مقدار  ، تابع با ضابطه ي   58

هیچ مقدار 

af(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

a + xsin2

cos 3x2
−−

√

0 ≤ x <
π

4
≤ x ≤ 2π

π

4

[0 , 2π]

−
3
2

−
1
2

1
2

a

حاصل  کدام است؟  59lim
x→

π

4

tan x − 1
cos 2x

−1−
1
2

1
2

1

، کدام است؟ . حاصل  فرض کنید   60

0

n ∈ Nlim
n→+∞

−32n 3−2n+1

2 × +32n 3−2n+1

+∞
1
2

−
1
2

مقدار کدام است؟  61lim
x→−2+

x + x + 2− −−−−√

x + 2
−∞240+

، کدام است؟ حاصل   62lim
x→1

2x − 7 + 5x−−√

2x − 3x + 1− −−−−−√

−1٫5−1٫2−0٫8−0٫6

حاصل  کدام است؟  63lim
x→1

1 − x−−√

2 − 5 − x
− −−−−√

−4−224

، چندجمله اي  ، بر  بخش پذیر است. در این حالت باقی ماندة  بر  به ازاي یک مقدار   64

 ، کدام است؟

aP (x) = 2 + a + 2 − 3xx4 x3 x22x − 1P (x)

x + 2

−10−846

تابع با ضابطۀ  را در نظر بگیرید. اگر  باشد، آن گاه  کدام است؟  65f(x) =
4 − 6 + 1xn x2

a + 7 − 2x3 x2
f(x) = 2lim

x→∞
f(x)lim

x→
1

2

−
4

17
−

6
17

−
5

12
−

6
11

، چگونه است؟ ، از نظر پیوستگی در  تابع با ضابطۀ   66

از راست پیوسته  از چپ ناپیوسته و از راست ناپیوسته  پیوسته از چپ پیوسته 

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

− 4x2

2|x − 2|

2

; x ≠ 2

; x = 2
x = 2

6
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، در نقطه ي  پیوسته است؟ ، به ازاي کدام مقدار  تابع با ضابطه ي   67f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x − 2x
−−√

2 − x

a

;

;

x ≠ 2

x = 2
ax = 2

−2−1−
1
2

1

]، نماد جزء صحیح است) ، کدام است؟([ حاصل   68

صفر

lim
x→−2−

[x] + 3
x + 2

−∞−11

، بر روي مجموعۀ اعداد حقیقی، پیوسته است؟ ، تابع با ضابطۀ  به ازاي کدام مقدار   69af(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

3x − 6
x − x + 2− −−−−√

ax − 1

; x > 2

; x ≤ 2
1٫522٫53

، در  پیوسته است؟ ، تابع با ضابطۀ  به ازاي کدام مقدار   70af(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

; x ≠
2 x−sin x−1sin2

xcos2
π

2
a ; x = π

2

x =
π

2

1٫51−1−1٫5

حاصل    کدام است؟  71lim
x→+∞

x − 4 + 9xx2
− −−−−−−

√

3x + x−−√

−
1
3

−
1
4

1
3

2
3

، در  پیوسته است؟ ، به ازاي کدام مقدار  تابع با ضابطه ي   72

هر مقدار  هیچ مقدار 

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

xsin2

1 − cos x

a sin(x + )
π

6

, x > 0

, x ≤ 0
ax = 0

24aa

، کدام است؟ باشد، آنگاه  تابع با ضابطۀ  را در نظر بگیرید. اگر   73f(x) =
ax − − 1x2

− −−−−
√3

4 − 12xn
f(x) =lim

x→∞

1
6

f(x)lim
x→3

1
24

1
18

1
12

5
36

قدرمطلق تفاضل حد چپ و حد راست تابع  به معادله ي  در نقطه ي  کدام است؟  74ff(x) =
2 − x − 1x2

|x − 1|
x = 1

2346

حاصل  کدام است؟  75lim
x→−1

2x + 3 − x
− −−−−√

+ xx2

−
7
4

−
1
4

3
4

5
4

اگر تابع با ضابطۀ  با شرط  بر روي مجموعۀ اعداد حقیقی پیوسته باشد،  کدام است؟  76f(x) ={ax + b

+ bx − 1x2
;

;

x > 2
x < 2

f(2) = 5a

−1123

، ، به ترتیب  و  باشند. باقی ماندة تقسیم  بر  فرض کنید باقی ماندة تقسیم چندجمله اي  بر  و   77
کدام است؟

p(x)x − 4x + 231p( ) + 4p(−x)x2x − 2

710−1

7
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، اگر  باشد، آنگاه کدام است؟ در تابع   78f(x) =
2x − + 6xx2

− −−−−−
√

ax − 2
f(x) = 3lim

x→−∞
f(x)lim

x→2

0
2
3

3
4

3
2

حاصل  کدام است؟  79lim
x→4

3 − 2x + 1− −−−−−√

2 − x
−−

√

2
3

3
4

4
3

3
2

] نماد جزء صحیح است.) مقدار  کدام است؟ ([  80

صفر  

lim
x→(−

1
2

)−

10x − 5 + [ ]
3
x2

16x − [− ]
2
x2

−∞
5
8

+∞

. آنگاه باقی مانده تقسیم  بر  فرض کنید چندجمله اي  بر  ، بخش پذیر باشد. اگر   81

 کدام است؟

صفر

p(x)− 1x2Q(x) = p(x − 1) + p(1 − x)Q(x)

x − 2

−112

مقدار  کدام است؟ ([   ] نماد جزء صحیح است.)  82

وجود ندارد.  صفر  

[2 sin x − 1]lim
x→

π−

6

−11

حاصل  کدام است؟  83lim

x→
3π

4

1 + cot x

1 + tan x

−101+∞

مقدار  کدام است؟  84

صفر

( )lim
x→+∞

x−−√ −+
1

x + 1
1
x

− −−−−−−−−

√ −
1
x2

1
+ 1x2

− −−−−−−−−−−

√

1
2−−√

2
2
−−

√

 

، کدام است؟ نمودار تابع سهمی  و خط راست  در شکل زیر داده شده است. مقدار   85fglim
x→4−

f(x) + g(x)

4 − x

−
3
2

−
5
4

5
4

3
2

، کدام است؟ مقدار   86

صفر

lim
x→−∞

+ −− + 1x4 x2
− −−−−−−−−−

√ + 1x2
− −−−−

√ x2

x

3
2

1−1

، کدام است؟ باقی ماندة تقسیم چند جمله اي  بر  و  به ترتیب  و  است. باقی ماندة تقسیم  بر   87P (x)x − 2x + 31−4P (x)+ x − 6x2

x − 1x + 1−x + 22x − 1

8
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تابع با ضابطۀ  را در نظر بگیرید. شیب خط مماس بر منحنی  در نقطه اي به طول  واقع بر آن، کدام است؟  88f(x) =
+ 1x−−√

− 1x−−√
(x)f −12

−12−8812

اگر  آن گاه، مقادیر  و  کدام اند؟  89

 

= −1lim
x→−∞

( − 1)( − 1) ⋯ ( − 1)a2x2 a4x4 a100x100
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

√50

− 1a49xk
ak

k = 51 , a = −1k = 51 , a = 1k = 49 , a = −1k = 49 , a = 1

، کدام است؟ مینیمم مطلق تابع  در بازة   90f(x) = x|3 − |x2[−1٫5, ]3
−−

√

−
9
4

−2− 3
−−

√−
9
8

، کدام است؟ . تعداد نقاط ناپیوستگی تابع  فرض کنید  و   91

صفر

f(x) = x(1 − )x2g(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

1
0
−1

x > 0
x = 0
x < 0

(fof)og

123

9
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1  
:روش اول: مخرج کسر را گویا می کنیم

: روش دوم: با استفاده از هوپیتال

روش اول:   2

 

 با توجه به موجود بودن حد و اینکه عددي مخالف صفر است، نتیجه می گیریم که عدد  ریشۀ مخرج نیز می باشد. 

 

 

روش دوم:

  

            

 3

 

حد داده شده داراي ابهام  است که از کتاب حذف شده است و متأسفانه طراحان بدون توجه به کتاب درسی این سؤال را طرح کرده اند، براي رفع  4
ابهام، عبارت را در مزدوجش ضرب و تقسیم کرده و پس از استفاده از اتحاد مزدوج از صورت و مخرج جملات با توان بیشتر را انتخاب کنید. 

    

 5

   

چون جواب حد، عدد شده است پس بزرگترین توان  صورت و مخرج با هم برابرند یعنی  . پس داریم:

 

=lim
x→−1

2 + 5x + 3x2

2 − 2 + 3 − x
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√
lim

x→−1

(x + 1)(2x + 3)(2 + )2 + 3 − x
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√

(4 − 2 − )3 − x
− −−−−

√

= = = 16limx→−1

(x + 1)(1)(4)(2 + )3 − x
− −−−−

√

(2 − )(2 + )3 − x
− −−−−

√ 3 − x
− −−−−

√
limx→−1

(x + 1)(1)(4)(4)

(4 − 3 + x)

= = = = 16lim
x→−1

2 + 5x + 3x2

2 − 2 + 3 − x
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√

0
0

− →−−
HOP

lim
x→−1

4x + 5

−

−1

2 3−x√

2 2 + 3 − x
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√

1
1
4

4

1
1

16

× =lim
x→2

x − 3x − 2
− −−−−−

√

ax + b

x + 3x − 2
− −−−−−

√

x + 3x − 2
− −−−−−

√

− 3x + 2x2

(ax + b)(x + )3x − 2
− −−−−−

√
⇒ =lim

x→2

(x − 2)(x − 1)

a(x + )(x + )b
a

3x − 2
− −−−−−

√

1
2

2

x − 2 = x + ⇒ = −2
b

a

b

a

⇒ =lim
x→2

(x − 1)

a(x + )3x − 2
− −−−−−

√

1
2

⇒ = ⇒ a = ⇒ b = −1lim
x→2

1
a(4)

1
2

1
2

= 2a + b = 0 → b = −2alim
x→2

x − 3x − 2
− −−−−−

√

ax + b

0
2a + b

− →−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

شده است
1
2

بوده کھ پس از رفع ابھام جوابش
0
0

چون جواب حد، برابر عدد شده است پس این کسر حتما

=lim
x→2

x − 3x − 2
− −−−−−

√

ax + b

0
0

− →−−
HOP

lim
x→2

1 −
1(3)

2 3x − 2
− −−−−−

√

a
=

1 −
3
4

a
= =

1
4a

1
2

→ a =
1
2

1 + b = 0− →−−−
2a+b=0

→ b = −1

= = = = −∞lim
x→

π

2
+

cos x

(1 − sin x)
lim

x→
π

2
+

cos x(1 + sin x)

1 − xsin2
lim

x→
π

2
+

1 + sin x

cos x

2

0−

+∞ − ∞

(2x + ) ×lim
x→−∞

4 + xx2
− −−−−−

√
2x − 4 + xx2

− −−−−−
√

2x − 4 + xx2
− −−−−−

√
= lim

x→−∞

4 − 4 − xx2 x2

2x − 4 + xx2
− −−−−−

√
= lim

x→−∞

−x

2x − 2| |x 
−

= lim
x→−∞

−x

4x
= −

1
4

lim
x→−∞

a + 15xn

3x − 4 + 15xx2
− −−−−−−−

√
= ===

پرتوان
lim

x→−∞

axn

3x − 4x2
−−−

√
= lim

x→−∞

axn

3x − 2| |x 
−

= lim
x→−∞

axn

5x

xn = 1

= = −1lim
x→−∞

ax

5x

a

5
→ a = −5
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البته حد را می توان از قاعدة هوپیتال نیز محاسبه کرد. 

     

 6

کافی است حد راست و حد چپ و مقدار تابع را در  به دست آوریم:

این تابع در  پیوسته نمی باشد.

 7

  

   

روش اول:   8

با ابهام  مواجه هستیم که براي رفع ابهام از اتحاد چاق ولاغر کمک می گیریم  

 

 

روش دوم: 
از قاعدة هوپیتال استفاده می کنیم. 

  

گزینۀ چهارم صحیح است زیرا:   9

    

 توجه کنید تابع در همسایگی چپ صفر، تعریف نمی شود زیرا مخرج به صورت  یعنی صفر مطلق می شود.

به بررسی گزینه ها می پردازیم:   10

    

×lim
x→3

−5x + 15

3x − 4 + 15xx2
− −−−−−−−

√

3x + 4 + 15xx2
− −−−−−−−

√

3x + 4 + 15xx2
− −−−−−−−

√
= lim

x→3

(−5x + 15)(3x + )4 + 15xx2
− −−−−−−−

√

9 − 4 − 15xx2 x2
  

5 −15xx2

= lim
x→3

−5(x − 3)(3x + )4 + 15xx2
− −−−−−−−

√

5x(x − 3)

= lim
x→3

−(3x + )4 + 15xx2
− −−−−−−−

√

x
= = −6

−(9 + 9)

3

f(x)lim
x→3

= lim
x→3

−5x + 15

3x − 4 + 15xx2
− −−−−−−−

√
=

0
0

− →−−
HOP

lim
x→3

−5

3 −
1(8x + 15)

2 4 + 15xx2
− −−−−−−−

√

=
−5

3 −
39
18

= = −6
−5

15
18

x = 1

f(x) = = = 3lim
x→1+

lim
x→1+

| |(x + 2)(x − 1)
  +

x − 1
lim

x→1+

(x + 2)(x − 1)

(x − 1)

f(x) = = = −3lim
x→1−

lim
x→1−

| |(x + 2)(x − 1)
  −

x − 1
lim

x→1−

−(x + 2)(x − 1)

(x − 1)

x = 1

lim
x→−∞

f(x)

x
= lim

x→−∞

x − 4 + xx2
− −−−−−

√

x
= =====

توان بیشتر
lim

x→−∞

x − 4x2
−−−

√

x

= lim
x→−∞

x − 2| |x
 −

x
= lim

x→−∞

x + 2x

x
= lim

x→−∞

3x

x
= 3

0
0

((a + b)( + − ab) = + )a2 b2 a3 b3

×lim
x→−8

+ 10x + 16x2

6(2 + )x−−√
3

4 + − 2x2−−√3 x−−√
3

4 + − 2x2−−√3 x−−√
3

= lim
x→−8

(x + 8)(x + 2)(4 + − 2 )x2−−√3 x−−√
3

6(8 + x)

= lim
x→−8

(x + 2)(4 + − 2 )x2−−√3 x−−√
3

6
= = −12

−6(12)

6

=lim
x→−8

+ 10x + 16x2

12 + 6 x−−√
3

0
0

− →−−
HOP

lim
x→−8

2x + 10

6( )
1

3 x2−−√3

= = −12
−6

6( )
1

12

lim
x→0+

− 1x2

x + | |x 
+

= lim
x→0+

− 1x2

x + x
= lim

x→0+

− 1x2

2x
=

−1

0+
= −∞

x − x

گزینۀ اول: lim

x→(
2π

3
)+

sin x

1 + 2 cos x
=

3
−−

√

2

1 + 2(
−1
2

)−

=

3
−−

√

2
0−

= −∞ : درست
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توجه کنید: 

   

    

   

    

روش اول:   11

با ابهام  مواجه هستیم که براي رفع ابهام از اتحاد چاق ولاغر کمک می گیریم  و مخرج را بر عامل ابهام یعنی  تقسیم می کنیم. 

  

 

 

روش دوم: 
از قاعدة هوپیتال کمک می گیریم. 

 

 12

  

  

گزینۀ سوم: lim

x→(
2π

3
)−

sin x

1 + 2 cos x
=

3
−−

√

2

1 + 2(
−1
2

)+

=

3
−−

√

2
0+

= +∞ : نادرست

گزینۀ چھارم: lim

x→
4π

3

sin x

1 + 2 cos x

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

= = = −∞lim

x→(
4π

3
)+

sin x

1 + 2 cos x

−
3
−−

√

2

1 + 2(−
1
2

)+

−
3
−−

√

2
0+

= = = +∞lim

x→(
4π

3
)−

sin x

1 + 2 cos x

−
3
−−

√

2

1 + 2(−
1
2

)−

−
3
−−

√

2
0−

→ نادرست

sin
2π

3
= sin(π − )

π

3
= sin

π

3
=

3
−−

√

2

cos
2π

3
= cos(π − )

π

3
= − cos

π

3
= −

1
2

→

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

cos( = (−
2π

3
)+

1
2

)−

cos( = (−
2π

3
)−

1
2

)+

sin
4π

3
= sin(π + )

π

3
= − sin

π

3
= −

3
−−

√

2

cos
4π

3
= cos(π + )

π

3
= − cos

π

3
= −

1
2

→

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

cos( = (
4π

3
)+

−1
2

)+

cos( = (
4π

3
)−

−1
2

)−

0
0

((a − b)( + + ab) = − )a2 b2 a3 b3x − 2

lim
x→2

2 − 3x + 2
− −−−−−

√3

5 − 18x + 16x2
×

4 + + 2(3x + 2)2
− −−−−−−−

√3 3x + 2
− −−−−−

√3

4 + + 2(3x + 2)2
− −−−−−−−

√3 3x + 2
− −−−−−

√3
= lim

x→2

8 − (3x + 2)
  −3x+6

(x − 2)(5x − 8)(4 + + 2 )(3x + 2)2
− −−−−−−−

√3 3x + 2
− −−−−−

√3

= lim
x→2

−3(x − 2)

(x − 2)(5x − 8)(4 + + 2 )(3x + 2)2
− −−−−−−−

√3 3x + 2
− −−−−−

√3
= lim

x→2

−3

(5x − 8)(4 + + 2 )(3x + 2)2
− −−−−−−−

√3 3x + 2
− −−−−−

√3

= = =
−3

(2)(4 + 4 + 4)

−3
24

−1
8

=lim
x→2

2 − 3x + 2
− −−−−−

√3

5 − 18x + 16x2

0
0

= =− →−−−
HOP

lim
x→2

−3

3 (3x + 2)2
− −−−−−−−

√3

10x − 18

−1
4
2

−1
8

lim
x→1+

πxsin2

[x] + cos πx
= lim

x→1+

1 − πxcos2

1 + cos πx
= lim

x→1+

(1 − cos πx)(1 + cos πx)

1 + cos πx

(1 − cos πx)lim
x→1+

= 1 − cos π = 1 − (−1) = 2
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ابتدا تابع داده شده را ساده می کنیم.   13

حد راست و حد چپ و مقدار تابع را باید در  و  بدست آوریم.

تابع در  ناپیوسته است. 

تابع در  پیوسته است. 

 14

 

روش اول: تابع به فرم  در نقاطی که داخل جزء صحیح مقداري صحیح شود و به شرط آنکه این نقطه طول  نسبی پیوسته تابع  نباشد  15
ناپیوسته است.

ابتداي بازه ي بسته پیوستگی راست و انتهاي بازه ي بسته پیوستگی چپ اگر برقرار باشد نقطه، نقطه ي ناپیوستگی نمی باشد. تابع در  پیوستگی راست دارد پس  نقطه ي ناپیوستگی

نمی باشد و تابع در  پیوستگی چپ ندارد پس نقطه ي ناپیوستگی محسوب می شود بنابراین مجموعه نقاط ناپیوستگی تابع به صورت  است. 

 16

) آن عدد ریشۀ مضاعف مخرج است. یعنی  ریشۀ مضاعف مخرج است. بنابراین: هرگاه  به سمت عددي میل کند که به موجب آن جواب حد یک نوع بی نهایت شود (مثلاً فقط 

  
 درنتیجه داریم: 

 

 17

روش اول: با ابهام  مواجه هستیم، براي رفع ابهام صورت را بر  تقسیم می کنیم و عبارت را در مزدوج مخرج، ضرب و تقسیم می کنیم.

   

 

 روش دوم:

 

f(x) = {
x − 1
2x

x > 1 یا x < −1
−1 ≤ x ≤ 1

x = 1x = −1

x = 1x = 1 : ⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

f(x) = (x − 1) = 1 − 1 = 0lim
x→1+

lim
x→1+

f(x) = f(x) = 2(1) = 2lim
x→1−

lim
x→1−

f(1) = 2(1) = 2

x = −1x = −1 : ⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

f(x) = 2x = 2(−1) = −2lim
x→(−1)+

lim
x→(−1)+

f(x) = (x − 1) = −1 − 1 = −2lim
x→(−1)−

lim
x→(−1)−

f(−1) = 2(−1) = −2

=lim
x→3−

(3 − [x]) − 6x + 9x2
− −−−−−−−−−

√

x − 3
lim

x→3−

(3 − [ ])3−
↑
2

(x − 3)2
− −−−−−−

√

x − 3

= = = −1lim
x→3−

| |x − 3
  −

x − 3
lim

x→3−

−(x − 3)

x − 3

y = [f(x)]Minf

0 ≤ x ≤ → 0 ≤ πx ≤ → 0 ≤ πx ≤ 1 → 0 ≤ 4 πx ≤ 4
1
2

π

2
sin2 sin2

4 πx = 0 → sin πx = 0 → πx = 0 → x = 0sin2

4 πx = 1 → πx = = → πx = → x =sin2 sin2 1
4

sin2 π

6
π

6
1
6

4 πx = 2 → πx = = → πx = → x =sin2 sin2 1
2

sin2 π

4
π

4
1
4

4 πx = 3 → πx = = → πx = → x =sin2 sin2 3
4

sin2 π

3
π

3
1
3

4 πx = 4 → πx = 1 = → πx = → x =sin2 sin2 sin2 π

2
π

2
1
2

x = 0x = 0

x =
1
2

{ , , , }
1
6

1
4

1
3

1
2

x−∞x = 2

+ ax + b = (x − 2x2 )2 = − 4x + 4x2 ⇒ a = −4 , b = 4

a + b = −4 + 4 = 0

0
0

x − 4

lim
x→4

3 − 10x − 8x2

− 13 − x−−√
− −−−−−

√
= ×lim

x→4

3 − 10x − 8x2

− 13 − x−−√
− −−−−−

√

+ 13 − x−−√
− −−−−−

√

+ 13 − x−−√
− −−−−−

√
= lim

x→4

(x − 4)(3x + 2)( + 1)3 − x−−√
− −−−−−

√

3 − − 1x−−√

= lim
x→4

( − 2)( + 2)(3x + 2)( + 1)x−−√ x−−√ 3 − x−−√
− −−−−−

√

−( − 2)x−−√
= −(4)(14)(2) = −112

= = = = −112lim
x→4

3 − 10x − 8x2

− 13 − x−−√
− −−−−−

√

0
0

− →−−
HOP

lim
x→4

6x − 10
−1

2 x√

2 3 − x−−√
− −−−−−

√

14

−
1
4

2

14

−
1
8
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 ( کافی است شرط پیوستگی را در  بررسی کنید (تساوي حد راست و چپ و مقدار تابع در   18

 :پس

19  شرط اینکه تابع  در  پیوسته باشد آن است که حد راست و حد چپ و مقدار تابع در  موجود و متناهی و با هم برابر باشند. 
راه حل اول: 

    

 . به علاوه  در نتیجه 

  راه حل دوم:

 

 

پس  است. 

 20
روش اول: 

    

روش دوم: می دانیم که  است.

    

  

چون هر دو ضابطه پیوسته هستند، براي آنکه تابع دو ضابطهاي  روي  (مجموعهي اعداد حقیقی) پیوسته باشد، کافی است شرایط پیوستگی تابع را تنها در نقطه  21

ي مرزي آن، یعنی  برقرار نماییم.  

 

، تابع  روي مجموعهي اعداد حقیقی پیوسته است.  ، حد راست و حد چپ و مقدار تابع در  با هم برابر هستند، پس نتیجه میگیریم که به ازاي هر مقدار حقیقی  چون به ازاي هر مقدار 

 22

چون تابع، بر روي مجموعه اعداد حقیقی بزرگ تر از یک پیوسته است پس حتماً در  نیز باید پیوسته باشد. یعنی حد راست و حد چپ و مقدار تابع در  23

 باید با هم برابر باشند. 

 

x =
π

2
x =

π

2
⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

f(x) = b cos 2x = b cos π = −blim
x→( )

π

2
+

lim
x→( )

π

2
+

f(x) = (a + sin 3x) = a + sin = a − 1lim
x→( )

π

2
−

lim
x→( )

π

2
−

3π

2

f( ) = 2
π

2

−b = 2 → b = −2 , a − 1 = 2 → a = 3 → a − b = 5

fx = ax = a

f(x) = ×lim
x→0

lim
x→0

x

1 − 1 − x
− −−−−

√

1 + 1 − x
− −−−−

√

1 + 1 − x
− −−−−

√
= lim

x→0

x × (1 + )1 − x
− −−−−

√

1 − (1 − x)
= lim

x→0

× (1 + )x 1 − x
− −−−−

√

)x
= 1 + = 2lim

x→0
1 − x
− −−−−

√

f(0) = aa = 2

f(x) = = = = 2lim
x→0

lim
x→0

x

1 − 1 − x
− −−−−

√

0
0

− →−−
HOP

lim
x→0

1

−
1(−1)

2 1 − x
− −−−−

√

1
1
2

f(0) = a

a = 2

× ×lim
x→0−

−2 + 3x
− −−−−−

√ 2 − x
− −−−−

√

1 − cos x
− −−−−−−

√

1 + cos x
− −−−−−−

√

1 + cos x
− −−−−−−

√

+2 + 3x
− −−−−−

√ 2 − x
− −−−−

√

+2 + 3x
− −−−−−

√ 2 − x
− −−−−

√
= lim

x→0−

(2 + 3x − 2 + x)( )2
−−

√

( )(2 )1 − xcos2
− −−−−−−−

√ 2
−−

√
= lim

x→0−

4x

2| sin x|
= = −2lim

x→0−

2x

− sin x

(1 − cos u) ∼lim
u→0

u2

2

lim
x→0−

−2 + 3x
− −−−−−

√ 2 − x
− −−−−

√

1 − cos x
− −−−−−−

√
= lim

x→0−

−2 + 3x
− −−−−−

√ 2 − x
− −−−−

√

x2
2

−−
√

= lim
x→0−

−2 + 3x
− −−−−−

√ 2 − x
− −−−−

√

| |
1

2√
x 
−

= =lim
x→0−

−2 + 3x
− −−−−−

√ 2 − x
− −−−−

√

− x
1

2√

0
0

− →−−
HOP

lim
x→0−

−
1(3)

2 2+3x√

1(−1)

2 2−x√

−
1

2√

=

+
3

2 2√

1

2 2√

−
1

2√

= = −2

4

2 2√

−
1

2√

fR

x = 2
⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

حد راست = f(x) = ( + ax − 5) = 4 + 2a − 5 = 2a − 1lim
x→2+

lim
x→2+

x2

حد چپ = f(x) = f(2) = (ax − 1) = 2a − 1lim
x→2−

lim
x→2−

ax = 2af

= = = =lim
x→0

1 − cos x− −−−
√

xsin2
lim
x→0

(1 − )cos x− −−−
√

(1 − cos x)(1 + cos x)
lim
x→0

(1 − )cos x− −−−
√

(1 − )(1 + )(1 + cos x)cos x− −−−
√ cos x− −−−

√

1
2 × 2

1
4

x = 6

x = 6

⇒ a + = ⇒ a =

f(x) = (a + ) = a + = a +lim
x→6+

lim
x→6+

cos2 πx

36
cos2 π

6
3
4

f(x) = sin = sin =lim
x→6−

lim
x→6−

π

x

π

6
1
2

f(6) = sin =
π

6
1
2

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

3
4

1
2

−1
4
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 24

 25

 

 : پس

 26

کافی است حد چپ تابع در  و مقدار تابع در  با هم برابر باشند.   27

 

 درضمن   است پس  است.  

می دانیم اگر  یکی از ریشه هاي تابع  باشد آن گاه  بر  بخش پذیر است.   28

کافی است شرط پیوستگی (تساوي حد راست و حد چپ و مقدار تابع) را در  اعمال کنیم. 

شرط پیوستگی تابع  در  آن است که حد راست و حد چپ و مقدار تابع در  موجود و متناهی با هم برابر باشند.   29

  پس

 30

 31

 در ناحیه ي دوم است و در این ناحیه تانژانت، منفی است.

در صورتی بازه براي یک عدد همسایگی محسوب می شود که آن عدد درون بازه باشد.   32
پس: 

  

در حدهاي کسري وقتی  به سمت بی نهایت میل کند و جواب عدد شود باید بزرگ ترین توان  صورت و مخرج باید با هم برابر باشند و دقت کنید چون  33

 است در نتیجه  و جمله ي پر توان مخرج حتماً  است. 

f(x) = → 4 + a = → 4 + a =lim
x→(−2)−

lim
x→(−2)+

1
f(x)

1
−6 + 4

−1
2

→ 8 + 2a = −1 → 2a = −9 → a = − = −4٫5
9
2

= −a = 3 ⇒ a = −3lim
x→+∞

ax + 9

1 − x + x + 1
− −−−−

√
= ===

پرتوان
lim

x→+∞

ax

−x

= = = = 4lim
x→3

−3x + 9

1 − x + x + 1
− −−−−

√

0
0

− →−−
HOP

lim
x→3

−3

−1 +
1

2 x + 1
− −−−−

√

−3

−1 +
1
4

−3

−
3
4

f(x) = 3 ,  f(x) = 1 ⇒ f(x) − f(x) = 3 − 1 = 2lim
x→1+

lim
x→(−1)−

lim
x→1+

lim
x→(−1)−

x = −2x = −2

f(x) =lim
x→(−2)−

lim
x→(−2)−

8 + x3

| |x + 2
  

−

= = −12lim
x→(−2)−

(x + 2)( − 2x + 4)x2

−(x + 2)

f(−2) = aa = −12

x = kf(x)f(x)x − k

x = 2

⇒ 0 = 4 + b ⇒ b = −4

f(x) = = → = ( − x − 2) = 0lim
x→2+

lim
x→2+

− 3 + 4x3 x2

x − 2

0

0
lim

x→2+

(x − 2)( − x − 2)x2

(x − 2)
lim

x→2+
x2

f(x) = (2x + b) = 4 + blim
x→2−

lim
x→2−

f(2) = 4 + b

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

fx = ax = a

→ 3a + 1 = 2a → a = −1

f(x) = (a ) = a = a = 2alim
x→3+

lim
x→3+

log
1+x

2 log
4
2 log

22

2

f(x) = (ax + ) = 3a + 1lim
x→3−

lim
x→3−

2x−3

f(3) = a = a = 2log
4
2 log

22

2

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

: f(2) 2a + = −2 + = − = −1٫5= =======
y ضابطھ ی بالا

2−1 1
2

3
2

f(x) = =lim
x→+∞

lim
x→+∞

ax + 4 + 5x2
− −−−−−

√

2x + 2
= ===

پرتوان
lim

x→+∞

ax + 4x2
−−−

√

2x
lim

x→+∞

ax + 2| |x
 +

2x

= = = = → a = 3lim
x→+∞

ax + 2x

2x
lim

x→+∞

(a + 2)x

2x

a + 2
2

5
2

= = = = =lim
x→−1

3x + 4 + 5x2
− −−−−−

√

2x + 2
0
0

− →−−
HOP

lim
x→−1

3 +
1(8x)

2 4 +5x2√

2

3 −
8
6

2

10
6

2
1

10
12

5
6

= = x = (−∞ = +∞lim
x→(

π

2
)+

tan x

cot x
lim

x→(
π

2
)+

tan x

1
tan x

lim
x→(

π

2
)+

tan2 )2

(
π

2
)+

x + 1 < 3 < 2x − 1 ⇒ { x + 1 < 3 → x < 2
2x − 1 > 3 → x > 2

∅− →−−
اشتراک

xx

n > 3n − 2 > 1mxn−2

m + 3 = n − 2 ⇒ m − n = −5
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 پر توان صورت و مخرج

 34

توجه کنید  می باشد.

 35

چون جواب حد، عدد شده است پس بزرگترین توان  صورت و مخرج با هم برابرند یعنی  پس داریم: 

 36

شرط اینکه تابع  در  پیوسته باشد آن است که حد راست و حد چپ و مقدار تابع در  موجود و متناهی و باهم برابر باشند. 

 

  :پس

می دانیم که  و  است.   37

 

 چون تابع همواره پیوسته است، پس حتماً در  و  نیز پیوسته است. 

 

 

چون نمودار تابع  از نقطهي  میگذرد، مختصات آن در ضابطهي تابع  صدق میکند، پس داریم:   38

→ = = −2 ⇒ m = , n = ⇒ m + n = 4lim
x→∞

xm+3

mxn−2

1
m

−1
2

9
2

= = = = −2lim
x→

3π

4

x − 1tan2

cos 2x
lim

x→
3π

4

x − xsin2 cos2

x( x − x)cos2 cos2 sin2
lim

x→
3π

4

−1
xcos2

−1
1
2

tan = −1
3π

4

= =lim
x→+∞

2x + − 3xx2
− −−−−−

√

a − 6xn
= ===

پرتوان
lim

x→+∞

2x + x2−−√

axn
lim

x→+∞

2x + | |x
 +

axn
lim

x→+∞

3x

axn

xn = 1

= = − → a = −6lim
x→+∞

3x

ax

3
a

1

2

f(x) = = = =lim
x→−1

lim
x→−1

2x + − 3xx2
− −−−−−−

√

−6x − 6

0

0
− →−−
HOP

lim
x→−1

2 +
1(2x − 3)

2 − 3xx2
− −−−−−−

√

−6

2 −
5
4

−6

−1

8

fx = ax = a

f (x) = f (1) = ( + ax) = 1 + alim
x→1+

lim
x→1+

x2

f (x) = = → = 1 + a a + 3 = + a + 2alim
x→1−

lim
x→1−

ax + 3
− −−−−−

√ a + 3
− −−−−

√ a + 3
− −−−−

√ − →−−−
2 توان

a2

+ a − 2 = 0 → (a + 2) (a − 1) = 0 → {a2 a = −2 غ ق ق
a = 1

f( ) = = = = = 1٫5
−3
4

− a + 3
3
4

− −−−−−−

√ − + 3
3
4

− −−−−−−

√
9
4

−−

√
3
2

|f(x)| ≤ k −k ≤ f(x) ≤ k−→−
k>0

|f(x)| ≥ k −→−
k>0 ⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

f(x) ≥ k

یا
f(x) ≤ −k

f(x) = {
(x − 1)[x]

+ ax + bx2

−1 < x − 1 < 1
x − 1 ≥ 1 یا x − 1 ≤ −1

→ f(x) = {
(x − 1)[x]

+ ax + bx2

0 < x < 2
x ≥ 2 یا x ≤ 0

x = 0x = 2

x = 0 → b = 0

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

f(x) = (x − 1)[x] = −1[ ] = 0lim
x→0+

lim
x→0+

0+

f(x) = ( + ax + b) = blim
x→0−

lim
x→0−

x2

f(0) = b

x = 2

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

f(x) = ( + ax + b) = 4 + 2alim
x→2+

lim
x→2+

x2

f(x) = (x − 1)[x] = 1[ ] = 1lim
x→2−

lim
x→2−

2−

f(2) = 4 + 2a

→ 4 + 2a = 1 → a =
−3
2

f(2, 1)f

f(2) = 1 ⇒ = 1 ⇒ = 1 ⇒ 2a + 6 = 4 ⇒ 2a = −2 ⇒ a = −1
2a + 1 + 25

−−
√

3(2) − 2
2a + 6

4

f(x) = = = =lim
x→+∞

lim
x→+∞

−x + 1 + 4 + 9x2
− −−−−−−

√

3x − 2
= ===

پرتوان
lim

x→+∞

−x + 4x2
− −−

√

3x
lim

x→+∞

−x + 2| |x
 +

3x
lim

x→+∞

x

3x

1

3
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 39

40  باید حد راست و حد چپ و مقدار تابع در  با هم برابر باشند. 

 پس

 41

. باقی ماندة تقسیم  باقی ماندة تقسیم  بر  برابر  است، پس  و باقی ماندة تقسیم بر  برابر  است پس   42

بر  یک چندجمله اي درجۀ اول به صورت  است. 

   

 بنابراین باقی ماندة این تقسیم  است. 

کافی است شرط پیوستگی یعنی تساوي حدود راست و چپ و مقدار تابع با هم را در  بررسی کنیم.   43

 

تابع  در  پیوسته نمی باشد. بنابراین به ازاي هیچ مقداري براي  تابع  در بازه ي  پیوسته نمی باشد. 

ابتدا  را تشکیل می دهیم و سپس شرط پیوستگی (یعنی تساوي حد راست و حد چپ و مقدار تابع) را در   اعمال می کنیم.   44

 :حد راست

 :حد چپ

 :مقدار تابع

 :پس

براي پیوستگی  در بازه ي  تنها کافی است شرایط پیوستگی را در نقطه ي مرزي  اعمال کنیم. (تساوي حد راست و حد چپ و مقدار تابع)   45

= =lim
x→2+

2 − x + 6
− −−−−

√3

− 4x + 4x2
− −−−−−−−−−

√
lim

x→2+

2 − x + 6
− −−−−

√3

(x − 2)
2− −−−−−−

√
lim

x→2+

2 − x + 6
− −−−−

√3

| |x − 2
  

+

= = ×lim
x→2+

2 − x + 6
− −−−−

√3

x − 2
0
0

−→ lim
x→2+

2 − x + 6
− −−−−

√3

x − 2

(4 + 2 + )x + 6
− −−−−

√3 (x + 6)2
− −−−−−−

√3

(4 + 2 + )x + 6
− −−−−

√3 (x + 6)2
− −−−−−−

√3

→ = −lim
x→2+

(8 − x − 6)
−(x−2)

(x − 2)(12)

1
12

x =
π

4

f(x) = a cos 3x = a cos = − alim
x→( )

π

4
+

lim
x→( )

π

4
+

3π

4

2
−−

√

2

f(x) = = = = 2lim
x→( )

π

4
−

lim
x→( )

π

4
−

1 − xtan2

cos 2x
lim

x→(
π

4
)−

x − xcos2 sin2

x( x − x)cos2 cos2 sin2

1
1
2

f( ) = a cos = − a
π

4
3π

4

2
−−

√

2

: − a = 2 ⇒ −a = 4 ⇒ a = − × ⇒ a = −2
2
−−

√

2
2
−−

√
4

2
−−

√

2
−−

√

2
−−

√
2
−−

√

f(x) − f(x) = 3 ⇒ (2 + a)[ ] − (2 + a)[ ] = 3lim
x→2+

lim
x→2−

2+ 2−

⇒ (2 + a)(2) − (2 + a)(1) = 3 ⇒ 4 + 2a − 2 − a = 3 ⇒ a = 1

P(x)x − 18P(1) = 82x + 15P(− ) = 5
1
2

P(x)

2 − x − 1x2mx + n

P(x) = (2 − x − 1)Q(x) + mx + nx2 ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

P(1) = m + n = 8

P(− ) = − + n = 5
1
2

m

2
⇒ m = 2 , n = 6

2x + 6

x = 1
⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

f(x) = (− + 4) = −1 + 4 = 3lim
x→1+

lim
x→1+

x2

f(x) = (ax + 5x − a) = a + 5 − a = 5lim
x→1−

lim
x→1−

f(1) = −1 + 4 = 3
fx = 1af[−2, 2]

f(x) + g(x)x = 1

f(x) + g(x) = {
2x + a + 1

+ 1a

x+1

x < 1
x ≥ 1

(f(x) + g(x)) = ( + 1) = + 1lim
x→1+

lim
x→1+

a

x + 1
a

2
(f(x) + g(x)) = (2x + a + 1) = 2 + a + 1 = a + 3lim

x→1−
lim

x→1−

(f + g)(1) = + 1
a

2
+ 1 = a + 3 → a + 2 = 2a + 6 → a = −4a

2

f[ , 2π]
π

4
x =

3π

4
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 46

وقتی  ،  بوده و لذا  می شود. بنابراین : 

دقت کنید  را حدوداً  در نظر می گیریم.

 47

 اعداد  داخل جزء صحیح را صحیح کرده و باعث ناپیوستگی آن می شوند ولی چون این سه عدد  را صفر می کنند (ضریب صفرشونده) نقاط ناپیوستگی محسوب نمی شوند و

 و  چون ابتدا و انتهاي بازة بسته هستند نقاط ناپیوستگی محسوب می شوند پس این تابع  نقطۀ ناپیوستگی دارد. 

 48

روش اول: عبارت را در مزدوج صورت، ضرب و تقسیم می کنیم.  49

 

 روش دوم: 

 50

شرط پیوستگی یک تابع در نقطه اي به طول  آن است که حد راست و حد چپ و مقدار تابع در   با هم برابر باشند.

بنابراین   است.

 51

تنها گزینه اي که جواب آن عدد یک می شود گزینه ي اول است زیرا براي محاسبه ي  باید سراغ ضابطه ي پایین برویم که جواب یک می شود.

⇒ −a = −1 ⇒ a = 1

= (x + ) = cos π = −1lim f(x)

x→(
3π

4
)+

lim cos

x→(
3π

4
)+

π

4

= a sin 2x = a sin = −alim f(x)

x→(
3π

4
)−

lim

x→(
3π

4
)−

3π

2

f( ) = cos( + ) = cos π = −1
3π

4
3π

4
π

4

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

= = = −1 ⇒ a = −1lim
x→+∞

| − 4|x2
  +

a − x + 2x2
lim

x→+∞

− 4x2

a − x + 2x2
= ===

پرتوان
lim

x→+∞

x2

ax2

1
a

x → (−2)+− 4 < 0x2| − 4| = 4 −x2 x2

= = =lim
x→(−2)+

| − 4|x2

a − x + 2x2
lim

x→(−2)+

4 − x2

− − x + 2x2
lim

x→(−2)+

−(x − 2)(x + 2)

−(x + 2)(x − 1)

4
3

(−2)+−1٫99

f(x) = [x] sin πx , −2 ≤ x ≤ 2

1, 0, −1sin πx

x = −2x = 22

=lim
x→−3

ax + 3a

1 − 5x + 16
− −−−−−−

√
lim

x→−3

a(x + 3)(1 + )5x + 16
− −−−−−−

√

(1 − )(1 + )5x + 16
− −−−−−−

√ 5x + 16
− −−−−−−

√

= = 2 ⇒ 2a = −10 ⇒ a = −5lim
x→−3

a(x + 3)(2)

−5(x + 3)

2a

−5

=lim
x→−2

x + 2x + 8
− −−−−−

√

x + 2
lim

x→−2

(x + )(x − )2x + 8
− −−−−−

√ 2x + 8
− −−−−−

√

(x + 2)(x − )2x + 8
− −−−−−

√

= = = =lim
x→−2

− 2x − 8x2

(x + 2)(x − )2x + 8
− −−−−−

√
lim

x→−2

(x + 2)(x − 4)

(x + 2)(x − )2x + 8
− −−−−−

√

−6
−4

3
2

=     = =lim
x→−2

x + 2x + 8
− −−−−−

√

x + 2
0
0

− →−−
HOP

lim
x→−2

1 +
2

2 2x + 8
− −−−−−

√

1

1 +
1
2

1
3
2

x = ax = a

f(x) = = =lim
x→0

lim
x→0

cos x− cos x− −−−√

xsin2
lim
x→0

cos x− cos x− −−−√

x1- cos
2

lim
x→0

( − 1)cos x− −−−
√ cos x− −−−

√

(1 − cos x)(1 + cos x)

= = − = −lim
x→0

( − 1)cos x− −−−
√ cos x− −−−

√

(1 − )(1 + )(1 + cos x)cos x− −−−
√ cos x− −−−

√

1
2 × 2

1
4

f(0) = a = −
1
4

f(x) = 1lim
x→1−

f(0)
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 52

 

: پس

می دانیم که  است.   53

  

شرط پیوسته بودن تابع  در  آن است که حد راست و حد چپ و مقدار تابع در  موجود و متناهی و با هم برابر باشند.   54

 

 چون تابع بر روي  پیوسته است پس حتما در  و  نیز پیوسته است. 

   

 

 از  و  نتیجه می شود که  و  است. 

 55

براي این که تابع  در نقطه ي مرزي  پیوسته باشد، باید حد راست، حد چپ و مقدار تابع در این نقطه برابر باشند. 

امکان ندارد 

 56

، مقدار  را به دست می آوریم. داریم:  حال با معلوم بودن مقادیر  و 

شرط پیوسته بودن تابع در نقطه اي به طول  آن است که حد راست و حد چپ و مقدار تابع در  موجود و متناهی و با هم برابر باشند.  57

 

 

 

، تابع در  پیوسته است.  بنابراین به ازاي هر مقدار 

، تنها کافی است شرایط پیوستگی تابع را در نقطه ي مرزي به طول  اعمال کنیم. (تساوي حد راست و حد چپ و براي پیوستگی تابع  در بازه ي   58

مقدار تابع)

= = = ⇒ {lim
x→+∞

3 − + 5x2
− −−−−

√

a + 4xn
= ===

پر توان
lim

x→+∞

− x2−−√

axn
lim

x→+∞

−| |x
 +

axn
lim

x→+∞

−x

axn

1
2

n = 1
a = −2

= = =lim
x→2

3 − + 5x2
− −−−−

√

−2x + 4
0
0

− →−−
HOP

lim
x→2

−2x

2 + 5x2
− −−−−

√

−2

−4
6

−2
1
3

( = عدد بزرگ تر از یک0 )−∞

lim
n→+∞

−22n+1 21−2n

+ 3 ×22n+1 21−2n
= = 1lim

n→+∞

− 022n+1

+ 022n+1

fx = ax = a

f(x) = {
x[x]

ax + b

−1 < x < 1
x ≥ 1 x ≤ یا1−

Rx = 1x = −1

x = 1

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

f(x) = (ax + b) = a + blim
x→1+

lim
x→1+

f(x) = x[x] = 1 × 0 = 0lim
x→1−

lim
x→1−

f(1) = a + b

→ a + b = 0 (I)

x = −1

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

f(x) = x[x] = −1[(−1 ] = 1lim
x→(−1)+

lim
x→(−1)+

)+

f(x) = (ax + b) = −a + blim
x→(−1)−

lim
x→(−1)−

f(−1) = −a + b

→ −a + b = 1 (II)

IIIb =
1
2

a = −
1
2

fx = −1

⇒ = 1 − a ⇒ (1 − a = −1 ⇒

f(x) = = =lim
x→(−1)+

lim
x→(−1)+

1
x + a

1

−1 + a

−1

1 − a

f(x) = ( + ax) = + a(−1) = 1 − alim
x→(−1)−

lim
x→(−1)−

x2 (−1)2

f(−1) = =
1

−1 + a

−1

1 − a

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

−1

1 − a
)2

f(x) = ⇒ = = ⇒ a = 2lim
x→∞

2
3

lim
x→∞

a − 3x + 1xn

3 + xx2
= ===

پر توان
lim

x→∞

axn

3x2
= ===

n=2
lim

x→∞

ax2

3x2

a

3
2
3

anf(−1)

f(x) = ⇒ f(−1) = = = = 3−→−
a=2

n=2 2 − 3x + 1x2

3 + xx2

2 − 3(−1) + 1(−1)
2

3 + (−1)(−1)
2

2 + 3 + 1
3 − 1

6
2

x = ax = a

f(x) = = = 2lim
x→1+

lim
x→1+

x − 1
x − x−−√

lim
x→1+

( − 1)( + 1)x−−√ x−−√

x( − 1)x−−√

f(x) = (ax − a + 2) = a − a + 2 = 2lim
x→1−

lim
x→1−

f(1) = a − a + 2 = 2

ax = 1

f[0, 2π]x =
π

4
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 59

می دانیم  است.

     

  

می دانیم که  است.   60

  

 61

روش اول: از اتحاد مزدوج براي رفع ابهام، استفاده می کنیم.   62

   

   

   

روش دوم: از قاعدة هوپیتال کمک می گیریم. 

   

 63
روش اول: 

 

 روش دوم: 

 

چون  بر  بخش پذیر است پس  است.  64

⇒ a + = −1 ⇒ a = −

f(x) = cos3x = cos = (− ) = −1lim
x→

π

4
+

lim
x→

π

4
+

2
−−

√ 2
−−

√
3π

4
2
−−

√
2
−−

√

2

f(x) = (a + x) = a + = a + = a +lim
x→

π

4
−

lim
x→

π

4
−

sin2 sin2 π

4

⎛

⎝
⎜⎜

2
−−

√

2

⎞

⎠
⎟⎟

2
1

2

f( ) = cos = (− ) = −1
π

4
2
−−

√
3π

4
2
−−

√
2
−−

√

2

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

1

2

3

2

cos 2a = a − acos2 sin2

lim
x→

π

4

tan x − 1
cos 2x

= lim
x→

π

4

− 1sin x
cos x

x − xcos2 sin2
= lim

x→
π

4

sin x−cos x

cos x

x − xcos2 sin2
= lim

x→
π

4

sin x − cos x

cos x( x − x)cos2 sin2

= lim
x→

π

4

−(cos x − sin x)

cos x(cos x − sin x)(cos x + sin x)
= lim

x→
π

4

−1
cos x(cos x + sin x)

= = −1
−1

( + )
2√

2

2√

2

2√

2

( = عدد بزرگتر از یک0 )−∞

lim
n→+∞

−32n 2−2n+1

2 × +32n 3−2n+1
= =lim

n→+∞

− 032n

2 × − 032n

1
2

= = = −∞lim
x→−2+

x + x + 2
− −−−−

√

x + 2
−2 + 0

+ 2(−2)+

  
−1٫9

−2

0+

lim
x→1

2x − 7 + 5x−−√

2x − 3x + 1
− −−−−−

√
= × ×lim

x→1

(2x + 5) − 7 x−−√

2x − 3x + 1
− −−−−−

√

(2x + 5) + 7 x−−√

(2x + 5) + 7 x−−√

2x + 3x + 1
− −−−−−

√

2x + 3x + 1
− −−−−−

√

= ×lim
x→1

(2x + 5 − 49x)2

4 − (3x + 1)x2

2x + 3x + 1
− −−−−−

√

(2x + 5) + 7 x−−√
= ×lim

x→1

4 − 29x + 25x2

4 − 3x − 1x2

2x + 3x + 1
− −−−−−

√

(2x + 5) + 7 x−−√

= ×lim
x→1

(x − 1)(4x − 25)

(x − 1)(4x + 1)

2x + 3x + 1
− −−−−−

√

(2x + 5) + 7 x−−√
= × = −1٫2

−21
5

4
14

=lim
x→1

2x − 7 + 5x−−√

2x − 3x + 1
− −−−−−

√

0
0

− →−−
HOP

lim
x→1

2 − 7( )
1

2 x−−√

2 −
1(3)

2 3x + 1
− −−−−−

√

= = = −1٫2
2 −

7
2

2 −
3
4

−3
2
5
4

= = = = −2lim
x→1

(1 − )x−−√

2 − 5 − x
− −−−−

√
lim
x→1

(1 − x)(2 + )5 − x
− −−−−

√

(4 + x − 5)(1 + )x−−√
lim
x→1

2 + 5 − x
− −−−−

√

−(1 + )x−−√

4
−2

= = = −2lim
x→1

1 − x−−√

2 − 5 − x
− −−−−

√

0
0

− →−−
HOP

lim
x→1

−
1

2 x−−√

−
−1

2 5 − x
− −−−−

√

−
1
2

1
4

P(x)2x − 1P( ) = 0
1
2
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 بنابراین  است. اکنون براي پیدا کردن باقی ماندة آن بر  کافی است که  را حساب کنید.

  

 65

    

  

کافی است که حد راست و حد چپ و مقدار تابع را در  محاسبه کنیم.   66

 

 

 

  بنابراین تابع در  از راست پیوسته است. 

 67

شرط پوسیدگی تابع  در  این است که حد راست و حد چپ و مقدار تابع در     موجود و متناهی و باهم برابر باشند.

پس  است 

 68

  

شرط اینکه تابع  در  پیوسته باشد آن است که حد راست و حد چپ و مقدار تابع در  موجود و متناهی و با هم برابر باشند.    69

    

 

 

  البته توجه کنید که حد راست تابع را می توان با استفاده از قاعدة هوپیتال نیز به دست آورد. 

  

شرط آن که تابع  در  پیوسته باشد آن است که حد راست و حد چپ و مقدار تابع در  موجود و متناهی و با هم برابر باشند.    70

     

  

P( ) =
1
2

2( ) + a( ) + 2( ) − = 0
1

16
1
8
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⇒ + + − = 0
1
8

a
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2
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+
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√
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1 −
1
4

3
3
4

fx = ax = a

f(x)lim
x→ π

2

= lim
x→ π

2

2 x − sin x − 1sin2

xcos2
= lim

x→ π

2

(2 sin x + 1)(sin x − 1)

1 − xsin2
= lim

x→ π

2

(2 sin x + 1)(sin x − 1)

(1 + sin x)(1 − sin x)

lim
x→ π

2

−(2 sin x + 1)(1 − sin x)

(1 + sin x)(1 − sin x)
=

−(2 + 1)

2 + 0
= −1٫5
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توجه کنید که  است، پس  است.

 71

 72

حد راست و حد چپ و مقدار تابع در  باید با هم برابر باشند.

 73

   

    

 74

 75
روش اول: با ابهام صفر صفرم مواجه هستیم، عبارت را در مزدوج صورت، ضرب و تقسیم می کنیم.

   

  

 روش دوم:

 

براي آن که تابع  بر  پیوسته باشد، کافی است در نقطه اي به طول  پیوسته باشد. براي این منظور حد راست،  حد چپ و مقدار تابع را در   76
محاسبه کرده و برابر هم قرار می دهیم. داریم: 

باقی ماندة تقسیم چند  جملۀ  بر  برابر  است پس  می باشد و باقی ماندة تقسیم چند جمله اي  بر  برابر  است پس  77

 می باشد.  اکنون براي پیدا کردن باقی ماند، تقسیم  بر  کافی است که به جاي  عدد  را قرار دهیم. 

  

 78

f( ) = a
π

2
a = −1٫5

= = = =lim
x→+∞

x − 4 + 9xx2
− −−−−−−−

√

3x + x−−√
= ===

پر توان
lim

x→+∞

x − 4x2
− −−

√

3x
lim

x→+∞

x − 2| |x
 +

3x
lim

x→+∞

x − 2x

3x
lim

x→+∞

−x

3x

−1

3

x = 0

⇒ = 2 ⇒ a = 4

f(x) = = = 2lim
x→0+

lim
x→0+

xsin2

1 − cos x
lim

x→0+

(1 − cos x)(1 + cos x)

(1 − cos x)

f(x) = a sin(x + ) = a sin =lim
x→0−

lim
x→0−

π

6
π

6
a

2
f(0) = a sin =

π

6
a

2

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

a

2

lim
x→∞

ax − − 1x2
− −−−−

√3

4 − 12xn
= ====

توان بیشتر
lim

x→∞

ax

4xn
= == ===

n=1
lim

x→∞

ax

4x

a

4
1
6

→ 6a = 4 → a =
2
3

lim
x→3

x −
2
3

− 1x2
− −−−−

√3

4x − 12
=

0
0

− →−−
HOP

lim
x→3

−
2
3

1(2x)

3 ( −1x2 ) 2√3

4
=

−
2
3

6
12

4
=

1
6

4
=

1
24

⇒ |−3 − (3)| = |−6| = 6

= = = 3lim
x→1+

2 − x − 1x2

|x − 1|
  

+

lim
x→1+

2 − x − 1x2

x − 1
lim

x→1+

(x − 1)(2x + 1)

(x − 1)

= = = −3lim
x→1−

2 − x − 1x2

|x − 1|
  

−

lim
x→1−

2 − x − 1x2

−(x − 1)
lim

x→1−

(x − 1)(2x + 1)

−(x − 1)

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

×lim
x→−1

2x + 3 − x
− −−−−

√

+ xx2

2x − 3 − x
− −−−−

√

2x − 3 − x
− −−−−

√
= lim

x→−1

4 + x − 3x2

x(x + 1)(2x − )3 − x
− −−−−

√

= ==============
x+1.تقسیم می کنیم صورت را بر

lim
x→−1

(x + 1)(4x − 3)

x(x + 1)(2x − )3 − x
− −−−−

√
= =

−7
(−1)(−4)

−7
4

= = =lim
x→−1

2x + 3 − x
− −−−−

√

+ xx2

0
0

− →−−
HOP

lim
x→−1

2 +
1(−1)

2 3 − x
− −−−−

√

2x + 1

2 −
1
4

−1
−7
4

fRx = 2x = 2

⇒ 2b + 3 = 5 ⇒ b = 1

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

f(x) = (ax + b) = 2a + blim
x→2+

lim
x→2+

f(x) = ( + bx − 1) = 4 + 2b − 1 = 2b + 3lim
x→2−

lim
x→2−

x2

f(2) = 5

2a + b = 5 ⇒ 2a + 1 = 5 ⇒ a = 2

p(x)x − 43p(4) = 3p(x)x + 21

p(−2) = 1p( ) + 4p(−x)x2x − 2x2

x = 2 → p(4) + 4p(−2) = 3 + 4(1) = 7

f(x) = 3 ⇒lim
x→−∞

lim
x→−∞

2x − + 6xx2
− −−−−−

√

ax − 2
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روش اول: عبارت را در مزدوج صورت و مخرج، ضرب و تقسیم می کنیم.  79

 

 روش دوم: 

ابتدا عبارت داخل براکت را تعیین عدد می کنیم.   80

   

 

چندجمله اي  بر  یا همان  بخش پذیر است بنابراین  است. اکنون براي محاسبۀ باقی ماندة  بر  81

  کافی است که  را حساب کنیم. 

 

تابع سینوس در ربع اول افزایش می یابد پس  داریم:   82

 

 83

توجه کنید که  است.

 84

 

 در واقع رفع ابهام  است که مربوط به نظام قدیم است اما با ساده سازي عبارت می توان به جواب رسید.  

ها را در دو نقطه به طول هاي  و  قطع کرده است (طول رأس سهمی وسط دو نقطۀ هم عرض روي سهمی است.)  ابتدا باید معادلۀ سهمی را بنویسیم که محور   85

   

 اکنون باید معادلۀ خط راست  را با داشتن  نقطه بنویسیم. 

   

= = = = 3 ⇒ a = 1lim
x→−∞

2x − (−x)

ax
lim

x→−∞

3x

ax

3
a

= ===
پر توان

lim
x→−∞

2x − | |x
 −

ax

f(x) = = = =lim
x→2

lim
x→2

2x − + 6xx2
− −−−−−

√

x − 2
0
0

− →−−
HOP

lim
x→2

2 −
2x + 6

2 + 6xx2
− −−−−−

√

1

2 −
5
4

1
3
4

=lim
x→4

3 − 2x + 1
− −−−−−

√

2 − x−−√
lim
x→4

(3 − )(3 + )(2 + )2x + 1
− −−−−−

√ 2x + 1
− −−−−−

√ x−−√

(2 − )(2 + )(3 + )x−−√ x−−√ 2x + 1
− −−−−−

√

= = = = =lim
x→4

(9 − 2x − 1)(2 + )x−−√

(4 − x)(3 + )2x + 1
− −−−−−

√
lim
x→4

−2(x − 4)(2 + )x−−√

−(x − 4)(3 + )2x + 1
− −−−−−

√

2 × 4
3 + 3

8
6

4
3

= = =lim
x→4

3 − 2x + 1
− −−−−−

√

2 − x−−√

0
0

− →−−
HOP

lim
x→4

−2

2 2x + 1
− −−−−−

√

−
1

2 x−−√

−2
6

−1
4

4
3

x → (−
1
2

)− ⇒ x2 → (
1
4

)+ ⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

→
3
x2

12−

= ⇒ − → (−8
2
x2

8− 2
x2

)+

⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

[ ] = 11
3
x2

[− ] = −8
2
x2

⇒ = = = −∞lim

x→(
1
2

)−

10x − 5 + 11
16x + 8

−5 − 5 + 11

− + 88−

1

0−

p(x)− 1x2(x + 1)(x − 1)p(1) = p(−1) = 0Q(x)

x − 2Q(2)

Q(x) = p(x − 1) + p(1 − x) → Q(2) = p(1) + p(−1) = 0 + 0 = 0

sin = (
π−

6
1
2

)−

[2 sin x − 1] = [2( − 1] = [ − 1] = [ ] = −1lim
x→

π−

6

1
2

)− 1− 0−

= = = = −1lim

x→
3π

4

1 + cot x

1 + tan x
lim

x→
3π

4

1 +
1

tan x

1 + tan x
lim

x→
3π

4

(1 + tan x)

tan x(1 + tan x)

1
−1

tan = cot = −1
3π

4
3π

4

( )lim
x→+∞

x−−√ −
2x + 1

+ xx2

− −−−−−

√
1
+x4 x2

− −−−−−−

√ = ( ) = − 0 =lim
x→+∞

−
2x + 1
x + 1

− −−−−−

√
1
+ xx3

− −−−−−

√ 2
−−

√ 2
−−

√

0 × ∞

x04

f(x) = a(x − )(x − ) → f(x) = ax(x − 4)x1 x2 1−→−
صدق

S
∣

∣
∣

2
1

= 2a(−2) → a = − → f(x)
1
4

= − x(x − 4) = − + x
1
4

1
4

x2

g2

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

A
∣

∣
∣

0
1

B
∣

∣
∣

4
0

→ =
y − y

A

x − x
A

−y
A

y
B

−x
A

x
B

→ = → −4y + 4 = x
y − 1

x

1
−4

→ −4y = x − 4 → y = − x + 1 → g(x) = − x + 1
1
4

1
4
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 86

     

توجه: اگر باقی ماندة تقسیم  بر  برابر  و بر  برابر  باشد، آنگاه باقی مانده تقسیم  بر  عبارت  87

 است به طوري که: 

 بنابراین، در این سؤال اگر باقی ماندة تقسیم  بر  برابر  باشد، آنگاه: 

 

 پس باقی ماندة تقسیم  است.

ابتدا ضابطۀ وارون تابع داده شده را به دست می آوریم.   88

   

 اکنون از تابع معکوس، مشتق گرفته و به جاي  عدد  را قرار می دهیم. 

   

می دانیم:  : مجموع  عدد زوج   89

چون حد تابع در منفی بی نهایت خواسته شده است پس از قاعدة پر توان استفاده می کنیم.  

  

 واضح است که  است. از طرفی اگر  باشد با توجه به اینکه  می رود عبارت از داخل قدرمطلق مثبت خارج می شود و خواهیم داشت  که نادرست است پس

  .

   

در بازة داده شده داخل قدرمطلق، مثبت است.   90

   

 91

 

 پس تابع  است (تابع ثابت) و هیچ نقطۀ ناپیوستگی ندارد.

پس: lim
x→4−

f(x) + g(x)

4 − x
= lim

x→4−

− + x − x + 11
4
x2 1

4

4 − x
=

0
0

− →−−
HOP

lim
x→4−

x + 1 −
−1
2

1
4

−1
= =

−2 + 1 −
1
4

−1
5
4

lim
x→−∞

+ −− + 1x4 x2
− −−−−−−−−−

√ + 1x2
− −−−−

√ x2

x
= ====

توان بیشتر
lim

x→−∞

+ −x4−−√ x2−−√ x2

x
= lim

x→−∞

+ |x| −x2 x2

x
= lim

x→−∞

| |x
 −

x
= = −1lim

x→−∞

−x

x

P(x)(x − m)k1(x − n)k2P(x)(x − m) ⋅ (x − n)

ax + b

⇒ { x = m : am + b = k1
x = n : an + b = k2

P(x)+ x − 6x2ax + b

⇒ a = 1 , b = −1x = 2 ⇒ 2a + b = 1
x = −3 ⇒ −3a + b = −4

(x − 1)

y = → y − y
+ 1x−−√

− 1x−−√
x−−√ = + 1 → y − = y + 1x−−√ x−−√ x−−√ → (y − 1) = y + 1 → =x−−√ x−−√

y + 1
y − 1

→ x = ( → (x) = (
y + 1
y − 1

)2 f −1 x + 1
x − 1

)2

x2

مشتق = 2( ( )
x + 1
x − 1

)1 1(x − 1) − 1(x + 1)

(x − 1)2
→ = 2(3)(−2) = −12mمماس

= n ⋅ (n + 1)2 + 4 + 6 + ⋯ + 2n
  

nتا

n

lim
x→−∞

a2+4+⋯+100 x2+4+⋯+100− −−−−−−−−−−−−−−−−−√50

a49 xk
= lim

x→−∞

a50×51x50×51− −−−−−−−−−√50

a49 xk
= = −1lim

x→−∞

| |a51 x51

a49 xk

k = 51a = −1x → −∞= −1a2

a = 1

⇒ = −1lim
x→−∞

−a51 x51

a49 xk
⇒ = 1a2 a = 1−→−

a>0

f(x) = x(3 − ) = − + 3x → (x) = −3 + 3 = 0x2 x3 f ′ x2 → x = 1, x = −1 →

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

f(−1٫5) = f(− ) = −
3
2

9
8

f( ) = 03
−−

√

f(1) = 2
f(−1) = −2 → Minمطلق

(fof)og = fof( )g(x)
 

−1,0,1

→
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

ff(−1) = f(0) = 0
ff(0) = f(0) = 0
ff(1) = f(0) = 0

(fof)og = 0
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معین کرمی

، کدام است؟ اگر   و   باشند، مشتق تابع   1

مشتق ندارد.

f(x) = x− |x|
4
5

1
5

g(x) = 4x+ |x|fog

234

در تابع با ضابطه ي  ، حاصل  ، کدام است؟  2f(x) = ( )x+ 2
2x− 3

− −−−−−

√
3

lim
x→2

f(x) − f(2)
x− 2

−21−181215

، بر خط به معادله ي  عمود است. این خط مماس از نقطه اي با کدام خط مماس بر منحنی به معادله ي   3
مختصات می گذرد؟

( ( و  ( ( و  ( ( و  ( ( و 

y = + 3 + 1x3 x2x− 3y = 2

3141−42−62

، محور  ها را با کدام عرض قطع می کند؟ خط مماس بر منحنی به معادله ي  در نقطه ي   4y =
1
4x−−√3

(2, )
1
2

y

2
3

5
6

7
6

4
3

منحنی هاي تابع با ضابطه ي  بر خط به معادله ي   مماس اند. فاصله ي دو نقطه ي تماس کدام است؟  5f (x) = − + bx+ 3x2y = 7

3456

اگر  و  حاصل  برابر با کدام گزینه است؟  6g(x) = 2x
−−

√f(x) = − xx2lim
Δx→0

f(2 +Δx)g(2 +Δx) − f(2)g(2)
Δx

3467

، در نقطه اي به طول  واقع بر آن، از نقطۀ  می گذرد.  کدام است؟ خط مماس بر منحنی به معادلۀ   7y =
2x− 1
x+ 1

α(−1 , 0)α

−11
3
2

2

، خط مماس بر نمودار آن موازي پاره خطی است که ابتدا و انتهاي منحنی را به هم وصل کند. این تابع با ضابطۀ  و دامنۀ   8

خط مماس، محور  ها را با کدام عرض، قطع می کند؟

f(x) =
4x− 5
x+ 1

[0,8]

y

−2−1٫5−1−0٫5

اگر تابع  در   مشتق پذیر و   باشد، آنگاه مشتق   در  ، کدام است؟  9fx = 4=lim
x→4

f(x) + 7
x− 4

−3
2

y =
f(2x)
x

x = 2

−
1
4

−
1
2

1
4

1
2

، اگر  موجود باشد،  کدام است؟ در تابع با ضابطۀ   10f(x) =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

8
ax+ b

− + 6xx3

; x > 2

; x ≤ 2
(2)f ′a

1234

1
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، منحنی به معادله ي  بر نیمساز ناحیه ي اول مماس است؟ به ازاي کدام مقدار   11aay = + 5x+ 4x2

1459

، در چند نقطه مشتق ناپذیر است؟ تابع با ضابطۀ   12f(x) =
| − 2x|x3

x

1234

، حاصل  کدام است؟ اگر   13f(x) = (x− 2) x2
−−

√3lim
Δx→0

f(−1 +Δx) − f(−1)
Δx

23
2
3

4
3

در تابع با ضابطه ي  ، مقدار  موجود است.  کدام است؟  14f(x) = { (2x+ 6)2
− −−−−−−−

√3

ax+ b

; x > 1
; x ≤ 1

(1)f ′b

4
3

7
3

8
3

10
3

در تابع با ضابطۀ  ، مقدار  ، کدام است؟  15f(x) = x + | |x−−√ x− 1(1) + 3 (1)f
′

+ f
′

−

5342

مشتق  در نقطه اي به طول  برابر  است. شیب خط مماس بر نمودار  در نقطه  اي به طول  کدام است؟  16

 

f( )6x+ 2
− −−−−

√3x = 1−2f2

−4
1
3

34

خط به معادلۀ  در نقطۀ  بر نمودار تابع  مماس است. اگر  باشد،  کدام  17

است؟

y = 3x− 5x = 2y = g(x)=lim
x→1

f(x) − f(1)
2x− 2

2
3

(fog (2))′

1234

، کدام است؟ ، حاصل  در تابع با ضابطۀ   18f(x) =
1 + x−−√

5 − 2x
lim
x→4

f(x) − f(4)
x− 4

4
9

5
12

7
12

5
6

خط مماس بر منحنی به معادلۀ  در نقطه اي به طول  واقع بر آن، منحنی را در نقطۀ دیگر به نام  قطع می کند. عرض نقطۀ   19

 کدام است؟

y = −x3 x2x = 1A

A

−3−223

، همواره مشتق پذیر باشد،   کدام است؟ اگر تابع با ضابطۀ   20

صفر

f(x) = {a + bx+ 4 ; x ≥ −2x2

− x ; x < −2x3
f(1)

−312

، خط به معادله ي  ، بر منحنی به معادله ي  مماس است؟ به ازاي کدام مقادیر   21

 و  و  و  و 

my = mx+ 2+ − 2x = 3x2 y2

−
4
3

0
4
3

0−
2
3

1
2
3

1

تابع با ضابطه ي  در نقطه ي  مشتق پذیر است و  کدام است؟  22f(x) = { (x− 1) |x− 1|
a

x ≠ 1
x = 1

x = 1a

012−2

2
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در تابع با ضابطه ي  ، آهنگ متوسط تغییر تابع، از   تا  ، از آهنگ لحظه اي آن در  ، چقدر  23
بیشتر است؟

f(x) = (2x+ 1)
−

1
2= 4x1= 12x2x = 4

7
540

11
540

7
270

11
270

اگر  و  باشد،  کدام است؟  24g(x) =
2x+ 1
x− 1

(fog (2) = 6)′(5)f ′

−2−123

، آهنگ متوسط تغییر تابع وقتی متغیر از عدد  به عدد  تغییر کند برابر  است،  کدام است؟ در تابع با ضابطه ي   25

 

f(x) = x+
1
x

22 + h
8
9

h

1٫522٫53

خط به معادله ي  در نقطه اي به طول  بر منحنی به معادله ي  مماس است.  کدام است؟  26f(x) = 2x− 51g(x) = a + bx+ 1x2a

2346

اگر  و  باشد،  کدام است؟  27g(x) = x+ x−−√=lim
x→2

f(x) − f(2)
x− 2

4
3

(fog (1))′

2
3

3
2

23

، از آهنگ لحظه اي ، در نقطه ي  با نمو متغیر  در تابع با ضابطه ي   ، آهنگ متوسط تغییر تابع نسبت به تغییر متغیر   28
تابع در این نقطه، چقدر کمتر است؟

f(x) = x−−√xx = 10٫21

1
42

1
21

3
42

2
21

، کدام است؟ ، از آهنگ تغییر متوسط در بازة  ، اختلاف آهنگ تغییر لحظه اي در  در تابع با ضابطۀ   29f(x) = −
1
2
x2 1

x
x = 2[1,4]

0٫250٫50٫450٫75

اگر   باشد، مقدار   کدام است؟  30f(x) = − [2 ]xx3 x2( )f
′

+ 2
−−

√

−2−112

، روي مجموعۀ اعداد حقیقی مشتق پذیر است.  کدام است؟ تابع با ضابطۀ   31f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

1
x− 1
− + ax+ bx2

; x ≥ 2

; x < 2
b

−2−112

، کدام است؟ مشتق تابع  در نقطۀ   32f(x) = x
3x+ 1
x+ 2

− −−−−−

√3x = −3

2
3

3
4

4
3

3
2

مشتق تابع  در نقطه ي  برابر است. اگر  و موجود باشد مقدار کدام است؟  33y =
f(x)

g(x)
x = 13(1) = −4,f(1) = 0f ′(1)g ′g(1)

−
4
3

−
3
4

3
4

4
3

خط  بر نمودار تابع  با ضابطه ي  مماس است.  کدام است؟  34y = −1ff(x) = 2 − x+ ax2a

−
9
8

−
7
8

7
8

9
8

3
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، کدام است؟ ، حاصل  در تابع با ضابطۀ   35f(x) =
−x− 1

x−−√
lim
h→0

f( + h) − f( )
1
4

1
4

h

1234

، آهنگ تغییر متوسط تابع در بازة  از آهنگ تغییر لحظه اي آن در  چقدر بیشتر در تابع با ضابطۀ   36

است؟

f(x) = (x+ 2) 4x+ 1
− −−−−

√[0,2]x =
3
4

0٫100٫150٫200٫25

، از آهنگ لحظه اي تابع در این ، در  با نمو  در تابع با ضابطۀ   ، آهنگ متوسط تغییر تابع نسبت به تغییر متغیر   37

نقطه، چقدر کمتر است؟

f(x) =
x− 1

x−−√
xx = 10٫44

1
30

1
24

1
12

1
6

، مقدار  کدام است؟ در تابع با ضابطه ي   38f(x) = | | ⋅ [x]x( ) − ( )f ′ 0−
f ′ 0+

−1012

ها را با کدام عرض، قطع می کند؟ خط مماس بر منحنی تابع  در نقطۀ  واقع بر آن، محور   39f(x) =
5x− 4

x−−√
x = 4y

−4−123

در تابع با ضابطه ي  ، مقدار  موجود است،  کدام می باشد؟  40f(x) = {x− 1
x

+ ax+ bx2

x ≥ 1
x < 1

(1)f ′f(1 − )2
−−

√

3 − 2√2 − 2√2 − 2 2√3 − 2 2√

اگر آهنگ لحظه اي تغییر  در واحد تغییر  در  برابر  باشد، آن گاه حد عبارت  وقتی  برابر کدام  41

است؟

fxx = 2−
3
2

f(2) − f(2 + h)

h
h → 0

−3−
3
2

3
2

3

، کدام است؟ اگر تابع  در  مشتق پذیر و  باشد، آنگاه مشتق  در   42fx = −2=lim
h→0

f(−2 + h) + 3
h

1
2

y = f(x)x2x = −2

8101214

تابع با ضابطه ي  ، بر روي مجموعه ي اعداد حقیقی مشتق پذیر است.  کدام است؟  43f(x) = {a + bxx3

2 4x− 3− −−−−√
;

;

x < 1
x ≥ 1

b

1
2

1
3
2

2

اگر  حاصل  کدام است؟  44f(x) = |x− 2| + 2x
−−

√lim
Δx→0−

f(2 +Δx) − f(2)
Δx

−2−
1
2

1
2

3
2

در تابع با ضابطه ي  آهنگ متوسط تغییر تابع وقتی متغیر  از  به  تغییر کند برابر با آهنگ لحظه اي در نقطه اي به طول   45

 است،  کدام می باشد؟

f(x) = x−−√x425

x = aa

11٫7512٫2512٫513٫5

4
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عرض از مبدأ خط مماس بر منحنی به معادله ي  در نقطه اي به طول  واقع بر آن کدام است؟  46y = + 3xx2
− −−−−−

√x = 1

−
3
5

3
4

3
2

2

، در نقطۀ  مشتق پذیر است.  کدام است؟ تابع با ضابطۀ   47f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

| − 2x|x2

+ ax+ b
1
2
x2

;x < 2

;x ≥ 2
x = 2a+ b

2345

، چقدر ، آهنگ تغییر متوسط تابع در بازة  از آهنگ تغییر لحظه اي آن در  در تابع با ضابطۀ   48

کمتر است؟

f(x) = +2x+ 1
− −−−−

√ 1
x+ 1

[0,4]x =
3
2

0٫030٫040٫050٫06

در تابع با ضابطه ي  ، حاصل  ، کدام است؟  49

 

f(x) =
4x+ 5
x+ 3

− −−−−−

√lim
h→0

f(1 + h) − f(1)
h

7
48

5
24

7
24

7
16

آهنگ آنی تغییر مساحت یک دایره نسبت به شعاع  در  کدام است؟  50r= 10r0

10π15π25π20π

آهنگ متوسط تغییر تابع با ضابطه ي  نسبت به متغیر  روي بازه اي از  تا  کدام است؟  51f(x) = + 144x2
− −−−−−−

√x= 5x1= 9x2

0٫40٫50٫60٫7

، آهنگ متوسط تابع از  تا  چقدر از آهنگ لحظه اي آن در  بیشتر است؟ در تابع با ضابطه ي   52f(x) =
36
x2

= 2x1= 3x2x = 12
−−

√3

2٫51٫521

، مماس است؟ ، بر نمودار تابع  ، خط به معادله ي  به ازاي کدام مقدار   53ay = 5x+ ay = 2 − 3x+ 6x2

−3−223

آهنگ متوسط تغییر تابع  نسبت به متغیر  روي بازه ي  ، از آهنگ لحظه اي تابع در  چقدر کمتر  54
است؟

 

f(x) = + 16x2
− −−−−−

√x[ ]0,3x = 2
−−

√

0
1

18
1

12
1
9

نقطه ي  بر روي منحنی به معادله ي  در حرکت است.  فاصله ي نقطه ي  تا مبداء مختصات است. آهنگ لحظه اي  55

تغییر  در نقطه اي به طول  کدام است؟

M(x,y)y = x+ 8
− −−−

√TM

Tx = 7

15
16

15
8

3
7

5
4

، از آهنگ لحظه اي تغییر تابع در  چه قدر ، روي بازه ي  آهنگ متوسط تغییر تابع نسبت به متغیر  در تابع   56

بیش تر است؟

f(x) =
x

x− 1
[2 , 2٫02]xx = 2

1
202

1
101

1
51

2
51

در تابع با ضابطه ي  ، آهنگ متوسط از  تا  ، برابر آهنگ لحظه اي آن در  است.  کدام است؟  57f(x) =
x

x− 1
= 2x1= 5x2x = αα

2٫51 + 3√34

5
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، کدام است؟ ، در نقطۀ  مشتق تابع با ضابطۀ   58f(x) =
⎛

⎝
⎜

+ 2xx2
− −−−−−

√3

− xx2

⎞

⎠
⎟

3

x = 2

−
3
4

−
5
4

−
5
2

−
15
4

، مشتق پذیر است. مقدار  کدام است؟ ، در  تابع  با ضابطۀ  59f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

5 − 2x− −−−−√

− + bx+ c
1
2
x2

;x ≤ −2

;x > −2
x = −2c

−
2
3

−
1
3

1
3

2
3

در تابع  آهنگ متوسط تغییر تابع نسبت به تغییر متغیر، روي بازه ي  از آهنگ آنی در شروع این بازه چه قدر کمتر  60
است؟

f(x) = x−−√[2٫25,2٫56]

1
93

2
93

1
62

1
31

، چقدر کمتر است؟ در تابع با ضابطه ي  ، آهنگ متوسط تغییر تابع، از  تا  ، از آهنگ لحظه اي آن در   61f(x) = x−−√= 4x1= 6٫25x2x = 4

1
36

1
18

5
72

1
12

، تفاضل آهنگ لحظه اي در  از آهنگ متوسط تغییر تابع وقتی متغیر  از عدد  به در تابع با ضابطه ي   62

عدد  تغییر کند، کدام است؟

f(x) = 3 + 4x− 2x2x = a+
h

2
xa

h+ a

h2h3h0

در تابعی با ضابطه ي  ، آهنگ آنی تغییر  در  چقدر از آهنگ متوسط تغییر  از لحظه ي  تا  بیش تر است؟  63f(t) =
240
t

ft = 4ft = 3t = 5

1
1
2

2
3
2

، کدام است؟ ، مشترك اند. مقدار  ، در نقطۀ  خط مماس بر نمودارهاي دو تابع با ضابطه هاي  و   64f(x) =
x+ 2
x− 1

g(x) = a + bxx2x = 2b

4567

ها متقاطع اند. طول هاي ، در نقطه اي به طول  روي محور  نمودار تابع با ضابطه ي  و خط به معادله ي   65
دو نقطه تقاطع دیگر این منحنی و خط کدام است؟

 و  و  و صفر  و صفر

f(x) = + ax+ bx3y = −2x+ b1x

2−13−1−12

، از آهنگ لحظه اي تغییر تابع در نقطه اي به طول  ، آهنگ متوسط تغییر این تابع وقتی  و  در تابع با ضابطه ي   66

 چه قدر بیش تر است؟

f(x) = x3x = 3Δx = 0٫1

x = 3

0٫310٫420٫620٫91

، کدام است؟ ، در نقطۀ  مقدار مشتق تابع با ضابطۀ   67f(x) = (
2x− x2

3x+ 5
)2

− −−−−−−−−

√3x = −2

3456

، در نقطه ي  مشتق پذیر است.  کدام است؟ تابع با ضابطه ي   68f(x) =
⎧

⎩⎨
⎪

⎪
− 53

x

+ ax+ bx2

x ≥ 1

x < 1
x = 1b

1234

6
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در تابع با ضابطۀ  ، مقدار  کدام است؟  69f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

+ 6xx2
− −−−−−

√

[ ]( − 9x)
x

4
x2

;0 ≤ x < 4

;4 ≤ x < 8
(2) − (5)f ′ f ′

1
4

1
2

3
4

3
2

فرض کنید  باشد اگر  یک تابع مشتق پذیر باشد حداکثر مقدار  با  70

شرط  کدام است؟

f(x) = { , (a ≠ 0)،g(x) = a + bx+ c
g(x) x ≥ k

(x) x < kg ′
x2fk

b+ c = a

3
4

134

فرض کنید نمودارهاي دو تابع  و  در یک نقطۀ مشترك، بر یک خط مماس باشند. اگر طول نقطۀ مشترك   71

باشد، مقدار  کدام است؟

y = x x−−√y = + ax+ bx24

b

891012

، برابر آهنگ تغییر لحظه اي این تابع، با کدام مقدار  است؟ آهنگ متوسط تغییر تابع  در بازة   72y = 21 − + 4xx2
− −−−−−−−−−

√[5,6]x

4 + 2√3 + 2 2√2 +
3
2

2√2 +
5
2

2√

، کدام است؟ ( نماد جزء صحیح است) مشتق راست تابع  ، در نقطۀ   73f(x) = ([x] − |x|) 9x
−−

√3x = −3[]

−
16
3

−5−4
7
3

( تابع چند جمله اي درجۀ دوم با ضرایب طبیعی  مفروض  است. اگر باقی مانده و خارج قسمت تقسیم  به  (مشتق تابع   74

به ترتیب  و  باشند کمترین مقدار مجموع ضرایب  کدام است؟

p(x)p(x)(x)p′p(x)

−2x+ 11
2

p(x)

4679

، مقدار مشتق تابع  در  چند برابر  است؟ فرض کنید  و   75f(x) = (x[ + ] + 1x2 1
2

)2g(x) =
1

− 1x2
− −−−−

√3
fogx =

3
8−−√

(−128 )2
−−

√

−4124

، کدام است؟ . اگر  مشتق پذیر باشد، مقدار  فرض کنید   76g(x) = a + 5x+ bx2f(x) = {g(x)

(x)g ′

x ≤ 2
x > 2

a+ b

−
15
2

−
5
2

5
2

15
2

7
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در ابتدا قدر مطلقهاي توابع  و  را از بین میبریم.   1

 

یعنی   است پس مشتق آن برابر  میباشد. 
 2

مشخص است که    می باشد. بنابراین، کافی است از تابع مشتق گرفته و به جاي  آن عدد  را قرار دهیم. 

 3

شیب خط مماس همان مشتق است، بنابراین کافی است که از تابع، مشتق گرفته و مساوي  قرار دهیم. 

 

فقط گزینه ي چهارم در معادله ي خط صدق می کند.

، ابتدا باید معادله ي خط مماس در این نقطه را بنویسیم.  براي تعیین عرض از مبدأ خط مماس بر منحنی  در نقطه ي   4

 

چون خط بر نمودار توابع مماس است پس معادله ي تلاقی آن ها ریشه ي مضاعف دارد.    5

معادله ي تلاقی  

 شرط ریشه ي مضاعف

نقطه ي تماس  

 پس
 6

حاصل عبارت، تعریف مشتق  در نقطه ي  است. یعنی مشتق اولی در دومی به اضافه ي مشتق دومی در اولی. 

fg

f(x) = x − |x| → f(x) = → f(x) = {
4
5

1
5

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x − x x ≥ 04
5

1
5

x + x x < 04
5

1
5

x x ≥ 03
5
x x < 0

g(x) = 4x + |x| → g(x) = { → g(x) = {4x + x x ≥ 0
4x − x x < 0

5x x ≥ 0
3x x < 0

x ≥ 0 : fog(x) = f(g(x)) = (5x) = 3x
3
5

x < 0 : fog(x) = f(g(x)) = 3x
fog(x) = 3x3

= (2)lim
x→2

f(x) − f(2)
x − 2

f ′x2

f(x) = → (x) = 3( )
x+2

2x−3

− −−−−
√

3

f ′ ( )
x+2

2x−3

− −−−−
√

2
⎛

⎝

⎜⎜⎜⎜

1(2x−3)−2(x+2)

(2x−3)2

2
x+2

2x−3

− −−−−−

√

⎞

⎠

⎟⎟⎟⎟

= ( )( )→ (2) = (2) (−7) = −213
2

x+2
2x−3

− −−−−
√

−7

(2x−3)2
f ′ 3

2

x − 3y = 2 → = = −3mخط
1
3
−→−

عمود
mمماس

−3

= 3 + 6x = −3 → 3 + 6x + 3 = 0 → + 2x + 1 = 0 → (x + 1 = 0y′ x2 x2 x2 )2

→ x = −1 y = −1 + 3 + 1 = 3−→
تابع

A , m = −3 → y − = m(x − ) → y − 3 = −3(x + 1) → y = −3x∣
∣
−1
3 y1 x1

y =
1

4x
−−

√3
(2, )

1
2

= ⇒ = = −y′

−
4

3 (4x)2
− −−−−

√3

( 4x
−−

√3 )2
mمماس

−
4

12

4
1

12

⇒ y − = − (x − 2) y − = → y = =
1
2

1
12

−→−
x=0 1

2
1
6

4
6

2
3

− + bx + 3 = 7 → :x2 − bx + 4 = 0x2

: Δ = 0 → − 4ac = 0 → − 16 = 0 → b = ±4b2 b2

b = 4 − 4x + 4 = 0 → = 0 → x = 2 → A− →−−−−−
معادلھ ی تلاقی

x2 (x − 2)2 ∣

∣
∣

2
7

b = −4 + 4x + 4 = 0 → = 0 → x = −2 →− →−−−−−
معادلھ ی تلاقی

x2 (x + 2)2
A′ ∣

∣
∣
−2
7

: A = = 4A′ (2 + 2 + (7 − 7)2 )2
− −−−−−−−−−−−−−−−

√

= = (f × g (2)lim
Δx→0

f(2 + Δx)g(2 + Δx) − f(2)g(2)
Δx

lim
Δx→0

(f × g)(2 + Δx) − (f × g)(2)
Δx

)′

f(x) ×g(x)= 2x0

= (2x − 1) + ( − x) ⇒ (2) = (2(2) − 1) + (4 − 2) = 6 + 1 = 7y′ 2x
−−

√
2

2 2x
−−

√
x2 y′ 4

−−
√

2

2 4
−−

√

8
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ابتدا شیب خط مماس بر منحنی را در نقطه به طول  محاسبه می کنیم:   7

 

با توجه به این که این خط از نقطۀ  می گذرد، معادله ي خط مورد نظر به صورت زیر می شود: 

 

نقطۀ  روي خط فوق است؛ بنابراین با قرار دادن مختصات نقطۀ  به جاي  و  در معادلۀ این خط داریم: 

 

ابتدا شیب پاره خطی که ابتدا و انتهاي منحنی را به هم وصل می کند را به دست می آوریم.   8

   

 کافی است از تابع، مشتق گرفته و برابر یک قرار دهیم. 

   

 اکون باید معادلۀ خط مماس را در نقطۀ  و با شیب یک بنویسیم. 

  

می دانیم:   9
ابتدا حد عبارت داده شده را محاسبه کرده و اطلاعات مورد نظر را بدست می آوریم. 

  پس

اکنون مشتق  را حساب می کنیم.

شرط اینکه تابع  در  مشتق پذیر باشد آن است که تابع  در  پیوسته باشد و مشتق هاي راست و چپ تابع  در  باهم برابر باشند.   10

    

  

  

 11

منحنی داده شده و خط    (نیمساز ناحیه ي اول و سوم) را تلاقی می دهیم. 

معادله ي تلاقی  

: شرط ریشه ي مضاعف

دقت کنید در ناحیه ي اول،  مثبت است.

α

(x) = ⇒ m = (α) =f ′ 3
(x + 1)2

f ′ 3
(α + 1)2

(α , )
2α − 1
α + 1

y − = m(x − ) ⇒ y − = (x − α)y0 x0
2α − 1
α + 1

3
(α + 1)2

(−1, 0)(−1, 0)xy

0 − = (−1 − α) ⇒ 2α − 1 = 3 ⇒ α = 2
2α − 1
α + 1

3
(α + 1)2

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

A
∣

∣
∣

0
−5

B
∣

∣
∣

8
3

→ =m
AB

−y
A

y
B

−x
A

x
B

= = = 1
−5 − 3
0 − 8

−8
−8

= 1− →−−
موازی

m مماس

=y′
4(x + 1) − 1(4x − 5)

(x + 1)2
→ 1 =

9
(x + 1)2

→ (x + 1 = 9)2 →

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
x + 1 = 3 → x = 2 y = 1 → C−→−

تابع ∣

∣
∣

2
1

x + 1 = −3 → x = −4 ( در بازه نیست.( غ ق ق
C

y − = m(x − )y
C

x
C

→ y − 1 = 1(x − 2) y = −1− →−−
x=0

y = f(u) → = (u)y′ u′f ′

= f(4) + 7 = 0 → f(4) = −7lim
x→4

f(x) + 7
x − 4

f(4) + 7
0

− →−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

بوده کھ پس از رفع ابھام جوابش عدد شده استکسر
0
0

 چون جواب حد، عدد شده است پس این

: = (4) = −lim
x→4

f(x) + 7
x − 4

lim
x→4

f(x) − (−7)
x − 4

= =======
طبق تعریف مشتق

f ′ 3
2

y =
f(2x)
x

y = → =
f(2x)
x

y′
2 (2x) ⋅ x − 1f(2x)f ′

x2

→ (2) = = = =y′
4 (4) − f(4)f ′

4

4(− ) − (−7)3
2

4
−6 + 7

4
1
4

fx = afx = afx = a

پیوستگی:    

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

 f(x) = =lim
x→2+

lim
x→2+

8
ax + b

8
2a + b

 f(x) = (− + 6x) = −8 + 12 = 4lim
x→2−

lim
x→2−

x3

 f(2) = −8 + 12 = 4 

⇒ = 4
8

2a + b
⇒ 2a + b = 2

( ) = ( )f ′ 2+
f ′ 2−

→ = −3 + 6
−8a

(ax + b)2
x2 → = −12 + 6

−8a
(2a + b)2

= −6− →−−−
2a+b=2 −8a

4
→ −8a = −24 → a = 3 , b = −4

y = x

{ → ax = + 5x + 4 → :
ay = + 5x + 4x2

y = x
x2 + (5 − a)x + 4 = 0x2

Δ = 0 (5 − a − 16 = 0 ⇒ a − 5 = ±4 ⇒ {− →−−−−−
−4ac=0b2

)2 a = 9
a = 1

a = 9 − 4x + 4 = 0 → (x − 2 = 0 → x = 2 ✓− →−−−−−
معادلھ ی تلاقی

x2 )2

a = 1 + 4x + 4 = 0 → (x + 2 = 0 → x = −2 ×− →−−−−−
معادلھ ی تلاقی

x2 )2

x

9
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 12

 

 چون تابع در  تعریف  نشده است، پس در این نقطه ناپیوسته و درنتیجه مشتق ناپذیر است. از طرفی ریشه هاي سادة قدرمطلق نقاط مشتق ناپذیر است، پس داریم: 

  

 بنابراین تابع در  نقطۀ  و  مشتق ناپذیر است. 

 13

می دانیم:  

کافی است که از تابع داده شده، مشتق بگیریم و سپس  را جایگزین کنیم. 

چون  موجود است، لذا  در  پیوسته است و مشتق چپ و راست  در  با هم برابرند، پس داریم:   14

    :شرط پیوستگی 

 

وقتی  میل می کند، داخل قدر مطلق، مثبت است و وقتی  میل می کند، داخل قدر مطلق، منفی است.   15

 پس

 16

،  است.  می دانیم که شیب خط مماس بر نمودار  در 

و می دانیم: 

  

 17

می دانیم که  و  است.

y = 3 5
x

_
g

x
( (

   

   

 

f(x) = ,
| − 2x|x3

x
= R − {0}Df

x = 0

− 2x = 0x3 ⇒ x( − 2) = 0x2 ⇒ {
x = 0

− 2 = 0 ⇒ x = ±x2 2
−−

√

3x = 0x = ± 2
−−

√

(uv = v + u)′ u′ v′

= (−1)lim
Δx→0

f(−1 + Δx) − f(−1)
Δx

f ′

x = −1

f(x) = (x − 2) ⋅ → (x) = + (x − 2)x2
−−

√3 f ′ x2
−−

√3 2(1)

3 x−−√
3

→ (−1) = 1 + = 1 + 2 = 3f ′ −6
3(−1)

(1)f ′fx = 1fx = 1

⇒ a + b = 4 (∗)

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

f(x) = = = = 4lim
x→1+

lim
x→1+

(2x + 6)2
− −−−−−−−

√3 82
−−

√3 (22
)3

− −−−
√3

f(x) = (ax + b) = a + blim
x→1−

lim
x→1−

f(1) = a + b

→ a = , b =
x > 1 → f(x) = → (x) = → ( ) = =(2x + 6)2

− −−−−−−−
√3 f ′ 2(2)

3 2x+6√3
f ′ 1+ 4

3(2)
2
3

x < 1 → f(x) = ax + b → (x) = a → ( ) = af ′ f ′ 1−

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪

2
3

10
3

x → 1+
x → 1−

x → : f(x) = x + x − 1 = + x − 1 → (x) = + 1 → (1) = + 1 =1+
x−−√ x

3
2 f ′ 3

2
x

1
2 f

′

+

3
2

5
2

x → : f(x) = x − x + 1 = − x + 1 → (x) = − 1 → (1) = − 1 =1−
x−−√ x

3
2 f ′ 3

2
x

1
2 f

′

−

3
2

1
2

: (1) + 3 (1) = + 3( ) = = 4f
′

+ f
′

−

5
2

1
2

8
2

fx = a(a)f ′

y = f(u) → = (u)y′ u′f ′

y = f ( )6x + 2
− −−−−−

√3 ⇒ = ( )y′
6

3 (6x + 2)2
− −−−−−−−

√3
f ′ 6x + 2

− −−−−−
√3 = (2) = −2 ⇒ (2) = −4−→−

x=1
y′

6
12

f ′ f ′

= (a)lim
x→a

f(x) − f(a)

x − a
f ′(fog(x) = (x) ⋅ (g(x)))′ g′ f ′

⇒ g(2) = 1 , = شیب خط مماس3 ⇒ (2) = 3g′

=lim
x→1

f(x) − f(1)
2(x − 1)

2
3
⇒ =

1
2
lim
x→1

f(x) − f(1)
x − 1

2
3

⇒ (1) =
1
2
f ′ 2

3
⇒ (1) =f ′ 4

3

(fog (2) = (2) ⋅ (g(2)))′ g′ f ′ = 3 (1) = 3 × = 4f ′ 4
3

10
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می دانیم  است پس عبارت خواسته شده  است.   18

 

 

ابتدا معادلۀ خط مماس بر منحنی در نقطه اي به طول  را نوشته و سپس معادلۀ تلاقی این خط و منحنی را تشکیل داده و حل می کنیم.   19

 

شرط مشتق پذیري تابع  در  آن است که: تابع  در  پیوسته باشد و مشتق هاي راست و چپ تابع  در  باهم برابر باشند.   20

  :پیوستگی 

از حل  به جواب  و  می رسیم. 

 پس

هرگاه دو تابع برهم مماس باشند، معادله ي تلاقی آنها ریشه ي مضاعف دارد.   21

معادله ي تلاقی  

 شرط ریشه ي مضاعف

چون تابع در  مشتق پذیر است لذا تابع  در نقطه  پیوسته خواهد بود. در نتیجه داریم:   22

 

 23

 

می دانیم  است.   24

 

= (a)lim
x→a

f(x) − f(a)

x − a
f ′(4)f ′

f(x) =
1 + x−−√

5 − 2x
→ (x) =f ′

(5 − 2x) − (−2)(1 + )
1

2 x−−√
x−−√

(5 − 2x)2

→ (4) =f ′

(−3) − (−2)(3)
1
4

(−3)2
= = =

− + 6
3
4

9
21
36

7
12

x = 1

1) x = 1 y = 0 → A−→
تابع ∣

∣
∣

1
0

2) = 3 − 2x → = 3 − 2 = 1y′ x2 mمماس

3) y − 0 = 1(x − 1) → y = x − 1

{ − = x − 1 ⇒ − − x + 1 = 0y = −x3 x2

y = x − 1
−→−

تلاقی
x3 x2 x3 x2

⇒ (x − 1) − (x − 1) = 0 ⇒ (x − 1)( − 1) = 0 → {x2 x2
x = 1

x = −1 y = −1 − 1 = −2−→
تابع

fx = afx = afx = a

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

f(x) = (a + bx + 4) = 4a − 2b + 4lim
x→(−2)+

lim
x→(−2)+

x2

f(x) = ( − x) = −8 + 2 = −6lim
x→(−2)−

lim
x→(−2)−

x3

f(−2) = 4a − 2b + 4

⇒ 4a − 2b + 4 = −6 → 4a − 2b = −10

( ) = ( ) → 2ax + b = 3 − 1 → −4a + b = 11f ′ (−2)+ f ′ (−2)− x2

{ 4a − 2b = −10
−4a + b = 11

b = −1a = −3

: f(1) a + b + 4 = −3 − 1 + 4 = 0= ====
ضابطۀ بالا

{ + (mx + 2 − 2x − 3 = 0+ − 2x − 3 = 0x2 y2

y = mx + 2
−→−

تلاقی

x2 )2

⇒ + + 4 + 4mx − 2x − 3 = 0 → :x2 m2x2 (1 + ) + (4m − 2)x + 1 = 0m2 x2

: Δ = 0 ⇒ − 4ac = 0 ⇒ (4m − 2 − 4(1 + )(1) = 0b2 )2 m2

⇒ 16 + 4 − 16m − 4 − 4 = 0 ⇒ 12 − 16m = 0 ⇒ m(12m − 16) = 0 →m2 m2 m2
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

m = 0

m = =
16
12

4
3

x = 1fx = 1

f(x) = f(x) 0 ⇒ f(1) = a = 0lim
x→1+

lim
x→1 −

= =====
ضابطھ ی بالا

f(x) = =(2x + 1)
−

1
2

1

2x + 1
− −−−−−

√

12 4 = = = = تا− آھنگ متوسط از
f(12) − f(4)

12 − 4

−
1
5

1
3

8

−2
15
8
1

1
60

= = مشتق=آھنگ لحظھ ای−

−2

2 2x+1
− −−−−

√

2x + 1
= ===
x=4 −

2
6

9
1

27

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⇒ − − (− ) =
1

60
1

27
11

540

= (x) ⋅ (g(x))(f(g(x)))′ g′ f ′

(fog (2) = 6)′ → (2) ⋅ (g(2)) = 6g′ f ′

11
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 25

هرگاه دو تابع  و  در  بر هم مماس باشند آنگاه   است.   26

27  می دانیم که  است. 

 

 

  :پس

وقتی  اولیه ، یک می باشد و نمو متغیر  است پس  ثانویه  است.  28

  آهنگ متوسط 

  آهنگ لحظه اي در 

بنابراین تفاضل آنها    است.

تابع داده شده  است.   29

    

  

 اختلاف این دو  است. 

تابع در نقطۀ  پیوستگی از راست دارد براي محاسبۀ مشتق راست، براکت را تعیین عدد می کنیم.   30

 

بنابراین

شرط اینکه تابع  در  مشتق پذیر باشد آن است که تابع  در  پیوسته باشد و مشتق هاي راست و چپ تابع  در  با هم برابر باشند.   31

 

توجھ کنید:

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

g(x) = → g(2) = = 5
2x + 1
x − 1

4 + 1
2 − 1

g(x) = → (x) = → (2) = −3
2x + 1
x − 1

g′
2(x − 1) − 1(2x + 1)

(x − 1)2
g′

(2) ⋅ (g(2)) = 6g′ f ′ → −3 (5) = 6f ′ → (5) = −2f ′

= ⇒ = ⇒ 8h = 9h + −
f(2 + h) − f(2)

2 + h − 2
8
9

2 + h + − 2 −
1

2 + h

1
2

h

8
9

9
2 + h

9
2

h = − ⇒ h = ⇒ 1 = ⇒ 4 + 2h = 9 ⇒ h = = 2٫5
9
2

9
2 + h

18 + 9h − 18
2(2 + h)

9
2(2 + h)

5
2

f(x)g(x)x = a{ f(a) = g(a)

(a) = (a)f ′ g′

→ a = 6 , b = −10
f(1) = g(1) → 2 − 5 = a + b + 1 → a + b = −4
(1) = (1) → 2 = 2ax + b → 2a + b = 2f ′ g′

= (a) , (fog (x) = (x) ⋅ (g(x))lim
x→a

f(x) − f(a)

x − a
f ′ )′ g′ f ′

=lim
x→2

f(x) − f(2)
x − 2

4
3
⇒ (2) =f ′ 4

3

(fog (1) = (1) ⋅ (g(1)))′ g′ f ′ →

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

g(1) = 1 + 1 = 2

(x) = 1 + → (1) = 1 + =g′
1

2 x−−√
g′

1
2

3
2

(1) ⋅ (g(1))g′ f ′ = × (2) = × = 2
3
2

f ′ 3
2

4
3

x0٫21x1٫21

= = = = =
f(1٫21) − f(1)

1٫21 − 1

−1٫21
− −−−

√ 1
−−

√

0٫21
1٫1 − 1

0٫21

1
10

21
100

10
21

[1, 1٫21]

= (1) = =f ′ 1
2 x−−√

1
2

x = 1

− =
1
2

10
21

1
42

f(x) = −
1
2
x2 1

x

[1, 4] آھنگ تغییر متوسط در =
f(4) − f(1)

4 − 1
=

(8 − ) − ( − 1)
1
4

1
2

3
=

+
31
4

1
2

3
=

11
4

x = 2 = آھنگ تغییر لحظھ ای در(2) f ′ → (x) = x +f ′ 1
x2

→ (2) = 2 + =f ′ 1
4

9
4

− = = 0٫5
11
4

9
4

2
4

x = 2 
−−

√

x → ⇒ f(x) = − [ ] x → f(x) = − 4x( )2
−−

√
+

x3 4+
x3

: (x) = 3 − 4 → ( ) = 3(2) − 4 = 2f ′ x2 f ′
+ 2

−−
√

fx = afx = afx = a

پیوستگی:

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

f(x) = = 1lim
x→2+

lim
x→2+

1
x − 1

 f(x) = (− + ax + b) = −4 + 2a + blim
x→2−

lim
x→2−

x2

f(2) = 1

12
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 پس  و درنتیجه  است. 

   

 

براي حل این سؤال از مشتق حاصل ضرب استفاده می کنیم.    32

 

 

 33

با توجه به این که خط  بر نمودار تابع  مماس است، لذا معادله ي تلاقی خط و تابع درجه ي دوم، ریشه ي مضاعف دارد.     34

معادله ي تلاقی  

 شرط ریشه ي مضاعف

می دانیم  است پس عبارت خواسته شده  است.   35

   

 36

 

  

 پس  است. 

وقتی  اولیه، یک می شود و نمو متغیر  است، پس  ثانویه  است.   37

 آهنگ متوسط در 

  آهنگ لحظه اي

بنابراین تفاضل آن دو  می شود.

 38

دقت کنید که وقتی  داخل قدر مطلق منفی و  است و وقتی  داخل قدر مطلق مثبت و  است.

 39

   

−4 + 2a + b = 12a + b = 5

( ) = ( )f ′ 2+
f ′ 2−

→ = −2x + a
−1

(x − 1)2
→ −1 = −4 + a → a = 3

6 + b = 5− →−−−
2a+b=5

→ b = −1

((uv = v + u))′ u′ v′

f(x) = x ⋅
3x + 1
x + 2

− −−−−−

√3 → (x) = + xf ′ 3x + 1
x + 2

− −−−−−

√3
1( )

3(x + 2) − 1(3x + 1)
(x + 2)2

3 ( )
3x + 1
x + 2

2
− −−−−−−−−−

⎷
3

→ (−3) = + (−3)f ′ 8
−−

√3

5
1

3 64
−−

√3
= 2 − = =

15
12

9
12

3
4

= = 3 ⇒ = 3y′
(x)g(x) − (x)f(x)f ′ g′

(g(x))2

(1)g(1) − (1)f(1)f ′ g′

(g(1))2

⇒ = 3 ⇒ 3g(1) = −4 ⇒ g(1) = −
−4g(1) − 0

(g(1))2

4
3

y = −1f(x)

2 − x + a = −1 ⇒ :x2 2 − x + (a + 1) = 0x2

: Δ = 0 − 4(2)(a + 1) = 0 ⇒ 1 − 8a − 8 = 0 ⇒ a = −− →−−−−−
−4ac=0b2

(−1)2 7
8

= (x)lim
h→0

f(x + h) − f(x)

h
f ′( )f ′ 1

4

f(x) =
−x − 1

x−−√
→ (x) =f ′

−1( ) − (−x − 1)x−−√
1

2 x−−√

x
→ ( ) =f ′ 1

4

− − (− )
1
2

5
4

1
4

= = = 3
+

−1
2

5
4

1
4

3
4
1
4

آھنگ تغییر متوسط= = = = 5
f(2) − f(0)

2 − 0
12 − 2

2
10
2

آھنگ تغییر لحظھ اي= (x) = + (x + 2)f ′ 4x + 1
− −−−−−

√
4

2 4x + 1
− −−−−−

√
→ ( ) = 2 + = = 4٫75f ′ 3

4
11
4

19
4

5 − 4٫75 = 0٫25

x0٫44x1٫44

= = = = = =
f(1٫44) − f(1)

1٫44 − 1

− 0
1٫44 − 1

1٫44
− −−−

√

0٫44

0٫44
1٫2

0٫44
0٫44

0٫528
440
528

5
6

[1, 1٫44]

= (x) = → (1) = 1f ′

1( ) − (x − 1)x−−√
1

2 x−−√

x
f ′

1 − =
5
6

1
6

x → 0−
[ ] = −10−

x → 0+
[ ] = 00+

}⇒ 1 − 0 = 1x = ⇒ f(x) = (−x)(−1) ⇒ f(x) = x ⇒ ( ) = 10−
f ′ 0−

x = ⇒ f(x) = (x)(0) ⇒ f(x) = 0 ⇒ ( ) = 00+
f ′ 0+

1) x = 4 y = 8−→
تابع

→ A
∣

∣
∣

4
8
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 40

 : شرط پیوستگی

 : تساوي مشتق هاي راست وچپ

پس  می باشد. 

با توجه به این که آهنگ لحظه اي تغییر  در  برابر  است،  در نتیجه  می باشد.   41

 پس

می دانیم:    42
ابتدا حد عبارت داده شده را محاسبه کرده و اطلاعات مورد نظر را بدست می آوریم. 

چون جواب حد، عدد شده است پس این کسر  بوده که پس از رفع ابهام جوابش عدد شده است. 

 : پس

 

 43

شرط مشتق پذیري تابع  در  آن است که تابع  در  پیوسته باشد و مشتق هاي راست و چپ آن در  با هم برابر باشند.

 : شرط پیوستگی

 :تساوي مشتق هاي راست وچپ

از  و  جواب  و  بدست می آید.

 44

می دانیم که    است.

دقت کنید وقتی   داخل قدر مطلق منفی است پس داریم: 

 45

آهنگ لحظه اي تابع    در  برابر  است.

 آهنگ لحظه اي     و      آهنگ متوسط

2) =y′
5 − (5x − 4)x−−√

1
2 x√

x
=−→−

x=4
mمماس

10 − (16)1
4

4
= =

6
4

3
2

3) y − 8 = (x − 4)
3
2

→ y = x + 2
3
2

y = 2−→−
x=0

⇒ 1 + a + b = 0

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

f(x) = (x − ) = 1 − 1 = 0lim
x→1+

lim
x→1+

1
x

f(x) = ( + ax + b) = 1 + a + blim
x→1−

lim
x→1−

x2

f(1) = 1 − 1 = 0

f (1) = f (1) → 1 + = 2x + a → 1 + 1 = 2 + a → a = 0 , b = −1′

+

′

−

1
x2

f(x) = { 1 −
1
x

− 1x2

x ≥ 1
x < 1

f(1 − ) = (1 − − 1 = 1 + 2 − 2 − 1 = 2 − 22
−−

√ 2
−−

√ )2 2
−−

√ 2
−−

√

fx = 2−
3
2

(2) = −f ′ 3
2

: = − ⇒lim
h→0

f(2 + h) − f(2)
h

3
2

lim
h→0

f(2) − f(2 + h)

h

= − = − (2) = −(− ) =lim
h→0

f(2 + h) − f(2)
h

f ′ 3
2

3
2

y = f(u) → = ⋅ (u)y′ u′ f ′

=lim
h→0

f(−2 + h) + 3
h

f(−2) + 3
0

0
0

f(−2) + 3 = 0 → f(−2) = −3

= = (−2) =lim
h→0

f(−2 + h) + 3
h

0
0
− →−−
HOP

lim
h→0

(−2 + h)f ′

1
f ′ 1

2

y = ⋅ f(x) → = 2x ⋅ f(x) + ⋅ (x) → (−2) = (−4)f(−2) + 4 (−2)x2 y′ x2 f ′ y′ f ′

→ (−2) = (−4)(−3) + 4( ) = 12 + 2 = 14y′
1
2

fx = afx = ax = a

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

f(x) = 2 = 2lim
x→1+

lim
x→1+

4x − 3
− −−−−−

√

f(x) = (a + bx) = a + b ⇒ a + b = 2 (I)lim
x→1−

lim
x→1−

x3

f(1) = 2

f (1) = f (1) → 2 × = 3a + b → 4 = 3a + b (II)′

+

′

−

4

2 4x − 3
− −−−−−

√
x2

IIIa = 1b = 1

= f (2)lim
Δx→0−

f(2 + Δx) − f(2)
Δx

′

−

x → 2−

f(x) = −x + 2 + ⇒ (x) = −1 + ⇒ f (2) = −1 + =2x
−−

√ f ′ 1(2)

2 2x
−−

√
′

−

1
2

−1
2

y = f(x)x = a(a)f ′

= =
1

2 x−−√

1
2 a−−√

= = =
f(25) − f(4)

25 − 4
5 − 2

21
1
7
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 46

) 

) 

) 

به ازاي  داخل قدرمطلق منفی است، پس:    47

شرط مشتق پذیر بودن تابع  در  آن است که تابع در  پیوسته باشد و مشتق هاي راست و چپ تابع در  با هم برابر باشند. 

  پیوستگی در 

   

 پس  است.

 48

 

  

 

  

بنابراین تفاضل آن ها برابر  است. 

 49

مشخص است که    می باشد، بنابراین کافی است از تابع، مشتق گرفته و به جاي  آن عدد یک را قرار دهیم.

از آن جا که مساحت دایره برابر  است و آهنگ آنی تغییر  نسبت به شعاع برابر مشتق  نسبت به  است، لذا داریم:   50

 51

 

 52

  آهنگ متوسط

 آهنگ لحظه اي

پس آهنگ متوسط یک واحد از آهنگ آنی بیشتر است.

شرط اینکه دو تابع برهم مماس باشند آن است که معادله ي تلاقی آن ها داراي ریشه ي مضاعف باشد.  53

= ⇒ = ⇒ 4a = 49 ⇒ a = 12٫25
1

2 a−−√

1
7

1
4a

1
49

x = 1 → y = = 2 → A4
−−

√
∣

∣
∣

1
2

1

= → =y′
1(2x + 3)

2 + 3xx2
− −−−−−

√
mمماس

5
4

2

y − 2 = (x − 1) y − 2 = − → y =
5
4

−→−
x=0 5

4
3
4

3

x < 2f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

2x − x2

+ ax + b
1
2
x2

x < 2

x ≥ 2

fx = ax = ax = a

x = 2  :

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

f(x) = ( + ax + b) = 2 + 2a + blim
x→2+

lim
x→2+

1
2
x2

f(x) = (2x − ) = 4 − 4 = 0lim
x→2−

lim
x→2−

x2

f(2) = 2 + 2a + b

→ 2 + 2a + b = 0 → 2a + b = −2

( ) = ( )f ′ 2+
f ′ 2− → x + a = 2 − 2x → 2 + a = 2 − 4 → a = −4, b = 6

a + b = 2

f(x) = +2x + 1
− −−−−−

√
1

x + 1
→

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

f(0) = 1 + 1 = 2

f(4) = 3 + = 3٫2
1
5

[0, 4] آھنگ تغییر متوسط تابع در = =
f(4) − f(0)

4 − 0
3٫2 − 2

4
= = 0٫3

1٫2
4

آھنگ تغییر لحظھ ای= مشتق → (x) = −f ′ 1(2)

2 2x + 1
− −−−−−

√

1
(x + 1)2

→ ( ) = −f ′ 3
2

1

3 + 1
− −−−−

√

1

( + 1
3
2

)2

= − = −
1
2

1
25
4

1
2

4
25

= = = 0٫34
25 − 8

50
17
50

0٫34 − 0٫3 = 0٫04

= (1)lim
h→0

f(1 + h) − f(1)
h

f ′x

f(x) = → (x) = → (1) = =
4x + 5
x + 3

− −−−−−

√ f ′

4(x+3)−1(4x+5)

(x+3)2

2 4x+5
x+3

− −−−−
√

f ′

7
16

2( )
3
2

7
48

S = πr2SSr

S = π → = 2πr 20πr2 dS

dr
= ===
r=10

= = = =
f(9) − f(5)

9 − 5

−81 + 144
− −−−−−−

√ 25 + 144
− −−−−−−

√

9 − 5

−225
−−−

√ 169
−−−

√

4
15 − 13

4
1
2

= = = −5
f(3) − f(2)

3 − 2
4 − 9

1

= (x) = = = −6f ′ −72x
x4

−72
x3

= ====
x= 12√3 −72
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 معادله ي تلاقی  

 54

 آهنگ متوسط

 آهنگ لحظه اي

بنابراین تفاضل آهنگ متوسط و لحظه اي، برابر صفر است.

فاصله ي نقطه ي  تا مبدأ مختصات از رابطه ي  به دست می آید و می دانیم آهنگ لحظه اي همان مشتق است.   55

 56

 آهنگ متوسط

 آهنگ لحظه اي تغییر تابع در 

 پس

 57

  آهنگ متوسط تغییر تابع 

  آهنگ لحظه اي  آهنگ متوسط

 58

    

 

شرط اینکه تابع f در  مشتق پذیر باشد آن است که تابع  در  پیوسته باشد و مشتق هاي راست و چپ آن در  با هم برابر باشند.   59

    

     

{ 2 − 3x + 6 = 5x + a → 2 − 8x + 6 − a = 0 :
y = 2 − 3x + 6x2

y = 5x + a
−→−

تلاقی
x2 x2

شرط ریشھ ی مضاعف : Δ = 0 → − 4ac = 0 → 64 − 8 (6 − a) = 0b2

→ 8 − (6 − a) = 0 → 8 − 6 + a = 0 → a = −2

= = =
f(3) − f(0)

3 − 0
5 − 4

3
1
3

= (x) = ⇒ ( ) = = =f ′ 2x

2 + 16x2
− −−−−−

√
f ′ 2

−−
√

2
−−

√

18
−−

√

2
−−

√

3 2
−−

√

1
3

M+x2 y2
− −−−−−

√

T = = =+x2 y2
− −−−−−

√ + (x2 x + 8
− −−−−

√ )2
− −−−−−−−−−−−−

√ + x + 8x2
− −−−−−−−−

√

→ = =T
′
x

1(2x + 1)

2 + x + 8x2
− −−−−−−−−

√
= ===
x=7 15

2 64
−−

√

15
16

= = = = = −
f(2٫02) − f(2)

2٫02 − 2

− 2
2٫02

2٫02 − 1
0٫02

− 2
2٫02
1٫02

0٫02

−2
102

2
100

50
51

= (2) = = −1f ′ x − 1 − x

(x − 1)2
x = 2

: − − (−1) = − + 1 =
50
51

50
51

1
51

= = = = =
f(5) − f(2)

5 − 2

− 2
5
4

3
5 − 8

12
−3
12

−1
4

f(x) = ⇒ (x) = = (α) =
x

x − 1
f ′ x − 1 − x

(x − 1)2

−1
(x − 1)2

− →−−−−−
x=α در

آھنگ لحظھ ای
f ′ −1

(α − 1)2

⇒ = ⇒ (α − 1 = 4
−1
4

−1
(α − 1)2

)
2=

α − 1 = ±2 ⇒ {α = 2 + 1 = 3
α = −2 + 1 = −1

f(x) =

⎛

⎝
⎜⎜

+ 2xx2
− −−−−−

√3

− xx2

⎞

⎠
⎟⎟

3

=
+ 2xx2

( − xx2 )3
→ (x) =f ′ (2x + 2)( − x − 3( − x (2x − 1)( + 2x)x2 )3 x2 )2 x2

( − xx2 )6
→ (2) =f ′ (6)(8) − 3(4)(3)(8)

64

= =
48 − 288

64
−240

64
=

−15
4

x = afx = ax = a

= −2xپیوستگی

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

f(x) = (− + bx + c) = −2 − 2b + clim
x→(−2)+

lim
x→(−2)+

1
2
x2

f(x) = = = = 3lim
x→(−2)−

lim
x→(−2)−

5 − 2x
− −−−−−

√ 5 + 4
− −−−−

√ 9
−−

√

f(−2) = = = 35 + 4
− −−−−

√ 9
−−

√

⇒ −2 − 2b + c = 3

((−2 ) = ((−2 )f ′ )+ f ′ )− → −x + b =
1(−2)

2 5 − 2x
− −−−−−

√
→ 2 + b = → 12 + 6b = −2

−2
6

→ 6b = −14 → b =
−7
3

+ c = 5− →−−−−
−2b+c=5 14

3
→ c =

1
3
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 60

 آهنگ متوسط

 آهنگ آنی (لحظه اي)

 61

 آهنگ متوسط

 آهنگ لحظه اي  مشتق  

پس تفاضل آنها   می شود. 

 62

 مشتق  آهنگ لحظه اي

 آهنگ متوسط از  تا 

واضح است تفاضل این دو مقدار برابر صفر است. 

روش دوم: در تابع درجه ي دوم  آهنگ متوسط در هر بازه با مشتق تابع در وسط آن بازه برابر است. در تابع درجه ي دوم داده شده آهنگ متوسط در بازه ي

 با آهنگ لحظه اي در وسط این بازه  برابر است و تفاضل آن ها صفر است. 

همانگونه که می دانیم آهنگ آنی تغییر تابع  در نقطه ي  برابر با مشتق تابع در این نقطه است. پس داریم:   63

 آهنگ متوسط

پس آهنگ آنی یک واحد از آهنگ متوسط بیشتر است. 

اگر دو تابع  و  در  بر هم مماس باشند، آن گاه  و  است.   64

    

  

از حل دستگاه  و  به دست می آید.

ها متقاطع هستند پس نقطه ي   چون نمودار تابع  با ضابطه ي  و خط به معادله ي  در نقطه اي به طول یک روي محور   65

در ضابطه ي تابع و خط صدق می کند. 

براي پیدا کردن طول هاي دو نقطه ي تقاطع دیگر منحنی و خط، باید آنها را تلاقی دهیم.

= = = = =
f(2٫56) − f(2٫25)

2٫56 − 2٫25

−2٫56
− −−−

√ 2٫25
− −−−

√
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1
3

⇒ − =
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3
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1
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f(6٫25) − f(4)
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√
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4
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4
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9

1
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h

2 h

2
=
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h
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h

f(x) = a + bx + cx2

[a , a + h](a + )
h

2
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2
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(t) = − ⇒ (4) = = −15f ′ 240
t2

f ′ −240
16

= = = = −16
f(5) − f(3)
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−
240

5
240

3
2

48 − 80
2

f(x)g(x)x = af(a) = g(a)(a) = (a)f ′ g′

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
f(x) =

x+2
x−1

g(x) = a + bxx2

→ f(2) = g(2) → 4 = 4a + 2b (I)

(2) = (2)f ′ g′ → = 2ax + b
1(x − 1) − 1(x + 2)

(x − 1)2
→ −3 = 4a + b (II)

a =
−5
2

b = 7

f(x) = + ax + bx3y + 2x = bx
∣

∣
∣

1
0

→ b = 2 , a = −3
f(x) = + ax + b 0 = 1 + a + bx3 −→

∣

∣
∣

1
0

y + 2x = b 0 + 2 = b−→

∣

∣
∣

1
0

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

17
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 66

 آهنگ متوسط تغییر از  تا  

  

 آهنگ لحظه اي تغییر تابع در 

بنابراین تفاضل آنها می شود  است. 

 67

   

براي مشتق پذیري در یک نقطه، تابع باید در آن نقطه پیوسته باشد و مشتق هاي راست و چپ، در آن نقطه با هم برابر باشند.   68

 

توجه کنید که وقتی  است آن گاه  بوده و  می باشد.   69

 

 براي محاسبۀ  سراغ ضابطۀ بالا و براي محاسبۀ  سراغ ضابطۀ پایین می رویم. 

    

   

      :پس

 70

  

 

   

اگر دو تابع  و  در  بر هم مماس باشند آن گاه  و  است. دو تابع  و  71

 داده شده است. 

    

      

+ ax + b = b − 2x − 3x + 2 = 2 − 2xx3
− →−−−−−−
a=−3 , b=2

x3

→ − x = 0 → x( − 1) = 0 →x3 x2
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x = 0
x = 1
x = −1

= =
Δy

Δx

f(x + Δx) − f(x)

Δx
= =====
Δx=0٫1

x=3 f(3٫1) − f(3)
0٫1

xx + Δx

= = = 27٫91
−(3٫1)3 33

0٫1
29٫791 − 27

0٫1
= (3) = 3 27f ′ x2

= ===
x=3

x = 3

27٫91 − 27 = 0٫91

f(x) = (
2x − x2

3x + 5
)2

− −−−−−−−−

√3 → (x) =f ′

2( )
(2−2x)(3x+5)−3(2x− )x2

(3x+5)2

3
2x−x2

3x+5

− −−−−−−
⎷
3

→ (−2) =f ′
2( )

(6)(−1)−3(−8)
1

3
−8
−1

−−−
√3

= = 6
2(18)

6

⇒ 1 + a + b = −2 ⇒ a + b = −3

f(x) = ( − 5) = 3 − 5 = −2lim
x→1+

lim
x→1+

3
x

f(x) = ( + ax + b) = 1 + a + blim
x→1−

lim
x→1−

x2

f(1) = 3 − 5 = −2

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

→ 2 + a = −3 → a = −5, b = 2
f (1) = − = −3′

+

3
x2

f (1) = 2x + a = 2 + a′

−

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪

4 ≤ x < 81 ≤ < 2
x

4
[ ] = 1
x

4

f(x) =
⎧
⎩⎨

+ 6xx2
− −−−−−

√

− 9xx2

0 ≤ x < 4

4 ≤ x < 8
(2)f ′(5)f ′

(2) =f ′ 1(2x + 6)

2 + 6xx2
− −−−−−

√
=

4 + 6

2 4 + 12
− −−−−−

√
= =

10
8

5
4

(5) = 2x − 9f ′ = 10 − 9 = 1

(2) − (5)f ′ f ′ = − 1 =
5
4

1
4

f(x) = { (x) = {a + bx + c x ≥ kx2

2ax + b x < k
f ′ 2ax + b x ≥ k

2a x < k

}
(1) : a + bk + c = 2ak + bشرط پیوستگی k2

(2) : 2ak + b = 2aشرط مشتق پذیری
⇒ a + bk + c = 2ak2 − →−−−−−

c=a−b

b=2a−2ak

a + (2a − 2ak)k + a − (2a − 2ak) = 2ak2

a + 2ak − 2a + a − 2a + 2ak = 2ak
2

k
2 ⇒ −a + 4ak − 3a = 0k

2 − 4k + 3 = 0− →−−
÷(−a)

k
2 {− →−−−−−−−

مجموع ضرایب صفر k = 1
k = 3(max)

f(x)g(x)x = af(a) = g(a)(a) = (a)f ′ g′f(x) = x x−−√

g(x) = + ax + bx2

f(4) = g(4) → 8 = 16 + 4a + b → 4a + b = −8

(4) = (4)f ′ g′ → + x = 2x + ax−−√
1

2 x−−√
→ 2 + 1 = 8 + a → a = −5 −20 + b = −8− →−−−−

4a+b=−8
→ b = 12

18
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 72

  

   

     

 

در همسایگی راست  ابتدا براکت را تعیین عدد و قدرمطلق را تعیین علامت می کنیم.   73

 74
می دانیم: 

 
 الگوریتم تقسیم را می نویسیم: 

 

 

 

 براي آن که کمترین میزان مجموع ضرایب به دست آید  قابل قبول است. (براي هر مقدار  قابل قبول است.) 

  

در واقع  قدم اول  رو به دست می آوریم.   75

 

 قدم دوم از تابع  مشتق بگیریم.  

 

 

. چون براکت داریم اول  را در براکت قرار می دهیم (البته نباید داخل براکت صحیح شود.)   قدم سوم محاسبۀ 

    

 

 76

 شرط مشتق پذیر بودن تابع  در  آن است که تابع در  پیوسته باشد و مشتق هاي راست و چپ تابع در  با هم برابر باشند.

[5, 6] آھنگ تغییر متوسط در=
f(6) − f(5)

6 − 5
=

−21 − 36 + 24
− −−−−−−−−−−

√ 21 − 25 + 20
− −−−−−−−−−−

√

1
= 3 − 4 = −1

= آھنگ تغییر لحظھ ای= y′
1(−2x + 4)

2 21 − + 4xx2
− −−−−−−−−−−

√
=

−x + 2

21 − + 4xx2
− −−−−−−−−−−

√

→ = −1
−x + 2

21 − + 4xx2
− −−−−−−−−−−

√
→ −x + 2 = − 21 − + 4xx2

− −−−−−−−−−−
√ + 4 − 4x = 21 − + 4x− →−−

2 توان
x2 x2 → 2 − 8x − 17 = 0x2 → Δ = 64 + 136 = 200

→

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

x = = = 2 +
8 + 200

−−−
√

4

8 + 10 2
−−

√

4
5
2

2
−−

√

x = = = 2 −
8 − 200

−−−
√

4

8 − 10 2
−−

√

4
5
2

2
−−

√ غ ق ق (در معادلھ صدق نمی کند)

x = −3

x→ ⇒ { ⇒ f(x) = (−3 + x)(−3)+ [x] = −3 |x| = −x 9x
−−

√3

⇒ (x) = + (−3 + x)⇒ (−3) = + (−3 − 3) = −3 − =−5f ′ 9x
−−

√3
9

3 (9x)2
− −−−−

√3
f ′ −27

− −−−
√3

3

( )−27
− −−−

√3
2

6

3

P(x) = a + bx + c ⇒ (x) = 2ax + bx2 P ′

a + bx + c = (2ax + b)( x + 1) − 2x2 1
2

⇒ a + bx + c = a + 2ax + x + b − 2x2 x2 b

2

⇒ a + bx + c = a + (2a + )x + (b − 2)x2 x2 b

2
⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
b = 2a + ⇒ b = 4a

b

2
c = b − 2

a = 1a

⇒ { b = 4
c = 2

⇒ a + b + c = 1 + 4 + 2 = 7

(fog(x) = (g(x)) × (x))′ f ′ g′g( )
3

8
−−

√

g( ) = = 2
3

8
−−

√

1

− 19
8

− −−−−
√3

⇒ (2) × ( ) =?f ′ g′
3

8
−−

√

g(x)

g(x) = ( − 1x2 )
−

1
3 ⇒ (x) = − ( − 1 × 2x =g′

1
3

x2 )
−

4
3

−2x

3 ( − 1x2 )4
− −−−−−−−

√3

( ) = = = −8g′
3

8
−−

√

−2 ×
3

8√

3 (
1
8
)4

− −−−
√3

−16

2
−−

√
2
−−

√

(2)f ′x = 2

ifx = 2 ⇒ [ + ] = 4x2 1
2

⇒ f(x) = (4x + 1)2 ⇒ (x) = 32xf ′ ⇒ (2) = 64f ′

: −8 × 64 = −128 × 4 ⇒ درنھایت4 2
−−

√ 2
−−

√ برابر

f(x) = { a + 5x + bx2

2ax + 5
x ≤ 2
x > 2

fx = ax = ax = a

19
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     :پیوستگی

    

 پس  است. 

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

f(x) = 4a + 5lim
x→2+

f(x) = 4a + 10 + blim
x→2−

f(2) = 4a + 10 + b

→ 4a + 10 + b = 4a + 5 → b = −5

( ) = ( )f ′ 2+
f ′ 2−

→ 2a = 2ax + 5 → 2a = 4a + 5 → a = −
5
2

a + b = − − 5 = −
5
2

15
2

20
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معین کرمی

تابع  با ضابطه   همواره صعودي است. تغییرات   کدام است؟  1ff(x) = + a + xx3 x2a

0 ≤ a < 2− ≤ a < 23
−−

√|a| < 3
−−

√|a| ≤ 2

نقاط بحرانی تابع با ضابطه ي  سه رأس یک مثلث اند. نوع این مثلث کدام است؟  2

قائم الزاویه و متساوي الساقین فقط قائم الزاویه فقط متساوي الساقین متساوي الاضلاع

f(x) = (x − 2x
2 )2

ماکسیمم مطلق تابع با ضابطه ي  کدام است؟  3f(x) =
1

− 4 + 4 + 5x4 x3 x2

1
6

1
5

1
3

1
2

نقطه ي بحرانی تابع با ضابطه ي  روي بازه ي  چگونه است؟  4

مشتق ناپذیر عادي  ماکسیمم مینیمم

f(x) = ( − 3 + 4)x
3

x
2

1
3(−1, 2)

دو نقطه به طول هاي  و نقاط بحرانی تابع با ضابطه ي  هستند. مقدار مینیمم نسبی این تابع، کدام است؟  53−5f(x) = + a + bxx3 x2

−84−81−57−75

بیشترین مساحت مستطیلی که یک ضلع آن بر قطر نیم دایره به شعاع  واحد و دو رأس دیگر آن روي این نیم دایره باشد، کدام است؟  66

18242736

تابع با ضابطه ي  از نظر اکسترمم نسبی کدام وضع را دارد؟  7

فاقد اکسترمم نسبی است. مینیمم نسبی و ماکسیمم نسبی دارد. یک ماکسیمم نسبی دارد. یک مینیمم نسبی دارد.

f(x) = − 6 + 8xx4 x2

کم ترین فاصلۀ نقطۀ  از نقاط منحنی به معادلۀ  کدام است؟  8(4 , 0)y = 2x + 9
− −−−−−

√

5
−−

√2 2
−−

√34

اگر تابع با ضابطه ي  داراي اکسترمم نسبی باشد، مقادیر  کدام است؟  9

 یا   یا  

f (x) =
− 2xx2

x + a
a

a > 0a < −2a > 2a < 0−2 < a < 00 < a < 2

نقاط بحرانی تابع  با ضابطه ي  در بازه ي  کدام است؟  10ff(x) = −x

4
3 x

2
3(−1, 1)

,
− 2−−√

2
2−−√

2
,

− 2−−√

4
2−−√

4
, 0,

− 2−−√

4
2−−√

4
, 0,

− 2−−√

2
2−−√

2

، در بازه ي  ، کدام است؟ مقادیر مینیمم و ماکسیمم مطلق تابع با ضابطه ي    11

 و  و  و  و 

f(x) = − − 15x
1
3
x3 x2[−4, 3]

−1824−4527−3627−2736

، بیش ترین مقدار را داشته نقطه اي با کدام طول بر روي محور  ها انتخاب شود، به طوري که تفاضل فواصل آن، از دو نقطۀ  و   12

باشد؟

xA
∣

∣
∣
1
5

B
∣

∣
∣
7
−2

891011

1
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نمودار  در کدام فاصله نزولی است؟   13y = (x + 1)(x − 1) 3

x < 1x < −
1
2

x > 1x > −
1
2

مجموعه ي طول هاي نقاط بحرانی تابع با ضابطه ي  کدام است؟  14f(x) = |x − 2| x
2

−−
√3

{ }0, , 24
5

{ }0, , 22
3

{ }0, 1{ }, 22
3

مستطیل  محاط در دایره به قطر  واحد را حول یک ضلع خود دوران می دهیم تا  استوانه هاي قائم ایجاد شود. وقتی حجم این استوانه ها بیشترین  15
مقدار را دارد، ارتفاع آن کدام است؟

6

42 3
−−

√2 6
−−

√3 2
−−

√

، فاصلۀ دو نقطۀ ماکسیمم نسبی و مینیمم نسبی آن، کدام است؟ در تابع با ضابطۀ   16f(x) = x|x| − 2x

2 2
−−

√33 2
−−

√4

بیش ترین مساحت از زمینی را که می توان توسط یک طناب به طول  متر و به شکل مستطیلی که یک طرف آن رودخانه است محصور نمود چند  17
مترمربع است؟

88

958968978988

تعداد نقاط بحرانی تابع  با ضابطه ي  در بازه ي    کدام است؟  18ff(x) = | sinx|(− , )
π

2
5π
2

2345

، بیشترین مقدار و کم ترین مقدار تابع  در بازه ي  قرینه ي یکدیگرند؟ به ازاي کدام مقدار   19kf (x) = − 3 + kx3 x2[1, 3]

1234

کم ترین مقدار تابع  کدام است؟  20y = − − 21
4
x4 x3 x2

−36−32−24−18

طول نقطه ي ماکسیمم نسبی تابع با ضابطه ي  کدام است؟  21

- -

f (x) = + − 4x4 4
3
x3 x2

2101

ماکسیمم تابع  در فاصله ي  چقدر است؟  22y = − |x|[−1, 1]

−10
1
2

1

بیش ترین مساحت از مثلث هاي قائم الزاویه اي که مجموع یک ضلع زاویۀ قائمه و وتر آن برابر  باشد، کدام است؟  236

32 3
−−

√43 2
−−

√

، فاصلۀ دو نقطۀ ماکسیمم نسبی و مینیمم نسبی آن، کدام است؟ در تابع با ضابطۀ   24f(x) = x|x − 4|

5
−−

√2 2
−−

√3 2
−−

√2 5
−−

√

4

y

x

 

شکل مقابل نمودار تابع به معادله ي  است.  کدام است؟  25y = a + b − 16x3 x2a

−1
1
2

−
1
2

−
2
3

2
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به ازاي کدام مقادیر  ، نمودار تابع  صعودي است؟  26xy = 1 − 4x2

x < 0x > 0−2 < x < 2−4 < x < 4

، در ناحیۀ بیشترین مساحت مستطیلی که دو ضلع آن بر روي محورهاي مختصات و رأس چهارم آن، بر روي منحنی به معادلۀ   27
اول واقع شود، کدام است؟

y = 12 − x
− −−−−−

√

8 2
−−

√8 3
−−

√1618

، با کدام ارتفاع، کم ترین مقدار جنس مصرف می شود؟ در ساخت یک قیف به شکل مخروط قائم به حجم   28
π

3
2−−√

2
12

−−
√32

−−
√

کم ترین مقدار تابع با ضابطه ي  کدام است؟  29f(x) = 1 − x − sinxcos2

−1−
1
2

−
1
4

0

مجموعه ي طول هاي نقاط بحرانی تابع با ضابطه ي  کدام است؟  30f(x) = ( − 28) ⋅x2 x−−√3

{ }−2, 2{ }− ,7−−√ 7−−√{ }−2, 0, 2{ }−7, 0, 1

، از نیمساز ناحیۀ اول کدام است؟ فاصلۀنقطۀ ماکسیمم نسبی تابع با ضابطۀ   31f(x) = x + 4x − x
2

− −−−−−
√

12
−−

√22 2
−−

√

می نیمم مطلق تابع با ضابطه ي  روي بازه ي  کدام است؟  32f(x) = − −
x4

4
x3

3
x2[−1, 3]

−
11
3

−
10
3

−
8
3

−
7
3

، کدام است؟ کوتاه ترین فاصلۀ نقطۀ  از نقاط منحنی به معادلۀ   33A(5, 0)y = 2x + 7
− −−−−−

√

44٫553 3
−−

√

اگر تابع  در نقطه ي  داراي اکسترمم نسبی باشد، الزاماً تابع  چگونه است؟      34

در مشتق پذیر در همسایگی، تعریف شده در پیوسته

fcf

(c) = 0f
′

cc

دو برابر عددي از عدد دیگر  واحد بیشتر است. اگر حاصلضرب آن ها مینیمم باشد، مجموع آن دو عدد کدام است؟  356

−
3
2

−
1
2

1
2

3
2

از بین مثلث هاي قائم الزاویه با اندازة وتر  واحد، دو ضلع قائم با کدام نسبت انتخاب شود تا حجم حاصل از دوران این مثلث حول ضلع قائم،  36
بیش ترین باشد؟

10

2
1

3−−√

1
3
2

2−−√

1

، کدام است؟ مقدار ماکسیمم نسبی تابع با ضابطۀ   37f(x) =
+ 2x − 3x2

+ 1x2

−1 + 5
−−

√1 + 5
−−

√−1 + 3
−−

√1 + 3
−−

√

، کدام است؟ کوتاه ترین فاصلۀ سهمی  از نقطۀ   38= 4xy2M(3, 0)

2
−−

√
3
2

2 2
−−

√3

3
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فرض کنید  و  نقاط اکسترمم تابع  باشند چند نقطه روي منحنی  وجود دارد که خطوط مماس بر  39

آن ها موازي پاره خط  است؟

صفر 

ABf(x) = 2 − 3 − 12x + 1x3 x2f

AB

123

حداکثر مساحت جانبی استوانه اي که درون یک کره به شعاع  محاط می شود کدام است؟  404 2
−−

√

32π64π
256π

3
512π

3

قرینۀ نقطۀ  واقع بر سهمی  را نسبت به نیمساز ناحیۀ اول و سوم صفحۀ مختصات تعیین کرده و آن را  می نامیم. اگر طول نقطۀ   41

 بین دو طول متوالی از محل برتقاطع تابع  با خط نیمساز موردنظر باشد ماکزیمم طول پاره خط  کدام است؟

Af(x) = x
2

A
′

AfAA′

2
−−

√
2−−√

2
2−−√

4
2−−√

8

تعداد نقاط اکسترمم نسبی تابع  کدام است؟  42f(x) = | − 4|
x2

− 1x2
x

2

2345

. مقدار مشتق چپ تابع  چند برابر  است؟ فرض کنید  و   43

  

f(x) = (x[x])3g(x) =
1

− 1x2
− −−−−

√
x =

5−−√

2
(−48 )5

−−
√

1248

قرینۀ نقطۀ  واقع بر منحنی  را در دامنۀ  نسبت به نیمساز ناحیۀ دوم و چهارم صفحۀ مختصات تعیین و آن را   44

، کدام است؟ می نامیم. ماکزیمم طول پاره خط 

Af(x) = −x−−−√3[0, 1⌋A′

AA
′

2
3 6−−√

4
3 6−−√

2
3 2−−√

4
3 2−−√

4
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 1

براي اینکه تابع صعودي باشد مشتق باید همواره مثبت باشد و شرط آنکه یک عبارت درجه دوم، مثبت باشد آن است که  و  باشد.

 2
نقاط بحرانی، نقاطی از درون دامنه ي تعریف هستند که در آنها مشتق برابر صفر است یا مشتق وجود ندارد.

 

مثلث متساوي الساقین است و چون  پس مثلث قائم الزاویه نیز می باشد. 

روش اول:   3

کم ترین مقدار عبارت  مساوي صفر است بنابراین کم ترین مقدار مخرج کسر مساوي  است پس ماکسیمم مطلق تابع  است. (صورت کسر یک عدد مثبت است پس بیش ترین

مقدار کسر وقتی بدست می آید که مخرج کسر، کم ترین مقدار را داشته باشد) 
روش دوم:  

  

 

حال مقادیر تابع را به ازاي  و طول هاي نقاط بحرانی حساب می کنیم. 

  و   مطلق    

اگر بیش ترین یا کم ترین مقدار تابع به ازاي  به دست می آمدند تابع  یا  مطلق نداشت.
نقاط بحرانی نقاطی از درون دامنه ي تعریف هستند که در آن نقاط، مشتق برابر صفر است یا مشتق وجود ندارد.   4

 

کافی است مشتق را در اطراف  (ریشه ي ساده ي مشتق) تعیین علامت کنیم. 

 طول نقطه ي  است 

براي تجزیه ي عبارت درجه ي سوم  توجه کنید که چون  عبارت را صفر می کند پس این عبارت بر  بخش پذیر است. با تقسیم عبارت درجه ي سوم بر 
چند جمله اي تجزیه می شود. 

دو نقطه به طول هاي  و  نقاط بحرانی تابع با ضابطه ي  هستند. پس به ازاي این دو طول، مشتق تابع برابر صفر می شود. داریم:   5

a > 0Δ < 0

= 3 + 2ax + 1 > 0 → {y′ x2
a > 0 → 3 > 0
Δ < 0 → 4 − 12 < 0 → < 3 → − < a < → |a| <a2 a2 3

−−
√ 3

−−
√ 3

−−
√

y = ⇒ = 2x + 2(x − 2) ⋅ = (x − 2 + x) = 0x2(x − 2)
2

y′ (x − 2)
2

x2 2x(x − 2)
  

فاکتور

⇒ 2x(x − 2)(2x − 2) = 0

⇒ AB = = 2 , AC = = , BC = =

x = 0 y = 0 → A−→
تابع ∣

∣
∣

0
0

x = 2 y = 0 → B−→
تابع ∣

∣
∣

2
0

x = 1 y = 1 → C−→
تابع ∣

∣
∣

1
1

4 + 0
− −−−−

√ 1 + 1
− −−−−

√ 2
−−

√ 1 + 1
− −−−−

√ 2
−−

√

= +22
( )2

−−
√

2
( )2

−−
√

2

y = = =
1

− 4 + 4 + 5x4 x3 x2

1
( − 4x + 4) + 5x2 x2

1
(x − 2 + 5x2 )2

(x − 2x2 )25
1
5

= R = (−∞, +∞)Df

= = = = 0 ⇒y′
−(4 − 12 + 8x)x3 x2

( − 4 + 4 + 5)x4 x3 x2 2

−4x( − 3x + 2)x2

( − 4 + 4 + 5)x4 x3 x2 2

−4x(x − 1)(x − 2)

( − 4 + 4 + 5)x4 x3 x2 2

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x = 0
x = 1
x = 2

±∞

f(1) = , f(2) = , f(±∞) = = = 0
1
6

1
5

1
x4

1
+∞

minf(0) =
1
5

±∞maxmin

f(x) = = → (x) =( − 3 + 4)x3 x2
1
3 − 3 + 4x3 x2

− −−−−−−−−−
√3 f ′ 3 − 6xx2

3 ( − 2 + 4)x3 x2 2− −−−−−−−−−−−−
√3

→

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

= 0 → 3x(x − 2) = 0 → صورت}
x = 0 ق ق
x = 2 (در بازه قرار ندارد) غ ق ق

= 0 → − 3 + 4 = 0 → (x + 1) = مخرج0 x3 x2 (x − 2)
2

→ { x = −1 (در بازه قرار ندارد) غ ق ق
x = 2 (در بازه قرار ندارد) غ ق ق

x = 0

x = 0Max→

x

y′

y

−1

↗

+

0
0

Max

−

2

↘

− 3 + 4x3 x2x = 2x − 2x − 2

3−5f(x) = + a + bxx3 x2

(x) = 3 + 2ax + b ⇒ { ⇒ a = 3, b = −45f ′ x2 (3) = 0 ⇒ 27 + 6a + b = 0f ′

(−5) = 0 ⇒ 75 − 10a + b = 0f ′

5
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، براي تعیین عرض مینیمم نسبی این تابع، ابتدا طول مینیمم نسبی را از روي ریشه هاي ساده ي  مشخص می کنیم و با جاي گذاري طول مینیمم نسبی در تابع، عرض حال با معلوم شدن ضابطه ي 

آن را محاسبه می نماییم. اما با توجه به صورت تست،  ,  همان طول نقاط اکسترمم نسبی تابع می باشند. 

روش اول:   6

y

x

6

x

 

  

 

  

  

روش دوم: 

y6

x
α

  

    

 این عبارت وقتی  است که  باشد، پس  است. 

 7

براي حل این معادله درجه سوم دقت کنید که چون مجموع ضرایب آن صفر است یک ریشه معادله  می باشد و معادله بر  بخش پذیر است.

 
با استفاده از آزمون مشتق اول، داریم: 

 تابع یک  نسبی دارد.

، برابر با   است، از طرفی نقطه ي  روي منحنی تابع  است، بنابراین فاصله ي نقطه ي  از نقطه ي   8
داریم: 

یک متغیره :  
در نتیجه داریم: 

ff ′

x = −5x = 3

f(x) = + 3 − 45x ⇒ (x) = 3 + 6x − 45 = 0 ⇒ + 2x − 15 = 0x3 x2 f ′ x2 x2

⇒ (x + 5)(x − 3) = 0 ⇒ { x = −5
x = 3

x

f ′

f

−∞

+

↗

−5
0

Max

−

↘

3
0

Min

+

↗

+∞

= f(3) = 27 + 27 − 135 = −81y
Min

⇒ S = 2xy : دومتغیره

+ = 36x2 y2 → = 36 −y2 x2 → y = 36 − x2
− −−−−−

√

: S(x) = 2x ⋅ پس: 36 − x2
− −−−−−

√ یک  متغیره 2 + (2x) = 0− →−−−
=0S ′

36 − x2
− −−−−−

√
1(−2x)

2 36 − x2
− −−−−−

√

→ 2 =36 − x2
− −−−−−

√
2x2

36 − x2
− −−−−−

√
→ 36 − =x2 x2 → 2 = 36x2

→ = 18x2 → x = 3 , y = 32
−−

√ 2
−−

√ → = 2(3 )(3 ) = 36SMax 2
−−

√ 2
−−

√

sinα =
y

6
→ y = 6 sinα , cosα =

x

6
→ x = 6 cosα

S = 2xy = 2(6 cosα)(6 sinα) = 72 sinα cosα = 72( sin 2α)
1
2

= 36 sin 2α

Maxsin 2α = 1= 36SMax

f(x) = − 6 + 8x ⇒ (x) = 4 − 12x + 8 = 0 → − 3x + 2 = 0x4 x2 f ′ x3 x3

x = 1x − 1

(x − 1)( + x − 2) = 0 ⇒ (x − 1)(x + 2)(x − 1) = 0 → (x − 1 (x + 2) = 0 → x = 1 , x = −2x2 )2

Min→

x

y′

y

−∞

−

↘

−2
0

Min

+

↗

1
0 +

↗

+∞

A(x, y)B(4, 0)d = (x − 4 +)2 y2
− −−−−−−−−−−

√Ay = 2x + 9
− −−−−−

√

d = = =(x − 4 +)2 y2
− −−−−−−−−−−

√ (x − 4 + (2x + 9))2
− −−−−−−−−−−−−−−−

√ − 6x + 25x2
− −−−−−−−−−−

√

= 0 → x = 3− →−−−
مشتق0= 1(2x − 6)

2 − 6x + 25x2
− −−−−−−−−−−

√

6
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 9

معادله  باید داراي ریشه ساده باشد پس   باید مثبت باشد. 

 10
نقاط بحرانی، نقاطی از دامنه ي تعریف هستند که در آنها مشتق صفر است یا وجود ندارد.

 صورت

 مخرج

پس  و  طول نقاط بحرانی تابع هستند.

 11

   

اکنون باید مقدار تابع را به ازاي طول نقطه ي بحرانی و ابتدا و انتهاي بازه، بدست آوریم. 

 

فاصلۀ دو نقطۀ  و  برابر  می باشد.   12

 نقطۀ  را در نظر می گیریم؛ داریم: 

می خواهیم  ماکسیمم شود، بنابراین: 

 

 13
از تابع، مشتق گرفته و کوچکتر از صفر قرار می دهیم.

نقاط بحرانی، نقاطی از درون دامنه ي تعریف هستند که در آنها مشتق صفر است یا وجود ندارد. دامنه ي تعریف این تابع، مجموعه ي اعداد حقیقی  14

 است. 
ابتدا قدرمطلق را با تعیین علامت، از بین می بریم: 

، مشتق وجود ندارد  در 

به ازاي  نیز همین دو نقطه ي بحرانی بدست می آید. دقت کنید  ریشه ي ساده داخل قدرمطلق می باشد، بنابراین تابع در  مشتق ناپذیر است پس بحرانی می باشد. (نقطه ي

= = = 4d
min

9 − 18 + 25
− −−−−−−−−−

√ 16
−−

√

f (x) = → (x) = = 0
− 2xx2

x + a
f ′ (2x − 2)(x + a) − ( − 2x)x2

(x + a)2

⇒ 2 + 2ax − 2x − 2a − + 2x = 0 ⇒ + 2ax − 2a = 0x2 x2 x2

(x) = 0f ′Δ

Δ > 0 → − 4ac > 0 → 4 + 8a > 0 ⇒ + 2a > 0 ⇒ a (a + 2) > 0 ⇒b2 a2 a2
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

a < −2
یا
a > 0

f(x) = − ⇒ (x) = − = (2 − ) = (2 − ) = ( )x

4
3 x

2
3 f ′

4

3
x

1
3

2

3
x

−
1
3

2

3
x

1
3 x

−
1
3

2

3
x−−√3

1

x−−√3

2

3

2 − 1x2−−
√3

x−−√3

= 0 ⇒ 2 − 1 = 0 ⇒ = = ⇒ x = ± ∈ (−1, 1)x2
−−

√3 x2
−−

√3 1
2

−→−
توان3

x2 1
8

2
−−

√

4
= 0 ⇒ = 0 ⇒ x = 0 ∈ (−1, 1)x−−√

3

±
2
−−

√

4
0

f(x) = − − 15x → f (x) = − 2x − 15 = (x − 5)(x + 3) = 0
1
3
x3 x2 ′

x2

 → { x = 5 → غ ق ق (در بازه قرار ندارد)
x = −3

f(−4) = − − 16 + 60 = ∼ 22٫6
64
3

68
3

f(3) = 9 − 9 − 45 = −45 → Min مطلق 

f(−3) = −9 − 9 + 45 = 27 → Max مطلق 

A
∣

∣
∣
x1

y1
B

∣

∣
∣
x2

y2
d = ( − + ( −x1 x2)2 y1 y2)2− −−−−−−−−−−−−−−−−−

√

M(x, y)d = AM − BM = −+ 25(x − 1)
2− −−−−−−−−−−

√ + 4(x − 7)
2− −−−−−−−−−

√

d

= − = 0 ⇒ =d ′
2(x − 1)

2 + 25(x − 1) 2
− −−−−−−−−−−−

√

2(x − 7)

2 + 4(x − 7) 2
− −−−−−−−−−−

√

x − 1

+ 25(x − 1) 2
− −−−−−−−−−−−

√

x − 7

+ 4(x − 7) 2
− −−−−−−−−−−

√

=− →−−
2 توان (x − 1)

2

+ 25(x − 1)
2

(x − 7)
2

+ 4(x − 7)
2

⇒ + 4 = + 25 → 4(x − 1 = 25(x − 7(x − 1)
2
(x − 7)

2
(x − 1)

2
(x − 7)

2
(x − 1)

2
(x − 7)

2
)2 )2

⇒ 2 |x − 1| = 5 |x − 7| 2x − 2 = 5x − 35 ⇒ x = 11−→−
x>7

= 3 (x + 1) + = (x − 1 (3(x + 1) + x − 1) = (4x + 2) < 0y′ (x − 1)
2

(x − 1)
3

)2 (x − 1)2

  
+

→ 4x + 2 < 0 → 4x < −2 → x < −
1
2

= (−∞, +∞)Df

x ≥ 2 → f(x) = (x − 2) = − 2 → (x) = − = 0 5 − 4 = 0x

2
3 x

5
3 x

2
3 f ′ 5

3
x

2
3

4
3
x

−1
3 −→−

×3
x

2
3 x

−1
3

x = 0→ 5 − = 0 → = 0 → x = ,x2
−−

√3 4

x−−√
3

5x − 4

x−−√
3

4
5

x < 2x = 2x = 2

7
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زاویه دار) 

مطابق شکل، مستطیل محاط در دایره را حول ضلع به طول  دوران می دهیم تا استوانه اي با ارتفاع  و شعاع قاعده ي  حاصل شود. بنابراین می خواهیم  15

 ماکسیمم شود. از آنجا که  در نتیجه داریم: 

a
b

6

 

   

روش اول:   16

   

   

 

  

روش دوم: 
می توانیم نمودار تابع داده شده را رسم کنیم. 

   

   

y

2
1

1
x

_
_2_

1
1

y1= x 2_ 2x

y2= x 2_ 2x_

   

 17
  

 . باتوجه به شکل و فرض مسئله،  است، پس 
تابع مساحت مستطیل برابر است با:    

  

x x
y

  

، از آن مشتق گرفته و برابر صفر قرار می دهیم:      براي به دست آوردن بیش ترین مقدار تابع 

راه اول: با رسم شکل، مشاهده می شود نقاط  نقاط بحرانی می باشند.   18

در نقاط  مشتق ناپذیر بوده و مشتق تابع در نقاط  برابر صفر می باشد. 

=

x

y xsin
π

y

5
2-

2
π

=

x

y xsin

π

y

5
2- 2

π2a a a a a1 3 4 5

براي محاسبه ي اکسترمم هاي مطلق در توابع پیوسته باید عرض هاي نقاط بحرانی را محاسبه نموده و با مقادیر تابع در ابتدا و انتهاي بازه مقایسه نمود.  19

bba

V = π ba2+ = 36a2 b2

= 36 − ⇒ V = π b = π(36 − )b = π(36b − )a2 b2 a2 b2 b3

⇒ (b) = π(36 − 3 ) = 0 ⇒ = 12 ⇒ b = 2V ′ b2 b2 3
−−

√

x ≥ 0 → f(x) = − 2xx2 → (x) = 2x − 2 = 0f ′ → x = 1

x < 0 → f(x) = − − 2xx2 → (x) = −2x − 2 = 0f ′ → x = −1

→

x

y′

y

−∞

+

↗

−1
0
1

Max

−

↘

1
0

−1
Min

+

↗

+∞

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

A
∣

∣
∣
−1
1

B
∣

∣
∣

1
−1

AB = (−1 − 1 + (1 + 1)2 )2
− −−−−−−−−−−−−−−−−

√ = = = 24 + 4
− −−−−

√ 8
−−

√ 2
−−

√

x ≥ 0 → y = − 2xx2 → S , x = 0, 2 :
∣

∣
∣

1
−1

xھا محل برخورد تابع با محور

x < 0 → y = − − 2xx2 → S , x = 0, −2 :
∣

∣
∣
−1
1

xھا محل برخورد تابع با محور

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

A
∣

∣
∣
−1
1

B
∣

∣
∣

1
−1

AB = (−1 − 1 + (1 + 1)2 )2
− −−−−−−−−−−−−−−−−

√ = = = 24 + 4
− −−−−

√ 8
−−

√ 2
−−

√

2x + y = 88y = 88 − 2x

S(x, y) = xy ⇒ S(x) = x(88 − 2x) = 88x − 2x2

S

(x) = 88 − 4x = 0 ⇒ x = 22 ⇒ = S(22) = 22(88 − 44) = 22 × 44 = 968S ′ Smax

, , , ,a5 a4 a3 a2 a1

, ,a5 a3 a1,a4 a2

8
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نقاط بحرانی تابع  را در بازه ي  می یابیم. لذا داریم: 

چون بازه اي داده نشده است دامنه ي تعریف این تابع را به عنوان بازه در نظر می گیریم    20

حال مقادیر تابع را به ازاي طول هاي نقاط بحرانی و ابتدا و انتهاي بازه بدست می آوریم. 

 

کمترین مقدار تابع برابر  می باشد.

 21

پس، طول نقطه ي  نسبی تابع برابر صفر است.

بهترین روش براي حل این مسأله رسم نمودار است.   22
y

-1 1 x

-1

است. فرض مسئله به صورت  است.  b
a

c

شکل مسئله به صورت  23

 

 :پس

یک متغیره : 

 :پس

روش اول:   24

 ریشۀ سادة داخل قدرمطلق است (نقطۀ گوشه) بنابراین در  مشتق وجود ندارد (بحرانی). 

  

 اگر مشتق را مساوي صفر قرار دهیم  به دست می آید.

f(x)[1, 3]

(x) = 3 − 6x = 0 ⇒ {f
′

x2 x = 0 (در بازه قرار ندارد) غ ق ق
x = 2

⇒ f(2) + f(3) = k + k − 4 = 2k − 4 = 0 ⇒ k = 2
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

f (2) = k − 4 → Min

f (1) = k − 2
f (3) = k → Max

= (−∞, +∞)Df

y = − − 2 ⇒ = − 3 − 4x = x( − 3x − 4) = x(x − 4)(x + 1) = 0
1

4
x4 x3 x2 y′ x3 x2 x2

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x = 0
x = 4
x = −1

f(±∞) = = +∞ , f(0) = 0 , f(4) = −32 , f(−1) = −
1
4

(±∞)4 3
4

−32

(x) = 4 + 4 − 8x = 0 ⇒ 4x( + x − 2) = 0 ⇒ 4x(x − 1)(x + 2) = 0 ⇒f ′ x3 x2 x2
⎧

⎩
⎨

x = 0
x = 1
x = −2

x

(x)f ′

f(x)

−∞

−

↘

−2
0

Min

+

↗

0
0

Max

−

↘

1
0

Min

+

↗

+∞

Max

⇒ = 0y
Max

a + b = 6

= + → − = → (a + b)(a − b) = → 6(a − b) = → a − b =a2 b2 c2 a2 b2 c2 c2 c2 c2

6

→ → 2b = 6 − → b = 3 −

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

a + b = 6

a − b =
c2

6

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

a + b = 6

−a + b = −
c2

6

c2

6
c2

12

S = bc = (3 − )(c) = (3c − )
1
2

1
2

c2

12
1
2

1
12

c3

(3 − ) = 0 → = 3 → = 12 → c = = 2− →−−−
0= مشتق 1

2
1
4
c2 1

4
c2 c2 12

−−
√ 3

−−
√

b = 3 − 1 = 2− →−−−−

b=3−
c2

12

= bc = (2)(2 ) = 2S
Max

1
2

1
2

3
−−

√ 3
−−

√

x = 4x = 4

f(x) = {
x(x − 4)

−x(x − 4)

x ≥ 4
x < 4

→ f(x) = { − 4xx2

− + 4xx2
x ≥ 4
x < 4

→ (x) = {f ′ 2x − 4
−2x + 4

x > 4
x < 4

x = 2

9
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روش دوم: 
می توانیم نمودار تابع داده شده را رسم کنیم. 

   

   

4

0
4

y

x

4

0 4

y

x
2

y = x2 _ x

4y = x2 + x__4

4

B

A

  

25  طول نقطه ي  است، بنابراین مشتق به ازاي  برابر صفر است. 

نقطه ي  روي تابع قرار دارد پس در تابع صدق می کند. 

 26

براي بررسی صعودي یا نزولی بودن تابع مشتق اول را بررسی می کنیم ضمناً براي آنکه تابع، صعودي باشد باید  باشد. 

 27
y

x
12x

y

y = 12_ x

 

x

y′

y

−∞

+

↗

2
0
4

Max

−

↘

4
وجود ندارد

0
Min

+

↗

+∞

  

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

A
∣

∣
∣

2
4

 B  
∣

∣
∣

4
0

→ AB = (2 − 4 + (4 − 0)2 )2
− −−−−−−−−−−−−−−−

√ = = = 24 + 16
− −−−−−

√ 20
−−

√ 5
−−

√

x ≥ 4 → y = − 4xx2 → S x = 0, 4 :
∣

∣
∣

2
−4

و xھا محل برخورد تابع با محور

x < 4 → y = − + 4xx2 → S x = 0, 4 :
∣

∣
∣

2
4

و xھا محل برخورد تابع با محور

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

A
∣

∣
∣

2
4

B
∣

∣
∣

4
0

→ AB = 4 + 16
− −−−−−

√ = = 220
−−

√ 5
−−

√

x = 4Maxx = 4

y = a + b − 16 → = 3a + 2bx 0 = 48a + 8b → 6a + b = 0x3 x2 y′ x2 − →−−−
(4)=0y ′

∣

∣
∣

4
0

0 = 64a + 16b − 16 → 0 = 4a + b − 1 → 4a + b = 1− →−−−−
صدق در تابع

{ → a = − , b = 36a + b = 0
4a + b = 1

1
2

> 0y′

= −8x → → x < 0y′ x

y′

−∞

+

0
0 −

+∞

S = x ⋅ y = x ⋅ 12 − x
− −−−−−

√ + x = 0− →−−
=0S ′

12 − x
− −−−−−

√
−1

2 12 − x
− −−−−−

√
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 28

r

h

  ارتفاع  مساحت قاعده  حجم استوانه

یک متغیره:  :مساحت جانبی

روش اول:   29

حال کافی است از تابع مشتق گرفته و طول نقطه ي بحرانی را بدست آورده و سپس مقدار تابع را به ازاي این طول و دو سر بازه بدست آوریم. 
 

روش دوم:

این عبارت وقتی کمترین مقدار را به خود می گیرد که عبارت  که مربع کامل است کمترین مقدار یعنی صفر شود پس: 

 30
نقاط بحرانی، نقاطی از درون دامنه ي تعریف هستند که در آنها مشتق صفر است یا وجود ندارد. 

دامنه ي تعریف تابع، مجموعه ي اعداد حقیقی است، یعنی  است.

 صورت

 مخرج

پس طول هاي نقاط بحرانی این تابع  و  و  می باشند. 

توجه کنید دامنۀ تعریف تابع  است.   31

     

→ =12 − x
− −−−−−

√
x

2 12 − x
− −−−−−

√
→ 2(12 − x) = x → 24 − 2x = x

→ 3x = 24 → x = 8 → = 8 = 8 × 2 = 16SMax 12 − 8
− −−−−−

√

→ = π h → h = 1 → =
π

3
1
3

r2 r2 r2 1
h

×= ×
1
3

S = πrℓ = πr = π → S = π+r2 h2
− −−−−−

√ 1
h

−−

√ +
1
h

h2
− −−−−−

√ h +
1
h2

− −−−−−

√

π × = 0 → 1 = → = 2 → h =− →−−−
مشتق0= 1 −

2h
h4

2 h +
1
h2

− −−−−−

√

2
h3

h3 2
−−

√3

y = 1 − x − sin x → y = x − sin x y = − A , A ∈ [−1, 1]cos2 sin2 − →−−−
sin x=A

A2

= 2A − 1 = 0 → A = →y′ 1
2

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

y(−1) = 1 + 1 = 2
y(1) = 1 − 1 = 0

y( ) = − = − →
1
2

1
4

1
2

1
4

مطلق Min

y = 1 − x − sin x = x − sin x = (sin x − −cos2 sin2 1
2

)2 1
4

(sin x −
1
2

)2

= 0 − = −yمطلقMin

1
4

1
4

= (−∞, +∞)Df

f(x) = ( − 28) ⇒ (x) = 2x ⋅ + ( − 28)x2 x−−√
3 f ′ x−−√

3 1

3 x2−−√3
x2

= = =
6x + − 28x3−−√3 x2

3 x2−−√3
6 + − 28x2 x2

3 x2−−√3
7 − 28x2

3 x2−−√3

= 0 ⇒ 7 − 28 = 0 ⇒ = 4 ⇒ x = ±2x2 x2

= 0 ⇒ = 0 ⇒ x = 0x2

2−20

[0, 4]

f(x) = x + 4x − x2
− −−−−−

√ → (x) = 1 +f ′ 1(4 − 2x)

2 4x − x2
− −−−−−

√
→ = 1

2x − 4

2 4x − x2
− −−−−−

√
→ = 1

x − 2

4x − x2
− −−−−−

√
→ = x − 24x − x2

− −−−−−
√ → 4x − = + 4 − 4xx2 x2

11
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x

y

y

0 2_ 2 2+ 2 4
_ 0 + 0 _

2+ 22
Max

  

  

توجه کنید فاصلۀ نقطۀ  از خط به معادلۀ  از رابطۀ بدست می آید.

 32

 

حال، مقادیر تابع را به ازاي ابتدا و انتهاي بازه و طول نقاط بحرانی حساب می کنیم.

پس کمترین مقدار تابع برابر  می باشد.

نقطۀ  را روي منحنی در نظر می گیریم.   33

      

 

اگر تابع  در نقطه ي  داراي اکسترمم نسبی باشد، الزاماً  در یک همسایگی، تعریف می شود اگر  طول  نسبی تابع باشد  از مقادیر تابع در یک  34

همسایگی  بزرگ تر بوده یا مساوي با آن هاست و اگر  طول  نسبی تابع باشد،  از مقادیر تابع در یک همسایگی  کوچک تر بوده یا مساوي با آن هاست.

 35

 یک متغیره :  :پس

اگر مثلث قائم الزاویه حول یکی از اضلاع قائمه اش دوران کند شکل حاصل، مخروط است.   36

x

y

10

   

   

   

→ 2 − 8x + 4 = 0x2 → − 4x + 2 = 0x2 → Δ = 16 − 8 = 8 → →

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

x= = =2+
4+ 8

−−
√

2

4+2 2
−−

√

2
2
−−

√

x= = =2−
4− 8

−−
√

2

4−2 2
−−

√

2
2
−−

√

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

A

∣

∣

∣
∣

2+ 2
−−

√

2+2 2
−−

√
y=x→x−y=0 → AH =

|2 + − 2 − 2 |2
−−

√ 2
−−

√

1 + 1
− −−−−

√
= = 1

2
−−

√

2
−−

√

A
∣
∣
∣α
β

ax + by + c = 0AH =
|aα + bβ + c|

+a2 b2− −−−−−
√

f(x) = − −
x4

4
x3

3
x2

(x) = − − 2x = 0 ⇒ x( − x − 2) = 0 ⇒ x(x − 2)(x + 1) ⇒f ′ x3 x2 x2
⎧

⎩
⎨

x = 0
x = −1
x = 2

f(0) = 0 , f(−1) = , f(2) = − , f(3) =
−5
12

8
3

9
4

−
8
3

B
∣

∣

∣
∣

x

2x + 7
− −−−−−

√

A ,
∣

∣
∣

5
0

∣

∣

∣
∣

x

2x + 7
− −−−−−

√
→ AB = (5 − x + (0 −)2 2x + 7

− −−−−−
√ )2

− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
√ = 25 + − 10x + 2x + 7x2

− −−−−−−−−−−−−−−−−−−
√ = − 8x + 32x2

− −−−−−−−−−−
√ = 0− →−−−

مشتق0= 2x − 8

2 − 8x + 32x2
− −−−−−−−−−−

√

→ x = 4 → Minفاصلھ = = 416 − 32 + 32
− −−−−−−−−−−

√

fcfcMaxf(c)

ccMinf(c)c

2x = y + 6 → y = 2x − 6

4x − 6 = 0 → x =− →−−−
مشتق0= 3

2
xy = x(2x − 6) = 2 − 6xx2

y = 3 − 6 = −3 → x + y = − 3 = −− →−−−
y=2x−6 3

2
3
2

V = ( )( مخروط(
1
3

مساحت قاعده ارتفاع = π x :
1
3

y2 دو متغیره

: + = از طرفی100 x2 y2 → = 100 −y2 x2

: V = πx(100 − پس( مخروط
1
3

x2 = x − π :
100π

3
1
3

x3 یک متغیره

12
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 37

   

   

    

براي پیدا کردن عرض ماکسیمم، کافی است  را در تابع قرار دهیم. 

    

   

  

نقطۀ  را روي منحنی  در نظر می گیریم.   38

   

  

 39

  

  

 نقاط مدّنظر باید داراي مشتق  باشند تا شیب خط مماس بر آن ها موازي پاره خط  باشد.  

  

 یعنی  نقطه یافت می شود.  

 40

مساحت جانبی استوانه: 

 

r

h
2 4 2

− π = 0− →−−−
مشتق0= 100π

3
x2 → π =x2 100π

3
→ =x2 100

3
→ x =

10

3
−−

√
= 100 − =− →−−−−−−

=100−y2 x2
y2 100

3
200

3
→ y = =

200
− −−

√

3
−−

√

10 2
−−

√

3
−−

√

: بنابراین=
x

y

10

3
−−

√

10 2
−−

√

3
−−

√

= 2
−−

√

f(x) =
+ 2x − 3x2

+ 1x2
→ (x) =f ′ (2x + 2)( + 1) − 2x( + 2x − 3)x2 x2

( + 1x2 )2
→ (x) =f ′ 2 + 2x + 2 + 2 − 2 − 4 + 6xx3 x2 x3 x2

( + 1x2 )2

= = 0
−2 + 8x + 2x2

( + 1x2 )2
→ −2 + 8x + 2 = 0x2

→ − 4x − 1 = 0x2 → Δ = − 4acb2 = 16 + 4 = 20 →

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

= = = 2 +x1

4+ 20
−−

√

2

4+2 5
−−

√

2
5
−−

√

= = = 2 −x2

4− 20
−−

√

2

4−2 5
−−

√

2
5
−−

√

→

x

y′

y

−∞ 2 − 2 + + ∞5
−−

√ 5
−−

√

− 0 + 0 −

↘ ↗ ↘

2 + 5
−−

√

f(2 + )5
−−

√ =
(2 + + 2(2 + ) − 35

−−
√ )2 5

−−
√

(2 + + 15
−−

√ )2
=

4 + 5 + 4 + 4 + 2 − 35
−−

√ 5
−−

√

4 + 5 + 4 + 15
−−

√

= =
6 + 105

−−
√

4 + 105
−−

√

2(3 + 5)5
−−

√

2(2 + 5)5
−−

√
= ×

3 + 55
−−

√

2 + 55
−−

√

2 − 55
−−

√

2 − 55
−−

√

= =
30 − 15 + 10 − 255

−−
√ 5

−−
√

20 − 25

5 − 5 5
−−

√

−5
=

−5(−1 + )5
−−

√

−5
= −1 + 5

−−
√

A
∣

∣
∣
α

2 α−−√
= 4xy2

AM = (α − 3 + (2 − 0)2 α−−√ )2− −−−−−−−−−−−−−−−−−−
√ = + 9 − 6α + 4αα2

− −−−−−−−−−−−−−
√ = :− 2α + 9α2

− −−−−−−−−−
√ یک متغیره

= 0− →−−−
مشتق0= 1(2α − 2)

2 − 2α + 9α2
− −−−−−−−−−

√
→ α = 1 → A = = = 2A′ 1 − 2 + 9

− −−−−−−−
√ 8

−−
√ 2

−−
√

(x) = 6 − 6x − 12f ′ x2 − x − 2 = 0− →−−−
(x)=0f ′

÷6
x2 ⇒ {

= −1x1

= 2x2

⇒ {
A(−1, 8)

B(2, −19)
⇒ = = −9m

AB

8 − (−19)

−1 − 2
⇒ شیب خطی کھ از نقاط اکسترمم تابع عبور می کند.

−9AB

6 − 6x − 12 = −9x2 ⇒ 6 − 6x − 3 = 0x2 2− →−−
Δ>0

جواب دارد.

2

= 2πr × h( )Sجانبی
r > 0
h > 0

13
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از طرفی داریم: 

  

 پس:  

 

 

 

 

 روش دوم: از معادلۀ  می توان  و  را حدس زد. 

 

 41

نقطۀ  روي سهمی پس مختصات آن به صورت  خواهد بود همچنین  قرینۀ  نسبت به  است پس  فاصلۀ این دو
نقطۀ از هم برابر است با:  

A
A

 

 

  

 

نکته: ریشه هاي سادة داخل قدرمطلق به شرط آن که عامل صفرشونده پشت آن ها نباشد زاویه دار (گوشه) هستند که مشتق پذیر نبود و جزء  نقاط بحرانی و  42

اکسترمم نسبی به حساب می آیند.  و  
این دو نقطه در واقع نقاط مرزي هستند که در تابع دو ضابطه اي یا همان قدرمطلق وجود دارند.  

 

(4 = + (2
−−

√ )2 r2 h

2
)2 ⇒ = 32 −r2 h2

4
⇒ r = 32 −

h2

4

− −−−−−−

√

= 2π × × hSجانبی 32 −
h2

4

− −−−−−−

√

⇒ S = 2π × 32 −h2 h4

4

− −−−−−−−−

√ ⇒ = 2π ×S ′ 64h − h3

2 32 −h2 h4
4

− −−−−−−−
√

64h − = 0− →−−
=0S ′

h3 {−→−
h>0 h = 0✗

h = 8 ⇒ r = 4
⇒ = 2π × 4 × 8 = 64πSmax

+ = 32r2 h2

4
rh

{ r = 4
h = 8

AA(α, )α2A′Ay = k( ,α)A′ α2

|A | = = = dA′ ( − α + (α −α2 )2 α2)2
− −−−−−−−−−−−−−−−−−

√ 2 − 4 + 2α4 α3 α2
− −−−−−−−−−−−−−

√

=−→
d

d ′ 8 − 12 + 4αα3 α2

2 2 − 4 + 2α4 α3 α2
− −−−−−−−−−−−−−

√
8 − 12 + 4α = 0− →−−

=0d ′

α3 α2

⇒ 4α(2 − 3α + 1) = 0α2 ⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

α = 0

α =
1
2

α = 1

α =− →−−−−−−
بین دو نقطھ تقاطع 1

2

⇒ d = |A | = = × =A′ 2( −
1
4

1
2

)2
− −−−−−−−−

√
1

2 2
−−

√

2
−−

√

2
−−

√

2
−−

√

4

x = 2x = −2

f(x) =

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

x ≥ 2 x ≤ −2
)( − 4x2 x2

  −4x4 x2

− 1x2
یا

− 2 < x < 2
− ( − 4)x2 x2
  −( −4 )x4 x2

− 1x2

(x) =f ′

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

x > 2 x < −2
(4 − 8x)( − 1) − 2x( − 4 )x3 x2 x4 x2

( − 1x2 )2
یا

− 2 < x < 2
−[(4 − 8x)( − 1) − 2x( − 4 )]x3 x2 x4 x2

( − 1x2 )2
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 ریشه هاي هر دو قسمت یکسان هستند پس نقطۀ عبارت اول را مساوي صفر قرار می دهیم داریم: 

   

 این ریشه براي عبارت دوم قابل قبول است و نه عبارت اول در کل سه اکسترمم نسبی داریم.  

می دانیم که  است. بنابراین براي پیدا کردن مشتق چپ در  نیاز به  و  داریم.   43

  

   

  

   

 که این مقدار  برابر  است.

توجه کنید قرینۀ نقطۀ  نسبت به نیمساز ناحیۀ دوم و چهارم  است. اکنون نقطۀ  را روي تابع  در نظر می گیریم. بنابراین قرینۀ آن  44

نسبت به نیمساز ناحیۀ دوم و چهارم  است. 

     

   

     

4 − 4 − 8 + 8x − 2 + 8 = 0x5 x3 x3 x5 x3 ⇒ 2 − 4 + 8x = 0x5 x3 ⇒ 2x( ) = 0− 2 + 4x4 x2
  

Δ<0

⇒ x = 0

(fog (x) = (x) ⋅ (g(x)))′ g′ f ′x =
5
−−

√

2
(( )g′

5
−−

√

2
)−(g(( ))f ′

5
−−

√

2
)−

g(x) = → g(( )
1

− 1x2
− −−−−

√

5
−−

√

2
)− = =

1

( ) − 15
4

− −−−−−
√

1

)(
1
4

−−
√

= = 2
1

( )
1
2

g(x) = → (x) =
1

− 1x2
− −−−−

√
g′

0 −
1(2x)

2 −1x2√

− 1x2
=

−2x

2( − 1)x2 − 1x2
− −−−−

√
→ (( )g′

5
−−

√

2
)− = = −4

− 5
−−

√

2( )( )
1
4

1
2

5
−−

√

: f(x) = (x[x]از طرفی )3 (2x = 8= =====

x=

5
−−

√

2
)3 x3 → (x) = 24 ∗f ′ x2

: (fog (x)پس )′ = (x) ⋅ (g(x)) = (( ) ⋅ (g( )g′ f ′ g′
5
−−

√

2
)− f ′

5
−−

√

2
)− = −4 ⋅5

−−
√ (2)f ′

  
∗

= −4 (24 × 4) = −4 (96)5
−−

√ 5
−−

√

8−48 5
−−

√

A
∣

∣
∣
x

y
A′ ∣

∣
∣
−y

−x
A

∣

∣

∣
∣

α

− α−−√
3f

A′
∣

∣

∣
∣

α−−√
3

−α

A =A′ (α − + (− + αα−−√
3 )2 α−−√

3 )2
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

√ = (α − + (α −α−−√
3 )2 α−−√

3 )2
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−

√ = = |α − |2(α − α−−√
3 )2

− −−−−−−−−−
√ 2

−−
√ α−−√

3 − (α − )= ========
داخل قدرمطلق منفی

2
−−

√ α−−√
3 : یک متغیره

− (1 − ) = 0− →−−−
0= مشتق

2
−−

√
1

3 α2−−√3
→ = 0

3 − 1α2−−√3

3 α2−−√3
→ 3 − 1 = 0 → =α2

−−
√3 α2

−−
√3 1

3
→ = → α = =α2 1

27
1

27
−−

√

1

3 3
−−

√

A = − (α − )A′ 2
−−

√ α−−√
3 = − ( − )2

−−
√

1

3 3
−−

√

1

3 3
−−

√

− −−−−

⎷

3 = − ( − )2
−−

√
1

3 3
−−

√

1

( 3
−−

√ )3

− −−−−−

⎷

3 = − ( − )2
−−

√
1

3 3
−−

√

1

3
−−

√
= − ( )2

−−
√

−2

3 3
−−

√

= × =
2 2

−−
√

3 3
−−

√

2
−−

√

2
−−

√

4

3 6
−−

√
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معین کرمی

اجتماع دو مجموعه ي  و  داراي  عضو است. مجموعه هاي   و  به ترتیب  و  عضو دارند. اگر از هر یک از  1

مجموعه هاي  و  عضو برداشته شود، از مجموعه ي اشتراك آن ها  عضو کم می شود. تعداد عضوهاي اجتماع دو مجموعه ي جدید، کدام است؟

AB40(A − B)(B − A)1218

A9 ، B4

22232426

مجموعه ي  داراي  عضو و مجموعه ي  داراي  عضو است. اشتراك آن ها  عضو دارد. اگر  عضو از مجموعه ي  حذف شود، از  2

، کدام است؟ اشتراك آن ها  عضو حذف می شود، تعداد عضوهاي اجتماع مجموعه ي جدید با مجموعه ي 

A36B281516A

9B

40414245

اگر مجموعه هاي   و   مفروض باشند، کدام یک از مجموعه هاي زیر متناهی است؟  3

 

A ={ |x ∈ N}1
x

B ={ |x ∈ N}x

8
A − BB − AA ∩ BA ∪ B

اگر  مجموعه ي اعداد اول و  مجموعه ي اعداد طبیعی فرد باشند. کدام یک از مجموعه هاي زیر متناهی است؟  4AB

A ∪ BA ∩ BB − AA − B

اگر   و   باشند، مجموعه ي   چند عضو دارد؟  5A = {2, 3, 6, 7, 8}B = {2, 4, 5, 6}(A ∪ B) − [A − (A ∩ B)]

2345

اگر  مجموعه ي اعداد طبیعی فرد و  مجموعه ي اعداد اول باشند، کدام مجموعه متناهی و غیرتهی است؟  6AB

A − BB − AA ∩ BA − (A ∪ B)

اگر  و  ، آن گاه کدام نتیجه گیري درست است؟  7A ∩ B = ∅A ∩ C = ∅

B ∩ C = ∅B ∩ C ≠ ∅A ∩ (B ∪ C) = ∅A ∩ (B − C) ≠ ∅

اگر  مجموعه ي اعداد طبیعی که بر  بخش پذیرند،  مجموعه ي اعداد طبیعی دو رقمی کمتر از  که بخش پذیر بر  باشند. مجموعه ي   8

 چند عضو دارد؟

A6B403

B − A

4567

اگر  مجموعه اي نامتناهی و  مجموعه اي متناهی باشد، کدام مجموعه نامتناهی است؟  9AB

A ∩ BB − AA − B(A − B) − A

به چند طریق می توان  نفر از  دوست  صمیمی خود را به مهمانی دعوت کرد، به طوري که دو نفر آنان، نخواهند با هم در مهمانی شرکت کنند؟  1059

84879195

از  پرسش موجود، به چند طریق می توان  پرسش را جهت پاسخ گویی انتخاب کرد، به شرط آنکه حداقل  پرسش از  پرسش اوّل،  11
انتخاب شود؟
10845

25323035

به چند طریق می توان  کتاب متمایز را بین  نفر توزیع کرد، به شرط آن که هر نفر حداقل یک کتاب، دریافت کند؟  1253

105125135150

1
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ارقام   را به طریقی کنار هم قرار داده ایم که همواره رقم هاي فرد کنار هم باشند. تعداد پنج رقمی هاي حاصل کدام است؟  131, 2, 3, 4, 5

12243648

وجود دارد؟ چند عدد چهار رقمی با ارقام متمایز و فرد، بزرگتر از   143000

108849672

در یک همایش  نفر جهت سخنرانی ثبت نام کرده اند. چند طریق ترتیب سخنرانی براي آنها وجود دارد، به طوري که بین سخنرانی دو فرد  15

مورد نظر  و  از آنان فقط یک نفر سخنرانی کند؟

5

ab

20243640

از هر  مدرسۀ نمونه،  نفر در اردویی شرکت دارند. به چند طریق می توان از بین آنان  نفر انتخاب کرد، به طوري که هیچ دو نفر انتخاب شده،  16
از یک مدرسه نباشند؟

543

135270320640

تعداد زیرمجموعه هاي سه عضوي از مجموعه  شامل عضو  کدام است؟  17{ }a, b, c,d,e,fa

8101215

» به طوري که  ها کنار هم نباشند، کدام است؟ تعداد جایگشت هاي حروف کلمه ي «  18SY STEMS

120180240360

از هر یک از مدارس  و  و  و  و  چهار نفر به اردوگاه دانش آموزي دعوت شده اند، به چند طریق می توان سه دانش آموز که دو به  19
دو غیر هم مدرسه باشند، انتخاب کرد؟

ABCDE

160320480640

حروف کلمه ي  را با جایگشت هاي مختلف کنار هم قرار می دهیم در چند حالت حروف یکسان کنار هم قرار می گیرند؟  20LAGRANGE

3605407201440

گل فروشی از  شاخه گل مختلف، به چند طریق می تواند دسته گل هایی درست کند به طوري که در هر دسته  یا  یا  شاخۀ گل موجود باشد؟  218456

126140154168

از بین  دانش آموز تجربی و  دانش آموز ریاضی، به چند طریق می توان سه نفر براي کار در آزمایشگاه انتخاب کرد به طوري که لااقل دو نفر از  22
آن ها دانش آموز تجربی باشند؟

53

25303540

از هر یک از  منطقه کشوري،  دانش آموز به یک اردوگاه فرهنگی دعوت شده اند، به چند طریق می توان  دانش آموز از بین آن ها که  23
دوبه دو غیر هم منطقه اي هستند انتخاب کرد؟

6153

57600675007560076500

، مقدار  کدام است؟ اگر   24= 26
P (n, 4)

C(n − 1, 4)
n

52535455

براي دانش آموزان یک شهر از مقطع ابتدایی تا کلاس دوازدهم یک عدد  رقمی به صورت زیر اختصاص می یابد: دو رقم اول سمت راست نمایش  25

)، سپس اعداد را به ترتیب صعودي در یک ) و رقم پنجم جنسیت (پسر  دختر  ) دو رقم دوم نمایش سن (از  تا  پایۀ تحصیلی (از  تا 
مجموعه قرار می دهیم. سن صدمین عصو مجموعه کدام است؟  

(ممکن است عدد پنج رقمی موردنظر به هیچ فردي اختصاص نیابد ولی در محاسبه شمرده شود.)

5

0112071812

13141516

2
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به چند طریق  بازیکن فوتبال،  بازیکن والیبال و  شناگر دور یک میز بنشینند، به طوري که افراد هم تیمی کنار هم باشند؟  26323

72144216432

در یک جلسۀ آموزشی میزگردي شامل  دانش  آموز پایۀ یازدهم و  دانش آموز پایۀ دوازدهم تشکیل شده است. به چند حالت دانش آموزان  27
در صندلی ها بنشینند به طوري که در کنار هر دانش آموزي دانش آموز هم پایه قرار نگیرد؟

44

1442882761152

بر روي هر یک از چند کارت یکسان اعداد سه رقمی حاصل از جایگشت ترکیبات مجموعه ي اعداد  را نوشته، به تصادف یک  28
کارت از بین آنها بیرون می آوریم. با کدام احتمال دو رقم از اعداد این کارت ها فرد می باشند؟

{2, 4, 5, 6, 7}

0٫20٫250٫30٫4

در کیسهاي  مهره با شماره هاي  تا  وجود دارد. این مهره ها را به طور تصادفی پی در پی بدون جاي گذاري خارج می کنیم. با کدام احتمال دو  29
مهره با شماره ي فرد متوالیاً خارج نمی شوند؟

515

0٫10٫150٫20٫25

دو تاس سالم را با هم پرتاب میکنیم تا براي اولین بار هر دو عدد رو شده زوج باشند. با کدام احتمال حداکثر در سه پرتاب نتیجه حاصل می  30

شود؟

27
64

37
64

19
32

39
64

، بر روي پنج کارت یکسان نوشته شده است، به تصادف سه کارت از آن ها را کنار هم قرار می دهیم. با کدام هر یک از ارقام  و  و  و  و   31

احتمال عدد سه رقمی حاصل مضرب  می باشد؟

54321

3

0٫30٫40٫50٫6

اعداد  تا  را بر روي  کارت یکسان نوشته اند. اگر به تصادف دو کارت از بین آنها بیرون آوریم، با کدام احتمال جمع اعداد این دو کارت  32
زوج است؟

166

1
2

4
9

2
5

5
9

در یک خانواده ي سه فرزندي، می دانیم یکی از فرزندان پسر است. با کدام احتمال دو فرزند دیگر، دختر است؟  33

3
8

3
7

4
7

5
8

دو سکه و یک تاس را با هم پرتاب می کنیم. با کدام احتمال هر دو سکه «رو» یا تاس  ظاهر می شود؟  346

3
8

5
8

5
12

7
12

شش گوي یکسان با شماره هاي  تا  در یک ظرف قرار دارند، به تصادف دو گوي از آنها برمی داریم، با کدام احتمال جمع اعداد این دو گوي  35

کم تر از  است؟

16

6

4
15

1
4

1
3

5
12

در جعبهاي  مهره ي سفید  مهره ي سیاه و  مهره ي قرمز موجود است. اگر دو مهره از آن بیرون آوریم، با کدام احتمال این دو مهره همرنگ  36
نیستند؟

325

28
45

29
45

31
45

32
45

حروف کلمه ي  را بریده به طور تصادفی کنار هم قرار می دهیم با کدام احتمال هر سه حرف  کنار هم قرار می گیرند؟  37ATAXIAA

1
4

1
5

8
1
3

3
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خانواده اي داراي چهار فرزند است می دانیم که دو فرزند اول آن ها پسر است. احتمال آن که دو فرزند دیگر این خانواده دختر باشد کدام است؟  38

3
16

1
4

5
16

3
8

دو تاس را با هم می اندازیم. با کدام احتمال دو عدد رو شده، متوالی هستند؟  39

2
9

5
18

7
18

4
9

در ظرفی شش مهره با شماره هاي  ریخته شده اند، دو مهره با هم بیرون می آوریم، با کدام احتمال شماره هاي این دو مهره  40
اعداد متوالی اند؟

1, 2, 3, 4, 5, 6

1
3

2
5

3
5

2
3

در آزمایشگاهی  موش نگهداري می شوند که بر روي  موش آزمون مهارت انجام شده است. اگر  موش از بین آنان تصادفی انتخاب شوند، با  41
کدام احتمال، لااقل بر روي یکی از آن دو، آزمون انجام شده است؟

732

10
21

4
7

5
7

16
21

در آزمایشگاهی  موش سفید و  موش سیاه نگهداري می شوند. به تصادف متوالیاً سه موش از بین آن ها انتخاب می شود. با کدام احتمال، اولین  42
موش سفید و سومین موش سیاه است؟

53

11
56

17
56

13
56

15
56

در جعبه اي  مهرة سفید و  مهرة سیاه است. ابتدا یک مهره را بدون رویت خارج می کنیم. سپس از بین بقیۀ مهره ها،  مهره بیرون می کشیم. با  43
کدام احتمال هر دو مهرة اخیر، سفید است؟

562

1
11

2
11

4
11

5
22

از بین  کارت سفید و  کارت سبز یکسان به تصادف یک کارت بدون جاگذاري بیرون میآوریم، سپس کارت دوم را خارج میکنیم. با کدام  44

احتمال هر دو کارت همرنگ هستند؟

34

2
7

5
14

3
7

4
7

در آزمایشگاهی  موش سفید و  موش سیاه نگهداري می شوند. اگر به طور تصادفی  موش از بین آن ها جهت آزمایشی برداشته شوند، با کدام  45
احتمال فقط یکی از موش هاي مورد آزمایش، سفید است؟

354

2
7

2
5

3
7

3
5

احتمال موفقیت فردي، در یک آزمون مستقل،  برابر احتمال موفقیت دوست وي است. احتمال موفقیت لااقل یکی از آن دو،  است. احتمال  46

موفقیت این فرد کدام است؟

2
7
9

1
6

1
3

4
9

2
3

احتمال موفقیت عمل جراحی براي شخص  برابر  و براي شخص  برابر  است. با کدام احتمال، لااقل عمل جراحی براي یکی از این دو  47
نفر، موفقیت آمیز است؟

A0٫9B0٫8

0٫920٫940٫960٫98
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، چهار رقم  و  و  و  را به تصادف در کنار هم قرار می دهیم تا عددي چهار رقمی حاصل شود با کدام احتمال یک عدد چهار رقمی مضرب   48
حاصل می شود؟

32106

1
3

5
12

4
9

5
9

دو تاس را با هم پرتاب می کنیم. با کدام احتمال مجموع دو عدد رو شده، مضرب  است؟  494

2
9

5
18

1
4

5
12

در یک خانواده ي  فرزندي با کدام احتمال  فرزند پسر یا  فرزند دختر است؟  50423

3
4

9
16

5
8

3
8

بهروز جهت مشارکت در یک مسابقه، از بین پرسش هاي  بستۀ ریاضی،  بستۀ تجربی و  بستۀ علوم انسانی، به تصادف یک بسته اختیار کرده  51

است. احتمال برنده شدن در هر بستۀ این دروس به ترتیب  و  و  است. با کدام احتمال، بهروز برنده می شود؟

576

0٫70٫80٫9

25
36

29
36

30
36

31
36

دو تاس را با هم می اندازیم، احتمال آن که مجموع دو عدد رو شده مضرب  باشد، کدام است؟  524

1
4

1
3

2
9

5
18

در آزمایشگاهی   موش سالم و   موش دیابتی نگهداري می شوند، اگر  دو موش از محفظه گریخته باشند، با کدام احتمال فقط یکی از موش  53
هاي فراري دیابتی است؟

53

15
56

5
14

3
8

15
28

احتمال موفقیت فردي، در آزمون اول  و در آزمون دوم  است. اگر این فرد در آزمون اول موفق شود، احتمال موفقیت وي در آزمون دوم  54

 است. با کدام احتمال، لااقل در یکی از دو آزمون، موفق می شود؟

0٫70٫6

0٫8

0٫740٫760٫820٫84

در یک شهر صنعتی  درصد جمعیت مرد و  درصد آن زن هستند. اگر  درصد مردان و  درصد زنان تحصیلات دانشگاهی داشته  55
باشند، چند درصد این جمعیت تحصیلات دانشگاهی دارند؟

60401812

15٫215٫615٫816٫2

در کیسه اي  مهره ي سفید و  مهره ي سیاه و  مهره ي آبی وجود دارد. سه مهره به تصادف از کیسه خارج می کنیم. با کدام احتمال رنگ  56
مهره هاي خارج شده، متفاوت است؟

543

5
22

3
11

7
22

4
11

در جعبهاي  مهره ي سفید و  مهره ي سیاه و  مهره ي قرمز موجود است. به تصادف  مهره از آن بیرون میآوریم. با کدام احتمال یک مهره   57

ي قرمز و حداقل  مهره ي سفید، خارج شده است؟

7524

2

30
91

25
77

40
143

50
143

ظرف  داراي  مهره ي سفید و  مهره ي سیاه است و هر یک از دو ظرف یکسان  و  داراي  مهره ي سفید و مهره ي سیاه است. به  58

تصادف یکی از سه ظرف را انتخاب کرده و  مهره از آن خارج می کنیم. با کدام احتمال دو مهره از مهره هاي خارج شده، سفید است؟

A45BC63

4

25
63

26
63

10
21

11
21
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در گروه زنان ساکن یک روستا  درصد آنان تحصیلات ابتدایی و  درصد از آنان مهارت قالی بافی دارند، اگر یک فرد از این گروه انتخاب  59
شود با کدام احتمال این فرد تحصیلات ابتدایی یا مهارت قالی بافی دارد؟

6025

0٫850٫750٫80٫7

احتمال قبولی فرد  در یک آزمون  و احتمال قبولی فرد  در همان آزمون  است. با کدام احتمال لااقل یکی از آنان، در این آزمون  60
قبول می شوند؟

A0٫84B0٫75

0٫920٫940٫960٫98

احتمال آن که از سه موش انتخاب شده از  موش سفید و  موش سیاه، هر سه موش سفید باشند، کدام است؟  6165

1
8

4
33

5
32

5
33

یک خانواده ي سه فرزندي با کدام احتمال، حداقل دو فرزند دختر دارد؟ ( در صورتی که می دانیم حداقل یکی از فرزندان، دختر است.)  62

3
8

5
8

3
7

4
7

احتمال انتقال بیماري مسري به افرادي که واکسن زده اند  و احتمال انتقال به افراد دیگر  است.  کارگران یک کارگاه واکسن زده   63

اند. اگر فرد حامل بیماري به تصادف با یکی از کارگران ملاقات کند. با کدام احتمال، این بیماري منتقل می شود؟

0٫0250٫2
2
5

0٫130٫140٫160٫15

احتمال این که از چهار فرزند یک خانواده دو فرزند پسر و دو فرزند دختر باشند کدام است؟  64

1
2

1
3

3
8

7
16

در ظرفی  مهره ي سفید و  مهره ي سیاه است به تصادف  مهره از ظرف بدون رؤیت خارج شده است. از  مهره ي باقی مانده یک مهره خارج  65
می کنیم. با کدام احتمال این مهره سفید است؟

4325

12
35

3
7

16
35

4
7

6610  نفر در یک صف ایستاده اند. با کدام احتمال دو فرد موردنظر از آن ها، در کنار هم نیستند؟

2
3

3
4

4
5

9
10

یک سکه و دو تاس را با هم پرتاب می کنیم. با کدام احتمال جمع عدد دو تاس بیشتر از  یا سکه ي «رو» ظاهر شده است؟  674

7
12

5
8

7
8

11
12

احتمال انتقال نوعی بیماري ارثی از والدین به فرزند پسر  درصد و به فرزند دختر  درصد است. با کدام احتمال فرزندي که به دنیا می آید  68
این نوع بیماري را ندارد؟

106

0٫910٫920٫930٫94

در پرتاب دو سکه و یک تاس با هم، احتمال این که حداقل یک سکه رو و عدد تاس مضرب  باشد، کدام است؟  693

1
12

1
6

1
4

1
3

در جعبه اي  مهره ي سفید و  مهره ي سیاه و  مهره ي قرمز است. به تصادف  مهره از آن بیرون می آوریم. با کدام احتمال فقط یکی از مهره   70
ها سفید است؟

4323

8
21

17
42

10
21

9
14
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در ظرفی  مهره ي آبی،  مهره ي قرمز،  مهره ي سفید موجود است. به تصادف  مهره از ظرف خارج میکنیم. با کدام احتمال، حداقل یک  71

مهره ي آبی، خارج میشود؟

4323

31
42

37
42

67
84

73
84

در یک بیمارستان  نوزاد در یک روز متولد شده اند. با کدام احتمال لااقل دو نفر از آنان دختر است؟  725

5
16

3
8

7
16

13
16

در یک خانواده ي سه فرزندي می دانیم فرزند اول آن ها دختر است، با کدام احتمال لااقل یکی از فرزندان پسر است؟  73

1
3

1
2

5
8

3
4

احتمال این که یک دانش آموز در یک امتحان نمرة قبولی بگیرد  و در دو امتحان متوالی نمرة قبولی بگیرد  است. اگر دانش آموز در  74
امتحان دوم موفق باشد احتمال این که در امتحان قبلی نیز موفق شده باشد کدام است؟

0٫90٫85

8
9

85
94

17
18

45
47

در کیسه اي  مهره ي سفید و  مهره ي سیاه و  مهره ي قرمز وجود دارد. سه مهره به تصادف از کیسه خارج می کنیم. با کدام احتمال فقط دو  75
مهره ي خارج شده، هم رنگ هستند؟

532

41
120

37
60

79
120

31
60

چهار دانش آموز یک کلاس که بر یک نیمکت نشسته باشند، با کدام احتمال ماه تولد حداقل دو نفر آنان یکسان است؟  76

19
48

41
96

23
48

55
96

در یک خانواده ي دو فرزندي، می دانیم یکی از فرزندان پسر است. با کدام احتمال این خانواده فرزند دختر دارد؟  77

1
3

1
2

2
3

3
4

در جعبه ي اول  مهره ي سفید و  مهره ي سیاه، در جعبه ي دوم  مهره ي سفید و  مهره ي سیاه موجود است. به تصادف یکی از جعبه ها را  78
انتخاب کرده و دو مهره با هم از آن بیرون می آوریم. با کدام احتمال هر دو مهره سفید است؟

4336

31
168

11
56

17
84

13
56

دو تاس را با هم می اندازیم. احتمال آن که مجموع اعداد روشده مضرب  باشد، کدام است؟  793

1
4

1
3

5
18

7
18

در آزمایشگاهی  موش سفید و  موش سیاه موجود است. به تصادف  موش از بین آن ها خارج می کنیم. با کدام احتمال لااقل یکی از موش ها  80
سفید است؟

563

8
11

9
11

28
33

29
33

پنج کتاب زبان فارسی و  کتاب زبان انگلیسی، به تصادف در یک قفسه کنار هم چیده شده اند. با کدام احتمال کتاب هاي هم زبان، کنار هم قرار  81
می گیرند؟

3

1
14

1
21

1
28

1
56
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در ظرفی  مهره ي سفید و  مهره ي سیاه موجود است. به تصادف  مهره از ظرف خارج می کنیم. با کدام احتمال مهره هاي خارج شده هم  82
رنگ اند؟

453

1
6

3
14

2
9

5
14

83   درصد دانشجویان سال اول، دختر و بقیه پسر هستند.  درصد دختران و  درصد پسران، تمام واحدهاي درسی خود را گذرانده اند. چند
درصد کل دانشجویان، تمام واحدهاي درسی را گذرانده اند؟

556064

61٫461٫862٫462٫8

در یک روستا  درصد جمعیت را مردان و  درصد را زنان تشکیل می دهند. اگر  درصد مردان و  درصد زنان دفترچه سلامت داشته  84
باشند، با کدام احتمال یک فرد انتخابی به تصادف از بین آن ها، دفترچه سلامت دارد؟

54466075

0٫6580٫6690٫6850٫696

با ارقام  و  و  و  و  زیرمجموعه اي از اعداد طبیعی می سازیم که در آن رقم تکراري به کار نرفته باشد یک عضو از مجموعۀ فوق انتخاب  85

می کنیم. احتمال این که عضو انتخاب شده بر  بخش پذیر باشد کدام است؟ (با کمی تغییر)

12345

4

13
21

4
7

3
7

1
5

،  و  زیرمجموعه اي از اعداد طبیعی می سازیم، که در هر عضو آن، رقم تکراري به کار نرفته باشد. یک عضو از مجموعۀ فوق  ،  ، با ارقام   86

انتخاب می کنیم. احتمال این که عضو انتخاب شده بر  بخش پذیر باشد، کدام است؟

12345

3

66
205

67
205

168
325

177
325

احتمال متولد شدن یک خرگوش نر در یک نسل در اولین دورة بارداري مادر،  درصد و احتمال متولد شدن دو خرگوش نر در دو بار متوالی  87

زایمان  درصد است. اگر دومین فرزند خرگوش، نر باشد، احتمال آن که در زایمان قبلی خرگوش نر به دنیا آمده باشد، کدام است؟ (فرض بر این
است که در هر دوره فقط یک تولد صورت می گیرد.)

70

60

20
27

2
3

7
10

6
7
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A B A B A B

باتوجه به اطلاعات مسئله، نمودار ون مقابل را داریم:    1

 

A B

12 18x   

،  عضو کم می شود، پس  عضو دیگر از   و  کم می شود:  ، چون از مجموعه ي   در برداشتن  عضو از هر یک از مجموعه هاي  و 

 

A B

12-5 18-5

1 1

10-4  

 2
 باتوجه به اطلاعات مسئله، نمودار ون مقابل را داریم:

  

21 1315

A B

حال وقتی  عضو از مجموعه ي  حذف شود،  عضو از  حذف می شود، یعنی  عضو از این  عضو با  نیز مشترك است و حذف می شوند. پس تنها  عضو از

مجموعه ي جدید  با  مشترك است و توجه کنید تعداد اعضاي مجموعه ي  نباید تغییر کنند. 

 

14 226

A B1

 

ابتدا اعضاي دو مجموعه را مشخص می کنیم:   3

 

 

تمام اعضاي مجموعه ي  کوچکتر یا مساوي یک هستند ولی در مجموعه ي  فقط  عضو این ویژگی را دارند پس اشتراك این دو مجموعه قطعاً محدود است. 

 4

غیر از عدد  که زوج است تمام اعداد اول، فرد هستند پس غیر از عدد  تمام اعضاي مجموعه ي  در مجموعه ي  وجود دارند بنابراین:  است که متناهی می باشد.

 5

→ 12 + x + 18 = 40 ⇒ x = 40 − 30 = 10 ⇒ n(A ∩ B) = 10

9ABA ∩ B45A − BB − A

⇒ n( ∪ ) = (12 − 5) + (10 − 4) + (18 − 5) = 7 + 6 + 13 = 26A1 B1

16A9A ∩ B916B15 − 9 = 6

( )A1BB

→ n( ∪ B) = 14 + 6 + 22 = 42A1

A = { |x ∈ N} = {1, , , , , , , , , , ⋯}
1
x

1
2

1
3

1
4

1
5

1
6

1
7

1
8

1
9

1
10

B = { |x ∈ N} = { , , , , , , , , , , ⋯}
x

8
1
8

2
8

3
8

4
8

5
8

6
8

7
8

8
8

9
8

10
8

AB8

A ∩ B = {1, , , , , , , , ⋯} ∩ { , , , , , , , 1 ⋯}
1
2

1
3

1
4

1
5

1
6

1
7

1
8

1
8

1
4

3
8

1
2

5
8

3
4

7
8

= {1, , , }
1
2

1
4

1
8

: A = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, مجموعھ ی اعداد اول{⋯

: B = {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13 مجموعھ ی اعداد طبیعی فرد{⋯

22ABA − B = {2}

A − (A ∩ B) = A − B
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A B A BA B

، داراي  عضو است. و مجموعه ي 

 6

مجموعه ي  به صورت  و مجموعه ي  به صورت  است.                                  
به بررسی گزینه ها می پردازیم: 

نامتناهی و غیرتهی      :گزینه ي اول  

متناهی و غیرتهی      :گزینه ي دوم 

 نامتناهی و غیرتهی     :گزینه ي سوم

 :گزینه ي چهارم

چون  است، بنابراین مجموعه ي  تهی است. 

به بررسی هر  گزینه می پردازیم:   7

  در نظر بگیرید.  و  است ولی  تهی نمی باشد پس گزینه ي یک نادرست است. 
A

B C
گزینه ي اول: سه مجموعه ي  و  و  را به صورت

  در نظر بگیرید.  و  است و  است پس گزینه ي دوم نادرست است. 
A

B C
گزینه ي دوم: سه مجموعه ي  و  و  را به صورت

گزینه ي سوم درست است.  :گزینه ي سوم

گزینه ي چهارم نادرست است.  :گزینه ي چهارم

 8

   اعضایی از  هستند که در  نباشند، یعنی اعضایی از  که بر  بخش پذیر نباشند. می دانیم اعضاي  بر  بخش پذیرند، پس براي آن که بر  بخش پذیر نباشند باید مضرب 

نباشند، پس کافی است اعضاي فرد  را جدا کنیم: 

 عضو دارد. 

بررسی گزینه ها:   9

): چون  ، پس تعداد اعضاي    کم تر یا مساوي تعداد اعضاي  اند و چون  مجموعه اي متناهی است، بنابراین   نیز حتماً متناهی است.  گزینه ي (

):   و   مجموعه اي متناهی است. پس   نیز مجموعه اي متناهی خواهد بود.  گزینه ي (

):  نامتناهی و  متناهی است، پس در مجموعه ي    از نامتناهی عضو تعداد متناهی عضو را برمی داریم، در نتیجه نامتناهی عضو باقی می ماند. یعنی   مجموعه اي گزینه ي (
نامتناهی است. 

):  ، پس   و در نتیجه فاقد عضو است، یعنی مجموعه اي متناهی می باشد.  گزینه ي (

براي حل این سؤال از متمم استفاده می کنیم.   10

 

 11

این کار بدین صورت انجام پذیر است:  سؤال از  سؤال اول و  سؤال از  سؤال دوم یا  سؤال از  سؤال اول و  سؤال از  سؤال دوم را می توان جهت پاسخ دادن، انتخاب کرد.

 

(A ∪ B) − (A − B) = B

A − (A ∩ B) = A − B ⇒ (A ∪ B) − (A − (A ∩ B)) = (A ∪ B) − (A − B) = B

B4

AA = {1, 3, 5, ⋯}BB = {2, 3, 5, 7, ⋯}

A − B = {1, 9, 15, 21, ⋯}

B − A = {2}

A ∩ B = {3, 5, 7, ⋯}

A − (A ∪ B) = ∅

A ⊂ (A ∪ B)A − (A ∪ B)

4

ABCA ∩ B = ∅A ∩ C = ∅B ∩ C

ABCA ∩ B = ∅A ∩ C = ∅B ∩ C = ∅

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C) = ∅ ∪ ∅ = ∅

A ∩ (B − C) = A ∩ (B ∩ ) = ( ) ∩ = ∅ ∩ = ∅ →C ′ A ∩ B  
∅

C ′ C ′

A = {6, 12, 18, ⋯} , B = {12, 15, 18, ⋯ , 39}

B − ABAB6B362

B

5B − A = {15, 21, 27, 33, 39} ⇒

1A ∩ B ⊂ BA ∩ BBBA ∩ B

2B − A ⊂ BBB − A

3ABA − BA − B

4A − B ⊂ A(A − B) − A = ∅

: ( ) = = کل حالات126 9
5

9!

5!4!

( ) = ( ) = = سھ  نفراز بقیھ  انتخاب شوند.35 ھر دو نفر دعوت  شوند 7
3

7!

3!4!

⎫

⎭
⎬

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪
→ 126 − 35 = 91

45455535

( ) × ( ) + ( ) × ( ) = 355
4

5
4

5
5

5
3
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دو حالت در نظر می گیریم:   12
حالت اول: به دو نفر دو کتاب برسد و به یک نفر یک کتاب برسد. 

 

حالت دوم: به دو نفر یک کتاب برسد و به یک نفر سه کتاب برسد. 

 

بنابراین کل حالات است. 

 13

اعداد فرد را یک عدد در نظر گرفته با دو عدد زوج مجموعاً   عدد خواهیم داشت که به  طریق جابجا می شوند از طرفی اعداد فرد نیز خود به  طریق جابجا می شوند پس

منظور طراح این بوده است که با ارقام  چند عدد چهار رقمی با ارقام متمایز و بزرگتر از  وجود دارد. (رقم ده هزارگان  یا  یا  یا  می  14

تواند باشد) 

 15

  به  حالت جابجا می شوند، نفر وسط  حالت دارد  و نفر وسط را یک حالت در نظر می گیریم با  نفر باقی مانده گروهی  نفره می شوند که

 حالت جابجا می شوند.
x ya b

3!32! = 36× ×

ابتدا سه مدرسه از بین پنج مدرسه را انتخاب می کنیم و سپس از سه مدرسۀ انتخاب شده از هر مدرسه یک نفر را انتخاب می کنیم.   16

 

 17

چون زیر مجموعه هاي سه عضوي شامل  می خواهیم پس یک عضو مشخص است از بین  عضو باقیمانده دو عضو دیگر باید انتخاب کنیم. 

تعداد کل جایگشت ها را حساب کرده سپس از آن جایگشت، حالت هایی که   ها کنار هم هستند را کم می کنیم.   18

ما نیاز به  دانش آموز غیر هم مدرسه اي داریم براي این کار ابتدا  مدرسه از  مدرسه را انتخاب می کنیم و سپس از هر کدام از این  مدرسه یک دانش  19
آموز را انتخاب می کنیم.

 20

 را یک حرف و  را نیز یک حرف در نظر می گیریم. 

جابه جایی  با  و جابه جایی  با  چون یکسان هستند اهمیت ندارد. 

کافی است  شاخه یا  شاخه یا  شاخه از  شاخه گل را انتخاب کنید.   21

   

( )( )( ) ×
5
2

3
2

1
1

3
↓

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

, ,A
2
B
2
C
1

, ,A
2
B
1
C
2

, ,A
1
B
2
C
2

= 10 × 3 × 1 × 3 = 90

( )( ) × ( ) ×5
1

4
1

3
3

3
↓

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

, ,A
1
B
1
C
3

, ,A
1
B
3
C
1

, ,A
1
B
1
C
3

= 5 × 4 × 1 × 3 = 60

90 + 60 = 150

33!3!3! × 3! = 36

9, 7, 5, 3, 130003579

× × × = 964
↓

{3,5,7,9}

4 3 2

b, a2!3b, a23

3!

( ) × ( ) × ( ) × ( )5
3

4
1

4
1

4
1

= 10 × 4 × 4 × 4 = 640

a5

( ) = 105
2

S

⇒ 360 − 120 = 240
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
SYSTEM = = جایگشت حروف360

6!

2!
(SS)Y TEM S = 5! = ھا کنار ھم باشند120 جایگشت حروف وقتی کھ

3353

( )( )( )( ) = 10 × 4 × 4 × 4 = 6405
3

4
1

4
1

4
1

AAGG

LRNE ⇒ 6! = 720AA GG

AAGG

4568

( ) + ( ) + ( )8
4

8
5

8
6

= + +
8!

4!4!

8!

5!3!

8!

6!2!
= 70 + 56 + 28 = 154
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 تعداد حالات

ابتدا  منطقه از  منطقه را انتخاب می کنیم، و سپس از هر منطقه انتخاب شده یک دانش آموز را انتخاب می کنیم.  23

می دانیم:      24

اولین کد به صورت  خواهد بود. در کل  کد خواهیم داشت که با توجه به چیدمان صعودي  نفر اول پسر خواهند بود. پس  25
فقط پسران را در نظر می گیریم، داریم: 

 

 درواقع در هر سن  عدد ساخته می شود  تا پایان سن  سال  شماره تولید می شود پس نفر  تا  در ردة سنی پانزده قرار دارند.  

، والیبال را با  و شنا را با  نمایش می دهیم.  تعداد جایگشت هاي دوري  شی متمایز  است. بازیکنان فوتبال را با   26

FFF

S
S
S

V
V

 

 

خب در واقع هم باید جایگشت دوري باشد هم یکی در میان. فقط در صورتی می توان این کار را انجام داد که تعداد اعضاي دو گروه برابر باشد و اما راه حل:   27

ابتدا  دانش آموز یازدهم را در میزگرد می نشانیم (جایگشت دوري)  

Y

Y

Y Y

 

حال بین هر دو دانش آموز یازدهم  یکی صندلی قرار می دهیم که ترتیب نشستن دو گروه یکی در میان باشد.  صندلی داریم و  دانش آموز دوازدهم که جایگشت آن  است و جواب
نهایی برابر است با: 

 

28  پیشامد حالات مطلوب است.

    ابتدا  رقم از  رقم را انتخاب، سپس به  حالت با آن ها عدد سه رقمی می سازیم.

پس  است.

 29
روش اول:

(اولی فرد) (دومی زوج) (سومی فرد) (چهارمی زوج) (پنجمی فرد)

= × + = (10 × 3) + 10 = 40( )5
2

  
 دانش آموز تجربی2

( )3
1

  
یک دانش آموز ریاضی

( )5
3

  
دانش آموز تجربی3

36

( ) × 15 × 15 × 15 = 675006
3

P(n, r) = , C(n, r) =
n!

(n − r)!

n!

r!(n − r)!

= = = = = 26
P(n, 4)

C(n − 1, 4)

n!

(n − 4)!

(n − 1)!

4!(n − 5)!

24n!(n − 5)!

(n − 1)!(n − 4)!

24n(n − 1)!(n − 5)!

(n − 1)!(n − 4)(n − 5)!

24n
n − 4

→ 26n − 104 = 24n → 2n = 104 → n = 52

107012 × 12 × 12 = 288144

1
1
1

07
08
09

01
01
01

⋮

→

→

→

1
1
1

07
08
09

⋮

12
12
12

12 تا1 نفر
24 تا13 نفر
36 تا25 نفر

⋮
128 × 12 = 96149697108

n(n − 1)!FVS

= × 3! × 3! × تعداد حالات!2 (3 − 1)!
جایگشت دوری سھ رقمی

= 2 × 6 × 6 × 2 = 144

4

(4 − 1) = 3!

(Y )444!

3! × 4! = 144

A

353!n(S) = ( ) × 3!
5
3

n(A) = × ×( )
2
2
  

انتخاب دو رقم فرد

( )
3
1
  

انتخاب یک رقم زوج 

3!
 

جابجایی سھ رقم انتخابی

P(A) = = 0٫3
( ) × ( ) × 3!

2
2

3
1

( ) × 3!
5
3

= × × × × 1 = = 0٫1
3

5

2

4

2

3

1

2

12

120
×P×P×P×PP
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روش دوم:

 ف ز ف ز ف

پس  است.

در هر پرتاب احتمال آنکه هر دو تاس زوج باشند، برابر با   است و لذا احتمال آنکه هر دو تاس زوج نباشند،   است. اگر    30

پرتاب قبلی هر دو تاس زوج نبوده و در پرتاب  امُ هر دو تاس زوج ظاهر شده است، پس پیشامد این باشد که در پرتاب  امُ نتیجه حاصل شده باشد، یعنی در 

 . بنابراین احتمال آنکه حداکثر در  پرتاب نتیجه حاصل شود، برابر است با: 

یا به زبان ساده تر: 

 : پرتاب اول هر دو زوج باشند

 : پرتاب اول هر دو زوج نباشند و پرتاب دوم هر دو زوج باشند

 : پرتاب اول و پرتاب دوم هر دو زوج نباشند و پرتاب سوم هر دو زوج باشند

پس  است.

 31

براي آنکه عدد رو شده، مضرب  باشد، باید مجموع ارقامش باید بر  بخش پذیر باشد که شامل دسته بندي هاي زیر باشد. 

پس  است.

جمع دو کارت وقتی زوج است که هر دو زوج یا هر دو فرد باشد:  کارت رقم فرد و  کارت رقم زوج دارند لذا:   32

پس  است.

یعنی در این خانواده سه فرزندي حداقل یک فرزند پسر است. پس در این خانواده حالتی که هر  فرزند دختر باشند وجود ندارد.   33

تعداد حالت مطلوب یعنی این خانواده داراي دو دختر باشد:  

پس  است.

اگر  پیشامد هر دو سکه رو و  پیشامد آمدن عدد  در تاس باشد داریم:   34

 35

 

توجه کنید که چون مهره ها را باهم برمی داریم تفاوتی بین  و  وجود ندارد.
 36

براي همرنگ نبودن دو مهره یکی از حالتهاي زیر باید اتفاق بیفتد

n(S) = 5!

→ n(A) = 3!
 

جابجایی مھره ھای فرد

2!
 جابجایی مھره ھای زوج

P(A) = =
3!2!

5!

1
10

× =
3
6

3
6

1
4

1 − =
1
4

3
4

Ai

i(i − 1)i

P( ) = ( )Ai ( )
3
4

i−1 1
4

3

P( ) + P( ) + P( ) = + ( )( ) + ( )( )( ) = + + =A1 A2 A3
1
4

3
4

1
4

3
4

3
4

1
4

1
4

3
16

9
64

37
64

1
4

×
3
4

1
4

× ×
3
4

3
4

1
4

P(A) = + + =
1
4

3
16

9
64

37
64

× × = 60 → n(s) = 605 4 3

33

→ n(A) = 4 × 6 = 24

1, 2, 3 → 3! = 6
1, 3, 5 → 3! = 6
2, 3, 4 → 3! = 6
3, 4, 5 → 3! = 6

⎫

⎭
⎬
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

P(A) = = 0٫4
24
60

33

n(S) = ( ) = = 15
6
2

6 × 5
2

n(A) = ( ) + ( ) = 3 + 3 = 6
3
2

3
2

P(A) = =
6

15
2
5

3

n(S) = − 1 = 723

DDP ⇒ n(A) = = 3
3!

2!

P(A) =
3
7

AB6

P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(A ∩ B) P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(A) × P(B)− →−−−−−−−
مستقل ھستند A,B

→ P(A ∪ B) = ( × ) + − ( × ) × = + − = = =
1
2

1
2

1
6

1
2

1
2

1
6

1
4

1
6

1
24

6 + 4 − 1
24

9
24

3
8

n(S) = ( ) = 15,A = { } ⇒ P(A) =6
2

(1, 2)(1, 3)(1, 4)(2, 3)
4

15
(1, 2)(2, 1)

n(S) = ( ) = = 4510
2

10 × 9
2
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پس   است.

 37

(جابه جایی  حرف  با هم اهمیت ندارد) 

پس  است.

 38

 

پس  است.

 39

پس   است.

توجه کنید چون دو مهره با هم خارج می شوند ترتیب خارج شدن مهره ها اهمیتی ندارد بنابراین حالاتی که دو مهره، متوالی اند عبارتند از:   40

پس  است.

بر روي  موش آزمون مهارت انجام شده است و بر روي  موش آزمون مهارت انجام نشده است.   41

لااقل بر روي یکی از آن دو آزمون انجام شده است یعنی: بر روي هر دو آزمون انجام شده است یا بر روي یکی آزمون انجام شده و بر روي دیگري آزمون انجام نشده است. 

 

پس  است.

دو حالت داریم:   42

  ) موش اول سفید و موش دوم سفید و موش سوم سیاه 

  ) موش اول سفید و موش دوم سیاه و موش سوم سیاه 

پس  است. 

روش دوم: چون در تست به رنگ موش دوم اشاره نشده است فرض می کنیم موشی که به رنگ آن اشاره نشده است را انتخاب نکرده ایم و تنها می خواهیم دو موش را پشت سرهم (متوالیا)
انتخاب کنیم یعنی موش دوم تأثیري در حل مسأله ندارد 

 (اولی سفید و دومی سیاه) 

روش اول:   43

  

 

⇒ n(A) = 6 + 15 + 10 = 31

یکی سفید و یکی سیاه

یکی سفید و یکی قرمز

یکی سیاه و یکی قرمز

( )( ) = 3 × 2 = 63
1

2
1

( )( ) = 3 × 5 = 153
1

5
1

( )( ) = 2 × 5 = 102
1

5
1

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

P(A) =
31
45

n(S) = = 120 (ATAXIA (جابھ جایی حروف
6!

3!

3ATXI ⇒ n(A) = 4! = 24AAA

P(A) = =
24

120
1
5

= {PPPD,PPDP ,PPDD,PPPP} ⇒ n(S) = 4 , A = {PPDD} ⇒ n(A) = 1Sجدید

P(A) =
1
4

n(S) = = 3662

A = { } → n(A) = 10(1, 2)(2, 3)(3, 4)(4, 5)(5, 6)
(2, 1)(3, 2)(4, 3)(5, 4)(6, 5)

P(A) = =
10
36

5
18

A = { } → n(A) = 5(1, 2), (2, 3)(3, 4)(4, 5), (5, 6)

P(A) = = =
5

( )6
2

5
15

1
3

34

n(S) = ( ) = = 21
7
2

7 × 6
2

n(A) = ( ) + ( )( ) = 3 + 12 = 15
3
2

3
1

4
1

P(A) = =
15
21

5
7

1

× × =
5
8

4
7

3
6

5
28

2

× × =
5
8

3
7

2
6

5
56

P = + =
5

28
5

56
15
56

= × =
5
8

3
7

15
56

P

P( دو مھرۀ اخیر سفید( = P( مھرۀ اول سفید و دو مھرۀ بعدی سفید( +P( مھرۀ اول سیاه و دو مھرۀ بعدی سفید(

= ×
5

11

( )4
2

( )10
2

+ ×
6

11

( )5
2

( )10
2

14

بی نام

معین کرمی

https://t.me/mrkonkori


   

روش دوم: 
وقتی مهره اي را خارج می کنیم و آن را مشاهده نمی کنیم، انگار اصلاً مهره  خارج نکرده ایم، پس: 

 

براي آنکه هر دو کارت همرنگ باشند، باید هر دو سفید یا هر دو سبز باشند، پس داریم:   44

 45

 

 یکی سفید و سه تا سیاه

پس  است.

اگر احتمال موفقیت فرد  را  درنظر بگیریم احتمال موفقیت دوست او برابر  است.   46

 

 

 

 پس  است. 

روش اول:   47

روش دوم: 

(هیچ کدام)   (حداقل یکی)   

تعداد حالات انجام تجربه ي تصادفی که همان چیدن چهار رقم  و  و  و  به تصادف در کنار هم است، برابر است با:   48

براي آن که عددي چهار رقمی مضرب  باشد، باید هم زوج و هم بر  بخش پذیر باشد. شرط آن که عددي بر  بخش پذیر باشد آن است که مجموع ارقامش بر  قابل قسمت باشد. چون

همواره مجموع ارقام  و  و  و  برابر  است، پس این عدد چهار رقمی همواره بر  بخش پذیر می باشد. لذا باید تنها تعداد اعداد زوج را پیدا کنیم تا عدد مضرب  شود. تعداد اعداد چهار
رقمی زوج برابر است با:

پس  است.

 49

 

 

پس   است.

= ×
5

11
6

45
+ ×

6
11

10
45

= ( + )
6

45
5

11
10
11

= × =
6

45
15
11

2
11

P( ) ھر دو سفید=
( )5

2

( )11
2

= =
10
55

2
11

P = ( × ) + ( × ) = + = =
3
7
 

اولی سفید

2
6
 

دومی سفید

4
7
 

اولی سبز

3
6
 

دومی سبز

6
42

12
42

18
42

3
7

n(S) = ( ) = = 70
8
4

8!

4!4!

⇒ n(A) = ( ) × ( ) = 3 × 10 = 30
3
1

5
3

P(A) = =
30
70

3
7

Ax
x

2
P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(A ∩ B) → P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(A) ⋅ P(B)

→ = x + −
7
9

x

2
x2

2
14 = 18x + 9x − 9− →−−

×18
x2

→ 9 − 27x + 14 = 0x2 − →−−−−−−−−−−−−−−
Δ= −4ac=729−504=225b2

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

x = = =
27 + 15

18
42
18

7
3

غ ق ق

x = = =
27 − 15

18
12
18

2
3

ق ق

P(A) = x =
2
3

P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(A ∩ B)

P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(A) × P(B) = 0٫9 + 0٫8 − = 0٫98− →−−−−−−
مستقل ھستند A,B

(0٫9)(0٫8)
  

0٫72

= 1 − P( ∩ )A′ B′= 1 − PP

= 1 − P( ) ⋅ P( ) = 1 − (0٫1)(0٫2) = 1 − 0٫02 = 0٫98A
′

B
′

3210

n(S) = × × × = 183 3 2 1

6333

3210636

⟹ n(A) = 6 + 4 = 10
× × × = 63 2 1 1

× × × = 42 2 1 1

رقم یکان صفر باشد

رقم یکان صفر نباشد

⎫

⎭⎬

P(A) = =
10
18

5
9

n(S) = = 3662

⇒ n(A) = 9
4 ⇒ (1, 3), (3, 1), (2, 2)
8 ⇒ (2, 6), (6, 2), (3, 5), (5, 3), (4, 4)
12 ⇒ (6, 6)

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪

P(A) = =
9

36
1
4

15
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 50

 

  یا 

پس  است.

در کل  بسته وجود دارد.   51

5
18

7
18

6
18

بسته علوم انسانی

بسته تجربی

بسته ریاضی

7
10

8
10

9
10

برنده شدن

برنده شدن

برنده شدن

      

فضاي نمونه اي این آزمایش  است.   52

 حالات مطلوب

پس  است. 

 53

 

پس  است.

 54

 

 

 

  

  

 55

60
100

18
100

40
100

مرد

زن
12
100

ت دانشگاهی

ت دانشگاهی

 احتمال مطلوب

n(S) = = 1624

DDDP ⇒ n(A) = + = 6 + 4 = 10
4!

2!2!

4!

3!
PPDD

P(A) = =
10
16

5
8

18

احتمال مطلوب = ( × )
5

18
7

10
+( × )

7
18

8
10

+( × )
6

18
9

10
=

35 + 56 + 54
180

=
145
180

=
29
36
n(S) = = 3662

: ⇒ n(A) = 9
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

4 → (1, 3)(3, 1)(2, 2)
8 → (2, 6)(6, 2)(3, 5)(5, 3)(4, 4)

12 → (6, 6)

P(A) = =
9

36
1
4

n(S) = ( ) = = 28
8
2

8 × 7
2

n(A) = × = 3 × 5 = 15( )
3
1
  
یک دیابتی

( )
5
1
  
یک سالم

P(A) =
15
28

احتمال موفقیت فرد در آزمون اول: P(A) = 0٫7

احتمال موفقیت فرد در آزمون دوم: P(B) = 0٫6

احتمال موفقیت فرد در آزمون دوم بھ شرط موفقیت در آزمون اول: P(B|A) = 0٫8

P(B|A) =
P(A ∩ B)

P(A)
→ 0٫8 =

P(A ∩ B)

0٫7
→ P(A ∩ B) = 0٫56

از طرفی: P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(A ∩ B) = 0٫7 + 0٫6 − 0٫56 = 0٫74

= ( × ) + ( × ) = = = 15٫6%
6

10
18

100
4

10
12

100
108 + 48

1000
156

1000
16
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      دقت کنید که دو پیشامد  و  مستقل هستند. 

 56

 

 

پس  است. 

 57

  

پس   میباشد.

 58

1
3

ظرف
سفید و

4
2) )
9
4) )

=
60
126

A
سیاه 45

5
2) )

1
3 ظرف

سفید و
6
2) )
9
4) )

=
45
126

B
سیاه 63

3
2) )

ظرف
سفید و

6
2) )
9
4) )

=
45
126

C
سیاه 63

3
2) )

1
3

 احتمال

 59

 مهارت قالیبافی داشتن          و          تحصیلات ابتدایی داشتن

  

 60

 61

پس    است.

وقتی در این خانواده حداقل یکی از فرزندان دختر است یعنی حالتی که هر  فرزند پسر باشند وجود ندارد.   62

تعداد حالات مطلوب یعنی این خانواده حداقل دو فرزند دختر دارد:  یا 

پس  است.

n(S) = ( ) = = 22012
3

12 × 11 × 10
6

n(A) = × × = 5 × 4 × 3 = 60( )5
1

  
یک سفید

( )4
1

  
یک سیاه

( )3
1

  
یک آبی

P(A) = =
60

220
3

11

⇒ n(A) = 2 × 140 = 280

n(S) = ( )= = = 1001
14
4

14!

4!10!

14 × 13 × 12 × 11 × 10!

24 × 10!

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

یک قرمز → ( )= 2
2
1

حداقل دو سفید → سھ سفید یا دو سفید و یک سیاه ⇒ ( )( )+( )= 105 + 35 = 140
7
2

5
1

7
3

P(A) = =
280

1001
40

143

= ( × ) + ( × ) + ( × ) = ( ) = =
1
3

60
126

1
3

45
126

1
3

45
126

1
3

150
126

50
126

25
63

: B: A

ABP(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(A ∩ B)

= P(A) + P(B) − P(A) ⋅ P(B) = + − ( × )
60

100
25

100
60

100
25

100

= + − = = = 0٫7
3
5

1
4

3
20

14
20

7
10

P( ) = P(A) + P(B) − P(A ∩ B)A ∪ B  
لااقل یکی

P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(A) × P(B) = 0٫84 + 0٫75 − = 0٫96− →−−−−−−−
A,Bمستقل ھستند.

(0٫84)(0٫75)
  

0٫63

n(S) = ( ) = = 16511
3

11 × 10 × 9
6

n(A) = ( ) = = 206
3

6 × 5 × 4
6

P(A) = =
20

165
4

33

3

n(S) = − 1 = 723

DDD → n(A) = + 1 = 3 + 1 = 4
3!

2!
DDP

P(A) =
4
7

17
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 63

واکسن زده اند

احتمال انتقال بیماری

2
5-

3
5-

25
1000

2
10

واکسن نزده اند

احتمال انتقال بیماری

-

  احتمال مطلوب

 64

پس  است.

امُ خارج شده سفید باشد مانند آن است که اولین مهره ي خارج در صورتی که از رنگ  مهره ي خارج شده اطلاعی نداشته باشیم احتمال آنکه مهره ي   65

شده سفید باشد یعنی  است.

فضاي نمونه آزمایش  است.   66

 دو فرد مورد نظر در  جایی که مشخص شده است می توانند قرار بگیرند. 

  

  

پس  است. 

... یا  باشد) براي این کار از متمم استفاده می  در ابتدا احتمال آنکه مجموع دو تاس بیشتر از  باشد را حساب می کنیم (یعنی مجموع دو تاس، برابر  یا  یا   67
کنیم. 

اگر  پیشامد آنکه مجموع دو تاس بیشتر از  باشد و  پیشامد آن باشد که سکه «رو» ظاهر شود داریم: 

 

 68

 

پسر

دختر

سالم

1
2

90
100

94
1001

2

سالم
احتمال مطلوب  

 69
ابتدا احتمال آنکه در پرتاب دو سکه، حداقل یک سکه رو بیاید را حساب می کنیم.

 یا 

و احتمال آنکه در پرتاب یک تاس، عدد تاس، مضرب  باشد برابر  است. (اعداد  و  مضرب  هستند)

= ( × ) + ( × ) = + =
2
5

25
1000

3
5

2
10

1
100

6
50

13
100

n(S) = = 1624

PPDD ⇒ n(A) = = 6
4!

2!2!

P(A) = =
6

16
3
8

n(n + 1)

P(A) =
4
7

n(S) = 10!

−◯ −◯ −◯ −◯ −◯ −◯ −◯ −◯ −

9

جابھ جایی دو فرد مورد نظر

n(A) = ( )  ×  ×9
2

2!
↑

8!
↓

جابھ جایی ھشت نفر دیگر

P(A) = =

( ) × 2! × 8!
9
2

10!

4
5

456712

→ n(A) = 36 − 6 = 30 → P(A) = =
4 → (1, 3), (3, 1), (2, 2)
3 → (1, 2), (2, 1)
2 → (1, 1)

30
36

5
6

A4B

P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P( ) = P(A) + P(B) − P(A) × P(B)A ∩ B  
مستقل

= + − × = + − =
5
6

1
2

5
6

1
2

5
6

1
2

5
12

11
12

= ( × ) + ( × ) = =
1
2

90
100

1
2

94
100

184
200

92
100

→

RP → n(A) = 1 + 2 = 3 → P(A) =
3
4

n(S) = = 4 , RR22

3
2
6

363

18
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 70

 

یکی از مهره ها باید سفید باشد و دو مهره ي دیگر باید از بین  مهره ي قرمز و سیاه باشد. 

 

پس   است.

 71

حداقل یک مهره ي آبی خارج شود متمم آن است که اصلاً مهره ي آبی خارج نشده باشد یعنی  مهره ي خارج شده از بین  مهره ي قرمز و سفید باشد. 

  (هیچ کدام از مهرهها آبی نباشند)  = (حداقل یک مهره آبی)

لااقل دو دختر یعنی دو دختر یا سه دختر یا چهار دختر یا پنج دختر، براي این منظور از پیشامد متمم استفاده می کنیم.   72

 (یک دختر یا هیچ دختر)  (لااقل دو دختر) 

  : دقت کنید

 73
می دانیم یکی از فرزندان دختر است پس می توان فضاي نمونه اي جدیدي ساخت:

 

پس  است. 

 74

 75

پس  است.

 76

(ماه تولد هر چهار نفر، متفاوت باشد)  (ماه تولد حداقل دو نفر از چهارنفر یکسان باشد) 

 77

 جدید 

 

پس   است.

P 3 = × باشد)= (حداقل یک سکھ رو و تاس مضرب
3
4

2
6

1
4

n(S) = ( ) = = 849
3

9 × 8 × 7
6

5

n(A) = ( ) × ( ) = 4 × 10 = 404
1

5
2

P(A) = =
40
84

10
21

n(S) = ( ) = = 849
3

9 × 8 × 7
6

35

= 1 − = 1 − =

( )5
3

84
10
84

37
42

1 − PP

= 1 − ( + ) = 1 − =
5

32
1

32
6

32
13
16

= 1 − PP

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

PPPPP → 1 : تعداد حالات ھیچ دختر

DPPPP → = 5 : تعداد حالات یک دختر
5!

4!

= {DPD,DPP ,DDP ,DDD} ⇒ n(S) = 4S جدید 

A = {DPD,DPP ,DDP} ⇒ n(A) = 3

P(A) =
3
4

A : قبولی در آزمون اول

B : قبولی در آزمون وم

P(A) = 0٫9 , P(B) = 0٫9 , P(A ∩ B) = 0٫85

P(A|B) = = = = =
P(A ∩ B)

P(B)

0٫85
0٫9

85
90

5 × 17
5 × 18

17
18

n(S) = ( ) = = 12010
3

10 × 9 × 8
6

n(A) = + + = 50 + 21 + 8 = 79( )5
2

  
دو سفید

( )5
1

  
یکی از

بقیھ ی رنگ ھا

( )3
2

  
دو سیاه

( )7
1

  
یکی از

بقیھ ی رنگ ھا

( )2
2

  
دو قرمز

( )8
1

  
یکی از

بقیھ ی رنگ ھا

P(A) =
79

120

= 1 − PP

= 1 − = 1 − =
12 × 11 × 10 × 9

124

55
96

41
96

= {(P ,P), (P ,D), (D,P)} → n(S) = 3S

A = {(P ,D), (D,P)} → n(A) = 2

P(A) =
2
3

19
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 78

1
2

جعبه ي اول

1
2

چهار سفید، سه سیاه
4
2) )
7
2) )

=
6
21=

2
7

جعبه ي دوم
سه سفید، شش سیاه

3
2) )
9
2) )

=
3
36 =

1
12

 احتمال مطلوب

فضاي نمونه اي این آزمایش  است.   79

  مضارب 

 پس  است.

 80

  

 حداقل یکی از موش ها سفید باشد  هر سه موش سیاه باشند 

فضاي نمونه این سؤال  است.   81

 

 پس است.

 82

مهره هاي خارج شده هم رنگ باشند یعنی هر  سفید یا هر  سیاه باشند.

   

پس  است.

 83

پسر

دختر

100
64

تمام واحد هاي درسی را گذرانده اند

100
60

100
45

100
55

تمام واحد هاي درسی را گذرانده اند

 یا   احتمال مطلوب

 84

 

0/75

0/6

0/46

0/54مرد

زن

دفترچھ دارند

دفترچھ دارند
احتمال مطلوب

اعداد حاصل می توانند یک رقمی تا پنج رقمی باشند البته بدون تکرار.  85

= ( × ) + ( × ) = + =
1
2

2
7

1
2

1
12

1
7

1
24

31
168

n (S) = = 3662

: → n (A) = 12

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

3 → (1, 2) (2, 1)
6 → (1, 5) (5, 1) (2, 4) (4, 2) (3, 3)
9 → (3, 6) (6, 3) (4, 5) (5, 4)

12 → (6, 6)

3

P (A) = =
12
36

1
3

n(S) = ( ) = = 16511
3

11 × 10 × 9
6

))= 1 − P(P(

= 1 − = 1 − = 1 − = 1 − =

( )6
3

165

6 × 5 × 4
6

165
20

165
4

33
29
33

n(S) = 8!

کتاب فارسی5 کتاب زبان3 → n(A) = 2! × 5! × 3!

P(A) = =
2! × 5! × 3!

8!

1
28

n(S) = ( ) = = 849
3

9 × 8 × 7
6

33

n(A) = ( ) + ( ) = 4 + 10 = 144
3

5
3

P(A) = =
14
84

1
6

%61٫8= ( × ) + ( × ) = = 0٫618
45

100
64

100
55

100
60

100
6180

10000

= ( × ) + ( × ) =
54

100
60

100
46

100
75

100
669

1000
→

20
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 می دانیم عددي به  پخش پذیر است که دو رقم سمت راست آن مضرب  باشند با ارقام داده شده و بدون تکرار ارقام اعدادي قابل قبول هستند که دو رقم سمت راست آن ها به  و  و 

و  ختم می شود. در اعداد تک رقمی نیز فقط عدد چهار قابل قبول است. 

به ازاي هر کدام از  رقم قابل قبول صدگان  حالت خواهد داشت.  

  

 86

 

 عددي بر  بخش پذیر است که مجموع ارقامش بر  بخش پذیر باشد. 

   :یک رقمی

     :دو رقمی

      :سه رقمی

     :چهار رقمی

     :پنج رقمی

  :یعنی

 پس  است. 

87  را پیشامد متولد شدن خرگوش نر در دورة اول و دوم بارداري در نظر می گیریم. 

   :احتمال متولد شدن یک خرگوش نر

   :احتمال متولد شدن دو خرگوش نر

  

: اعداد یک رقمی5 حالت

: ( ) × 2! = دو رقمی20 5
2

: ( ) × 3! = سھ رقمی60 5
3

: ( ) × 4! = چھار رقمی120 5
4

: ( ) × 5! = پنج رقمی120 5
5

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

n(S) = 325− →−−
مجموع

حالت

44523224

12

23
→ تک رقمی1 حالت

→ 4 (12, 34, 32, دو رقمی(52 حالت

→ × = سھ رقمی12 3
––

− × −
حالت4

→ × × = چھار رقمی24 3
––

2
––

− × −
4

→ × × × = پنج رقمی24 3
––

2
––

1
––

− × −
4

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

n(A) = 65− →−−
مجموع

حالت ⇒ P(A) = = =
n(A)

n(S)

65
325

1
5

n(S) = + + + +( )5
1

  
یک عضوی

( ) × 2!
5
2

  
دو عضوی

( ) × 3!
5
3

  
سھ عضوی

( ) × 4!
5
4

  
چھارعضوی

( ) × 5!
5
5

  
پنج عضوی

= 5 + 20 + 60 + 120 + 120 = 325

33

3 → یک عدد

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

12
15
24
54

→ 4 × 2! = 8 → عدد8

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

1, 2, 3
1, 3, 5
2, 3, 4
3, 4, 5

→ 4 × 3! = 24 → عدد24

1, 2, 4, 5 → 4! = 24 → عدد24

1, 2, 3, 4, 5 → 5! = 120 → عدد120

n(A) = 1 + 8 + 24 + 24 + 120 = 177

P(A) =
177
325

A,B

P(A) = P(B) =
70

100

P(A ∩ B) =
60

100

P(B|A) =
P(A ∩ B)

P(A)
= =

60
100

70
100

6
7

21
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74  
75  

76  

77  

78  

79  

80  

81  

82  

83  

84  

85  

86  

87  

22

https://t.me/mrkonkori


معین کرمی

دو ضلع یک مربع منطبق بر دو خط به معادلات  و  هستند، مساحت این مربع کدام است؟  12x − 2y = 3y = x + 1

9
8

9
4

25
8

25
4

سه ضلع مثلثی به معادلات  هستند. معادلۀ ارتفاع  از مثلث مفروض،  2
کدام است؟

BC : 2y + 3x = 6,AC : y − 2x = 5,AB : 2y − x = 3AH

6y − 4x = 159y − 6x = 173y − 2x = 73y + 2x = 9

معادلۀ سه ضلع یک مثلث  و  است. معادلۀ خطی که کوچک ترین ارتفاع این مثلث بر آن قرار دارد، کدام است؟  3y = 2x , x + y = 1x = 1

y =
2
3

x =
2
3

y + x =
2
3

y + x =
1
3

، سه خط به معادلات  همگی از یک نقطه می گذرند؟ به ازاي کدام مقدار   4

نشدنی

ay + 3x = a , 2y + ax + 5 = 0 , y + 2x = 0

−112

نقطه ي  رأس یک متوازي الاضلاع است که دو ضلع آن منطبق بر دو خط به معادلات  و   5
می باشند.مختصات وسط قطر آن کدام است؟

A(7, 6)2y − 3x = 113y + 4x = 8

(4, 3)(3, 4)(3, 5)(1, 5)

A 3
5

B
3
2

در شکل زیر شیب خطی که از دو نقطه ي  می گذرد کدام است؟  6B,A

5
2

2
5

−
2
5

−
5
2

مساحت مثلثی با سه رأس به مختصات  ،  و  کدام است؟  7A(2, 5)B(3, 0)C(0, 2)

66٫577٫5

مساحت متوازي الاضلاع محدود به خطوطی به معادلات   و  و محور ها و نیمساز ناحیه ي اول برابر کدام است؟  8y = x + 3x = 4y

8121415

فاصله ي بین دو خط به معادلات  و  کدام است؟  9y = x + 23
−−

√y − 3x + 6 = 03
−−

√

2 − 3
−−

√− 13
−−

√+ 13
−−

√2 + 3
−−

√

، نقاط  و  و مبدأ مختصات در یک راستا قرار می گیرند؟ به ازاي کدام مقادیر   10a(a, 3)(6, 4a + 1)

−2,
9
4

−2,
3
4

−2, −
3
4

2, −
9
4

معادله ي خطی که به موازات نیمساز ناحیه ي اول و سوم بوده و نیمساز ناحیه ي دوم را در نقطه اي به طول  قطع می کند کدام است؟  11x = 2

y + x = 4y + x = −4y − x = 4y − x = −4

1
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یک خط از دسته خطوط به معادله ي   برخط گذرنده بر دو نقطه ي  و  عمود است، معادله ي  12
آن خط کدام است؟

(k + 1)y + 2kx − k + 1 = 0(2, −1)(8, 3)

2y + 3x = 42y + 3x = 12y − 3x = −53y − 2x = −5

نقطه ي  وسط قطر مربعی است که یک ضلع آن منطبق بر خط به معادله  است. مساحت این مربع، کدام است؟  13A(3, −1)2y–x = 5

40457580

دو ضلع یک مستطیل منطبق بر دو خط به معادلات  و  و یک رأس آن نقطه ي  است. مساحت این مستطیل  14
کدام است؟

2y + x = 62x − y = 7A(8, 5)

7٫29٫611٫412٫8

، کدام است؟ ، مفروض است. اندازة ارتفاع  در مثلث  مثلثی با رأس هاي  و   15B(7, 3),A(1, 5)C(2, −2)AHABC

43 2
−−

√54 2
−−

√

مساحت مثلثی که دو ضلع آن واقع بر خطوطی به معادلات   و   وضلع دیگر آن بر محور  قرار دارد کدام است؟  16y + x = 22y − x = 4x

5678

اضلاع مثلثی، منطبق بر سه خط به معادلات  ،  و  هستند. اندازة میانۀ نظیر ضلع افقی این مثلث در صفحۀ  17
مختصات کدام است؟

y + 2x = 162y − x = 2y = 0

2 5
−−

√53 3
−−

√6

شیب نیم خطی با نقطۀ شروع  برابر  است. مستطیل  را چنان می سازیم که نقطۀ  روي نیم خط فوق و رأس سوم آن   18

 باشد محیط مستطیل کدام است؟

A(2, 4)3ABCDB

C(−3, −1)

24186 10
−−

√3 10
−−

√

نقطۀ  را روي خط  در نظر بگیرید مثلث متساوي الاضلاع  را با ارتفاع  می سازیم به طوري که محیط مثلث   19

 واحد باشد. مختصات یک رأس  کدام است؟

H(2, 1)3x − y = 5ABCAH

270
− −−

√A

( , )
7
2

1
2

( , − )
13
2

1
2

( , )
1
2

3
2

(− , )
1
2

11
6

M

E

B

CD

A

در ذوزنقه ي  ، پاره خط  موازي قطر  است. اگر  و  باشد، فاصله ي  کدام است؟  20ABCDBEACAD = 7AE = 3MD

12

12٫25

12٫5

12٫75

A B

M N
CD P  

در شکل روبه رو،  متوازي الاضلاع است. حاصل  برابر کدام است؟  21ABCDMP × MN

AB2AD2

MD2MA2

در شکل مقابل دو زاویۀ  و  قائمه اند. مقدار  چقدر است؟  22ABx

1
2

3
−−

√
2
3

3
−−

√

4
3

3
2

2
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NN

DD

AA

BB MM CC

EE

در مثلث  ، پاره خط  موازي میانۀ  است. نسبت   کدام است؟  23(AB = AC)ABC
2
3

NDAM
AD

AE

4
9

5
9

2
3

4
5

، شعاع  را به اندازه خود تا نقطه  امتداد میدهیم. از نقطه  بر مماس دلخواه دایره عمود  را فرود میآوریم. در یک دایره به مرکز   24

اگر   باشد، زاویه  چند درجه است؟

OOABBBD

=ADB
⌢

34∘
O DÂ

6873102146

، چند ، اضلاع قائم  و  ارتفاع  و میانۀ  رسم شده است. مساحت مثلث  در مثلث قائم الزاویه   25

، است؟ برابر مساحت مثلث 

ABCAB = 3 5
−−

√AC = 6AHAMABC

AMH

10121518

مثلثی به اضلاع  و  و  با مثلثی به طول اضلاع  و  و  متشابه است. دو مثلث قابل انطباق نیستند، بیشترین محیط از مثلث اول کدام است؟  26ba3543

13٫59107٫2

در یک ذوزنقه، پاره خطی که وسط هاي دو ساق را به هم وصل کند، مساحت آن را به نسبت هاي  و  تقسیم می کند. نسبت قاعده هاي آن  27
ذوذنقه، کدام است؟

12

1
6

1
5

1
4

2
5

درون مثلثی به اضلاع  و  و  واحد، مثلث دیگر طوري رسم می کنیم که اضلاع آن موازي اضلاع مثلث اصلی باشد. اگر بزرگترین ضلع این  28

مثلث  واحد باشد مساحت محدود به این دو مثلث، چند برابر مساحت مثلث کوچکتر است؟

975

6

0٫7511٫251٫5

، کدام است؟ ، متشابه است. بیشترین مقدار ممکن براي عدد  ، با مثلثی به طول اضلاع  مثلثی به اضلاع   29a, 4, 5b, 7, 9a

36
7

45
7

36
5

35
4

 

BA

D C12

7

M N
، کدام است؟ ، پاره خط  موازي قاعده ها و  است. اندازة  در ذوزنقۀ   30ABCDMN=

MA

MD

2
3

MN

88٫75

99٫5

در ذوزنقه اي اندازه ي قاعده ها  و  واحد و طول ساق ها  و  واحد است. محیط مثلثی که از امتداد ساق ها در بیرون ذوزنقه تشکیل شود، کدام  31
است؟

9465

11٫411٫612٫212٫8

M

PB C

در شکل زیر، نقطه ي  وسط ضلع متوازي الاضلاع است. اگر  باشد، مساحت مثلث سایه زده، چند برابر مساحت بزرگ ترین  32

مثلث ها است؟

MPC = PB
2
3

1
12

1
9

1
8

3
16

3
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، از نقطۀ  عمود  بر قطر  رسم شده است. اگر  باشد، طول قطر مستطیل از در مستطیل  به طول   33

، چقدر بیشتر است؟ عدد 

ABCDAB = 17AAHBDBH = 15

19

4
15

1
3

7
15

3
5

 9D

BA

C

7 5
4

M ، کدام است؟ اندازة اضلاع ذوزنقه  مطابق شکل زیر داده شده است. محیط مثلث   34ABCDMAB

13٫2

13٫6

14٫4

14٫8

در یک ذوزنقۀ قائم الزاویه، از نقطۀ  محل تلاقی قطرها، خطی موازي قاعده ها رسم شود. ساق قائم را در  و ساق مایل را در  قطع می کند.  35

، چگونه است؟ نسبت 

بزرگتر از  متغیر نسبت به اضلاع مساوي  کوچکتر از 

OAB

OA

OB

111

 

A

E

C
D

B

، بر روي امتداد دو ضلع  و  پاره خط هاي  جدا شده است. زاویۀ بین امتداد  با  در مثلث متساوي الاضلاع   36
چند درجه است؟

ABCBCCACD = AEDABE

45∘

60∘

75∘

90∘

، اضلاع  و  و  است. از رأس  خطی موازي میانۀ  رسم شده و امتداد  را در نقطۀ  در مثلث   37

، کدام است؟ قطع کرده است. اندازة 

ABCAB = 4AC = 6BC = 7CAMBAD

BD

7٫588٫59

3 4h1

2h

 

، کدام است؟ در شکل زیر،  و  ارتفاع هاي دو مثلث قائم الزاویه هستند. نسبت   38h1h2
h2

h1

3
5

4
5

2
3

3
4

، بین زوایه ها برقرار است. زاویه ي حاده بین نیمسازهاي داخلی دو زاویه ي ، رابطه ي  در چهارضلعی محدب   39

، چند درجه است؟ متقابل   و 

ABCD= = =
Â

3
B̂

4
Ĉ

5
5D̂
12

ÂĈ

20253035

در مثلث قائم الزاویه، ارتفاع و میانۀ نظیر وتر، زاویۀ  درجه با هم ساخته اند. کوچک ترین زاویۀ این مثلث، چند درجه است؟  4012

34383739

، ضلع  بزرگ تر از ضلع  است. هر یک از میانه هاي  و  را از وسط اضلاع به اندازة خود تا  و  امتداد در مثلث   41

، کدام است؟ می دهیم. نسبت مساحت مثلث  به مساحت مثلث 

بستگی به ضلع سوم دارد.  مساوي  بیشتر از  کمتر از 

ABCABACBMCNDE

DBCEBC

111

4
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یک ساق ذوزنقه به سه قسمت مساوي تقسیم شده است. هر چهار پاره خط موازي یکدیگرند. نسبت مساحت دو ناحیۀ سایه زده، کدام است؟  42

1
6

1
5

2
9

1
4

B D

A

E

C

2 6

، کدام است؟ در شکل زیر،  نیمساز زاویۀ  و  است. نسبت مساحت هاي دو مثلث  و   43ADACE = CDABDACE

1
3

2
3

3
4

3−−√

4

A

FE

B C

x-5

4 y2

y

x+1

x+1y+
 

در شکل زیر  موازي  است. مقدار  کدام است؟  44EFBCy − 2x

−4−2

24

H

D
B C

A

، کدام ، طول اضلاع قائم  و  است. نسبت مساحت هاي دو مثلث قائم الزاویه  و  در مثلث قائم الزاویۀ   45
است؟

ABCAB = 3
−−

√AC = 2HCDABD

3
7

4
7

16
21

8
9

A

B بر روي دو ضلع مجاور مربعی به ضلع  واحد، مثلث هاي متساوي الاضلاع ساخته شده است. فاصله ي  چند واحد است؟  462AB

1 + 2 3
−−

√3 + 3
−−

√

3 + 2
−−

√+6
−−

√ 2
−−

√

در یک متوازي الاضلاع با زاویۀ  درجه، نیمسازهاي دو زاویۀ مجاور ضلع بزرگ، روي ضلع دیگر آن متقاطع اند. اگر محیط این متوازي الاضلاع   47

 باشد، مساحت آن کدام است؟

60

12 3
−−

√

9 3
−−

√1812 3
−−

√18 3
−−

√

 

در شکل زیر مثلث  متساوي الساقین و طول ساق  برابر  واحد است. مساحت مثلث  کدام است؟  48

  

    

ABC
Δ

AB8OHB
Δ

6
2 + 3−−√

8
2 + 3−−√

12
3 + 2 3−−√

16
3 + 2 3−−√

5
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، رابطۀ  ، بین زاویه ها برقرار است. زاویۀ حاده بین نیم سازهاي داخلی دو زاویۀ مجاور  در چهارضلعی محدّب   49

  و  ، چند درجه است؟

ABCD= =
Â

4
B̂

3
+Ĉ D̂

11
ÂB̂

50607075

 

در شکل زیر، نسبت قاعده هاي ذوزنقه   است. مساحت مثلث سایه زده، چند برابر مساحت ذوزنقه است؟  50
3
5

3
4

7
8

14
15

15
16

 

، کدام است؟ ،  و  موازي اند. طول پاره خط  در شکل زیر   51ABCDEFAC

3
4

4
3

23

A

B

C

بر روي دو ضلع مجاور مربعی به ضلع  واحد، مثلث هاي متساوي الاضلاع ساخته شده است. مساحت مثلث  چند واحد مربع است؟  522ABC

− 13
−−

√
1
2

3
−−

√

13
−−

√

A B

CD

EF

 

، کدام است؟ ، قاعدة بزرگ  قاعدة کوچک است و  و  موازي قاعده است. نسبت  در ذوزنقۀ   53ABCD
5
2

AF = AD
1
4

EF
EF

CD

11
20

7
15

8
15

3
5

دایره اي از دو نقطه ي  و  گذشته و معادله ي یک قطر آن به صورت  است. شعاع این دایره کدام است؟  54(0, 1)(3, 0)x − y = 2

2
−−

√25
−−

√3

، زاویه ي بین خط مماس بر دایره ي  و خط به معادله ي   در نقطه ي تلاقی به ازاي کدام مقدار   55

آن ها،  درجه است؟

a+ − 2x + y = 1x2 y23x + 2y = a

90

2345

شعاع دایره اي که از سه نقطه با مختصات  می گذرد کدام است؟   56(0, 0), (−2, 4), (2, 1)

22٫533٫5

، دو برابر فاصله ي آن از مبدأ مختصات است. بزرگترین وتر از مکان نقاط  کدام است؟ فاصله ي نقطه ي  از نقطه ي   57M(x,y)A(3, 6)M

2 3
−−

√2 5
−−

√4 3
−−

√4 5
−−

√

ها را در دو نقطه به طول هاي  و  قطع کرده و مرکز آن، بر روي نیمساز ربع اول است. شعاع این دایره کدام است؟ دایره اي، محور   58x13

3
−−

√25
−−

√3
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)، بر هر دو محور مختصات مماس است. شعاع آن کدام است؟ دایره ي گذرا بر نقطه ي ( ,   59

 و  و  و  و 

−21

41514252

دایره اي از نقطه  گذشته و بر هر دو محور مختصات مماس است. قطر دایره بزرگتر کدام است؟  60(−1, 2)

1510128

دایره ي  بر دایره به معادله ي  مماس خارج است. هر خط قائم بر دایره ي  از نقطه ي  می گذرد. شعاع  61

دایره ي  کدام است؟

C+ − 4x + 2y = 4x2 y2C(8, 7)

C

6789

، اندازة قطر کوچک  واحد است. خروج از مرکز این بیضی، کدام است؟ در یک بیضی به کانون هاي  و   62(2, −1)(2, 7)6

0٫60٫640٫750٫8

ها را با کدام طول، قطع می کند؟ ، محور  دایره اي به مرکز  و مماس بر خط به معادله ي   63

 و  و  و و 

(2, −1)x − y = 1x

31413241٫5

نقطۀ  مرکز یک دایره است که بر روي خط  وتري به طول  جدا می کند. این دایره خط  را با کدام  64
طول، قطع می کند؟

C(−1, 4)2x − 3y + 1 = 02 7
−−

√y = 2

3, −52, −4−1 ± 2
−−

√−1 ± 3
−−

√

، برابر کدام است؟ ،  و  شعاع دایره ي گذرا بر سه نقطه ي   65(0, 0)(2, 1)(1, −2)

1
2

10
−−

√3
−−

√5
−−

√
1
2

13
−−

√

، کدام است؟ شعاع دایره به مرکز  و مماس خارج بر دایره ي   66(−2, 2)+ − 2x + 4y + 1 = 0x2 y2

2 2
−−

√32 3
−−

√4

در بیضی به معادله ي  خط گذرا بر کانون و عمود بر محور کانونی، بیضی را در  و  قطع می کند، اندازه ي   67

 کدام است؟

16 + 5 − 10x = 75y2 x2MN

MN

22٫533٫5

در داخل یک استوانه به شعاع قاعدة  و ارتفاع  واحد، بزرگترین منشور قائم با قاعدة مربع، جا گرفته است. حجم این منشور، کدام است؟  6846

174186192198

، تا ارتفاع  واحد پُر از مایع است. اگر یک گوي کروي وزین داخل آن قرار گیرد، ارتفاع مایع   یک ظرف استوانه اي مدرّج به قطر دهانه ي   69

واحد بالا می آید. سطح این کره، کدام است؟

8102
3

6π8π12π16π

قاعدة منشور قائم، شش ضلعی منتظم به ضلع  واحد و طول یال قائم آن  واحد است. حجم بزرگ ترین استوانه که در داخل این منشور جاي  70

گیرد، چند برابر  است؟

47٫5

π

758490105

از داخل یک استوانه ي قائم توپُر، به شعاع قاعدة  و ارتفاع  واحد، بزرگ ترین مخروط قائم ممکن را حذف می کنیم. جسم حاصل را با صفحه اي  71

موازي قاعدة مخروط به فاصلۀ  واحد از آن قطع می دهیم. مساحت مقطع حاصل، کدام است؟

45

3

10٫36π11٫28π12٫56π13٫44π
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دایرة  مفروض است. معادلۀ دایره اي که با دایرة قبلی مماس داخل بوده و از نقطۀ  گذشته و شعاع آن با قطر  72
دایرة قبلی برابر باشد، کدام است؟
+ + 2y = 3x2 y2(0, −3)

+ − 2y = 15x2 y2+ − 4y + 3 = 0x2 y2+ − 2x − 2y = 0x2 y2+ + 4y + 3 = 0x2 y2

، منحنی به معادله ي  یک دایره است؟ به ازاي کدام مجموعه ي مقادیر   73a2 + ( − 7) + 4y + a = 0x
2

a
2

y
2

{−3}{3}{−3, 3}∅

دایره  اي از دو نقطه ي  و  گذشته و بر خط  مماس است. شعاع این دایره کدام است؟  74(2 , 0)(−2 , 0)y = 1

3
2

5
−−

√
5
2

3

هر خط قائم بر یک دایره، از نقطه  می گذرد. این دایره بر خط به معادله  مماس است. شعاع دایره کدام است؟  75(−2, 1)y = x − 1

22 2
−−

√33 2
−−

√

دو دایره به معادلات   و    نسبت به هم کدام وضع را دارند؟  76

متخارج متقاطع مماس داخل مماس خارج

+ − 2x + 6y = 8x2 y2+ + 8x − 4y + 12 = 0x2 y2

) و مماس بر نیمساز ربع اول، خط به معادله ي  را با کدام طول ها قطع می کند؟ دایره به مرکز ( و   7702y = 1

1, 34, 1,
5
2

1
2

2 + , 2 −2
−−

√ 2
−−

√

دو دایره به معادلات  و  نسبت به هم کدام وضع را دارند؟  78

متداخل متقاطع مماس خارج مماس داخل

+ − 2x + 4y = 13x
2

y
2+ + 2x = 1x

2
y

2

معادله ي وتر مشترك دو دایره به مراکز  و  و به شعاع هاي مساوي  واحد، کدام است؟  79(−1, 2)(2, 1)2

x = 2yy = 3x3y = 2x3y = 3x

طول شعاع دایره اي که از سه نقطه  و  و  می گذرد کدام است؟  80A(−1, 0)B(3, 0)C(0, −3)

3
−−

√25
−−

√3

نقطه ي  مرکز دایره اي گذرنده بر دو نقطه ي  و  است. شعاع این دایره کدام است؟  81(a, 2a)(2, 1)(−1, 4)

342 2
−−

√3 2
−−

√

، دایره به معادله ي  بر خط به معادله ي  مماس است؟ به ازاي کدام مقدار   82a+ − 2x + 4y + a = 0x2 y2x + 3y = 0

3
2

5
2

25

دایره اي از دو نقطه ي  و  گذشته و مرکز آن بر خط به معادله ي  قرار دارد.شعاع این دایره کدام است؟  83(0, 0)(3, 1)y = 2x

3
−−

√25
−−

√3
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 1
 شیب هر دو خط یک می باشند یعنی این دو خط موازیند یعنی دو ضلع مقابل یک مربع هستند و فاصله ي بین این دو، ضلع مربع را می دهد. 

  
x 3

2y =0-

x +1y =0-

-

(در محاسبه ي فاصله ي بین دو خط موازي حتماً ضرایب  و  در هر دو معادله ي خط باید یکسان باشند)

 ضلع مربع

 

براي محاسبه ي فاصله ي بین دو خط موازي به معادلات   و    از رابطه ي   استفاده می کنیم. 

 2

  

A

B C
H

براي پیدا کردن مختصات نقطۀ  کافی است معادلات خطوط اضلاع  و  را تلاقی دهیم. 

حال، معادلۀ ارتفاع  را با داشتن شیب و یک نقطه می نویسیم. 

 

سه خط داده شده را رسم می کنیم.   3

  

کوچک ترین ارتفاع مثلث  پاره خط  می باشد که معادله اش  است، زیرا اگر با دو خط  و  تشکیل دهیم، داریم:

یعنی مختصات نقطۀ  به  صورت  است، پس معادلۀ ارتفاع  به  صورت  است. 

شرط آنکه سه خط در یک نقطه همدیگر را قطع کنند آن است که محل تلاقی دو خط  در معادله ي خط سوم صدق کند.   4

xy

= d = = = =
|c − |c′

+a2 b2
− −−−−−

√

|1 − (− )|
3
2

1 + 1
− −−−−

√

5
2

2
−−

√

5

2 2
−−

√

= ( = ( =Sمربع ضلع )2 5

2 2
−−

√
)2 25

8

ax + by + c = 0ax + by + = 0c′d =
|c − |c′

+a2 b2
− −−−−−

√

BC : 2y + 3x = 6 → = − =mBC

3
2

− →−−−−−−−−−−−−−−
عمود است BC بر ضلع AH  ارتفاع

mAH

2
3

AABAC

{ x = − , y =
2y − x = 3
y − 2x = 5

− →−−
دستگاه 7

3
1
3

AH

A , = → y − = (x + ) → 3y − 1 = 2x +

∣

∣

∣
∣
∣

−
7
3
1
3

m
AH

2
3

1
3

2
3

7
3

14
3

9y − 3 = 6x + 14 → 9y − 6x = 17−→−
×3

y = 2x → , و x + y = 1
∣

∣
∣

0
0

∣

∣
∣

1
2

→ , →
∣

∣
∣

0
1

∣

∣
∣

1
0

ABCAHy =
2
3

x + y = 1y = 2x

{ ⇒ x = , y =
x + y = 1
y = 2x

1
3

2
3

AA

∣

∣

∣
∣
∣

1
3
2
3

AHy =
2
3

{ ⇒ x = a , y = −2a− y + 2x = 0
y + 3x = a
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 5

مختصات نقطه ي  در هیچ یک از معادلات دو خط صدق نمی کند پس نقطه  روي این دو خط قرار ندارد و چون این دو خط، موازي نیستند کافی است با این دو خط تشکیل دستگاه دهیم تا

مختصات نقطه ي  بدست آید. 

 A
M

B 

می دانیم نقطه ي  وسط پاره خط  قرار دارد یعنی:  

 

 6

A 3
5

B
3
2

α

α

شیب خط عبارت است از تانژانت زاویه اي که خط با سمت راست محور طول ها تشکیل می دهد.  

  : پس
α θ tan =θ m

tan = m-α

روش اول: هرگاه مختصات سه رأس یک مثلث را داشته باشیم می توانیم مساحت مثلث را از این رابطه حساب کنیم.   7

 

 روش دوم: ابتدا طول یکی از اضلاع مانند  را به دست می آوریم و آن را به عنوان قاعدة مثلث در نظر می گیریم. سپس با پیدا کردن معادلۀ ضلع  فاصلۀ  را تا این خط پیدا می کنیم تا

ارتفاع مثلث  معلوم شود و درنهایت مساحت مثلث به دست آید. 

 

    :معادله خط 

   

   

 

بهترین روش براي حل این تست رسم شکل است.  8

A −4a + + 5 = 0 ⇒ − 4a + 5 = 0
∣

∣
∣
a

−2a
− →−−−−−−−−−
2y+ax+5=0

صدق در خط سوم
a2 a2

Δ = − 4ac = 16 − 20 = −4 < 0 → ریشھ ی حقیقی ندارد → b2این سھ خط ھیچ گاه متقارب نیستند.

AA

B

{ → −17x = 17 ⇒ x = −1 , y = 4 ⇒ B
3

−2
2y − 3x = 11
3y + 4x = 8

∣

∣
∣
−1
4

MAB

= = = 3  , = = = 5x
M

+x
A

x
B

2
7 − 1

2
y
M

+y
A

y
B

2
6 + 4

2

tanα = −m = = = → m = −
مقابل

مجاور

2
3

5
3

2
5

2
5

S = | ( − ) + ( − ) + ( − )|
1
2
xA yB yC xB yC yA xC yA yB

= |2(0 − 2) + 3(2 − 5) + 0(5 − 0)| = | − 4 − 9 + 0| = = 6٫5
1
2

1
2

13
2

BCBCA

(AH)

B(3, 0) , C(0, 2) = = −mBC

2 − 0
0 − 3

2
3

BC y − 0 = − (x − 3)
2
3

⇒ y + x − 2 = 0
2
3

AH =
|5 + ( × 2) − 2|

2
3

(1 + ()2 2
3
)2

− −−−−−−−−
√

= = =
3 +

4
3

13
9

−−
√

13
3

13√

3

13
−−

√

BC = (3 − 0 + (0 − 2)2 )2
− −−−−−−−−−−−−−−−

√ = =9 + 4
− −−−−

√ 13
−−

√

S = BC ⋅ AH
1
2

= × × = = 6٫5
1
2

13
−−

√ 13
−−

√
13
2
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a

y

-3

3

=x 4
= x

y= x 3+

h

شیب هر دو خط  می باشد پس با هم موازیند و می دانیم براي محاسبه ي فاصله ي بین دو خط موازي به معادلات  و  9

 از رابطه ي  استفاده می کنیم (ضرایب  در هر دو معادله ي خط باید یکسان باشند). 

 

 10

سه نقطه ي  را در نظر می گیریم.

 شرط هم راستا بودن 

معادله ي خط نیمساز ناحیه ي اول و سوم  است که شیب آن یک می باشد و چون خط باید با نیمساز ناحیه ي اول و سوم موازي باشد پس شیب خط مطلوب  11

هم، یک می باشد. چون این خط ، نیمساز ناحیه ي دوم و چهارم  را در نقطه اي به طول  قطع می کند پس عرض آن  است. 

ابتدا شیب خط گذرنده از دو نقطه ي  و  را بدست می آوریم.   12

 

 13
 فاصله ي وسط یک قطر مربع از یکی از اضلاع آن برابر نصف ضلع مربع است.

  A

H

 

    (ضلع مربع)  مساحت مربع

توجه کنید فاصله ي نقطه ي     از خط به معادله ي  از رابطه ي  به دست می آید. 

 14

 

→ S = a × h = 3 × 4 = 12

3
−−

√ax + by + c = 0

ax + by + = 0c′d =
|c − |c′

+a2 b2
− −−−−−

√
y , x

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

y = x + 2 3x − y + 2 = 03
−−

√ − →−−

× 3√

3
−−

√ 3
−−

√

y − 3x + 6 = 0 → 3x − y − 6 = 03
−−

√ 3
−−

√

⇒ d = = = = = 1 + = 1 +
|2 − (−6)|3

−−
√

9 + 3
− −−−−

√

2 + 63
−−

√

12
−−

√

2( + 3)3
−−

√

2 3
−−

√

+ 33
−−

√

3
−−

√

3

3
−−

√
3
−−

√

A , B , C
∣

∣
∣
a

3
∣

∣
∣

6
4a + 1

∣

∣
∣

0
0

: = → = → =
−yA yB

−xA xB

−yB yC

−xB xC

3 − 4a − 1

a − 6

4a + 1

6 − 0

2 − 4a

a − 6

4a + 1

6

→ 4 + a − 24a − 6 = 12 − 24a → 4 + a − 18 = 0a2 a2

→ Δ = 1 − 4(4)(−18) = 289 → a = = 2 , −
−1 ± 17

8
9
4

y = x

(y = −x)x = 2y = −2

A ,m = 1 → y − (−2) = 1(x − 2) → y + 2 = x − 2 → y − x = −4∣
∣
2
−2

A
∣

∣
∣

2
− 1

B
∣

∣
∣

8
3

= = = = = −mAB

−yA yB
−xA xB

−1 − 3
2 − 8

−4
−6

2
3

−→−
عمود

mدستھ خط
3
2

= − = − → 4k = 3k + 3 → k = 3mدستھ خط
2k

k + 1
3
2

k = 3 4y + 6x − 2 = 0 2y + 3x = 1− →−−−−−−−
معادلھ ی دستھ خطوط

−→−
÷2

ضلع مربع =
20

5
−−

√
→ AH = نصف ضلع مربع = = →A , x − 2y + 5 = 0

∣

∣
∣

3
−1

|3 + 2 + 5|

1 + 4
− −−−−

√

10

5
−−

√

= ( = = 80
20

5
−−

√
)2 400

5
2=

A
∣

∣
∣
α

β
ax + by + c = 0AH =

|aα + bβ + c|

+a2 b2− −−−−−
√

2y + x = 6 → m = − , 2x − y = 7 → = 2
1
2

m′
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چون شیبها عکس و قرینه ي هم هستند این دو خط بر هم عمودند و نقطه ي  در معادله ي هیچ کدام از این دو خط صدق نمی کند پس می توان شکل را در این گونه
در نظر گرفت.

AD

C B

براي یافتن طول و عرض مستطیل کافی است فاصله ي نقطه ي  را از این دو خط بدست آوریم.  

توجه کنید فاصله ي نقطه ي     از خط به معادله ي  از رابطه ي  بدست می آید. 

 را در نظر می گیریم. ابتدا معادلۀ خطی را که از دو نقطۀ  و  می گذرد می نویسیم و سپس فاصلۀ نقطۀ

A

B
H

C
شکل فرضی   15

از خط را بدست می آوریم. 

   

  

از خط به معادلۀ  از رابطۀ  بدست می آید. توجه کنید فاصلۀ نقطۀ 

ابتدا محل برخورد این خطوط را با محورهاي مختصات پیدا می کنیم.    16

سپس با رسم این خطوط، مساحت مثلث را بدست می آوریم. 

A 2
0

2y =-x 4

B 2
0C 0-4

 17
 شکل فرضی زیر را در نظر می گیریم:

=0y

C 0
8B 0

2

A

M

_y2 =x 2=x 16y+2

_

خطوط  و  را تلاقی می دهیم تا مختصات نقطۀ  به دست آید.

    

    

. ابتدا معادلۀ خط گذرنده از  را می یابیم:  و   18

A

A

⇒ مساحت مستطیل = AD × AB = = 9٫6

A , x + 2y − 6 = 0 → AD = =
∣

∣
∣

8
5

|8 + 10 − 6|

1 + 4
− −−−−

√

12

5
−−

√

A , 2x − y − 7 = 0 → AB = =
∣

∣
∣

8
5

|16 − 5 − 7|

1 + 4
− −−−−

√

4

5
−−

√

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

48

5

A ∣
∣
α
β

ax + by + c = 0AH =
|aα + bβ + c|

+a2 b2− −−−−−
√

BC

A

BC : =
y − yB

x − xB

−yB yC

−xB xC
⇒ = = 1

y − 3
x − 7

3 + 2
7 − 2

⇒ y − 3 = x − 7 ⇒ x − y − 4 = 0

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

A
∣
∣
∣
1
5

x−y−4=0 ⇒ AH =
|1 − 5 − 4|

1 + 1
− −−−−

√
= × = 4

8

2√
2√

2√
2√

A
∣
∣
∣α
β

ax + by + c = 0AH =
|aα + bβ + c|

+a2 b2− −−−−−
√

y + x = 2 → {   ,  2y − x = 4 → {x = 0 → y = 2
y = 0 → x = 2

x = 0 → y = 2
y = 0 → x = −4

→ S = = 6
6 × 2

2

y + 2x = 162y − x = 2A

{×2 2y − x = 2
y + 2x = 16

→ 5y = 20 → y = 4, x = 6 → A
∣

∣
∣

6
4

BC Mوسط

∣

∣

∣
∣
∣
∣

+x
B

x
C

2
+y

B
y
C

2

→ M ,A
∣

∣
∣

3
0

∣

∣
∣

6
4

→ AM = (6 − 3 + (4 − 0)2 )2
− −−−−−−−−−−−−−−−

√ = = 59 + 16
− −−−−−

√

AA(2, 4)m = 3

12
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حال فاصلۀ نقطۀ  از خط فوق که  و  روي آن قرار دارند محاسبه می کنیم.  
این مقدار طول یا عرض مستطیل است.  

 

 قطر مستطیل  است آن را نیز محاسبه می کنیم: 

 

  

 و در آخر محیط مستطیل برابر است با: 

 

 19

محیط مثلث مدنظر  است پس طول هر ضلع آن  خواهد بود و از طرفی می دانیم در مثلث متساوي الاضلاع ارتفاع 

. ضلع است یعنی: 

 

پس باید فاصلۀ  تا  برابر با  باشد. دقت کنید  روي خط عمود بر  است.  

  

 معادلۀ خط گذرنده از  و  را می یابیم مختصات  و  را داریم.  

 

 پس  روي خط  است که می توان مختصات  را به صورت پارامتري  در نظر گرفت  را برابر با  قرار می دهیم.  

  

  

کافی است دو بار از قضیه ي تالس استفاده کنیم:  20

y − 4 = 3(x − 2) ⇒ y = 3x − 2

CAB

|CH | |CB| یا=
|y − 3x + 2|

1 + 9
− −−−−

√
= == =====

(−3,−1) | − 1 − 3(−3) + 2|

10
−−

√

10

10
−−

√
10
−−

√

AC

|AC | = = =( − + ( −x2 x1)2 y2 y1)2− −−−−−−−−−−−−−−−−−
√ (2 − (−3) + (4 − (−1))2 )2

− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
√ 50

−−
√

: A = A + BABC
Δ

C 2 B2 C 2 ⇒ 50 = A + 10B2 ⇒ |AB| = 40
−−

√

: 2 + 2 = 2 + 4 = محیط6 10
−−

√ 40
−−

√ 10
−−

√ 10
−−

√ 10
−−

√

= 3270
− −−

√ 30
−−

√30
−−

√
3
−−

√

2

AH = × =
3
−−

√

2
30
−−

√
90
−−

√

2

AH
90
−−

√

2
A3x − y = 5

⇒ y = 3x − 5 ⇒ m = 3 = −− →−−−−
عکس و قرینھ

m′ 1
3

AHH(2, 1)= −m′ 1
3

y − 1 = − (x − 2) ⇒ 3y + x = 5
1
3

A3y + x = 5A(α, )
5 − α

3
AH

90
−−

√

2

⇒ |AH | ⇒ (α − 2 + ( =)2 − 1
5 − α

3
  

( )
2−α

3

)2 90
4

⇒ (α − 2 (1 + ) =)2 1
9

90
4

⇒ (α − 2 =)2 81
4

⇒ α − 2 = ±
9
2

⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

α = ⇒ A( , − )
13
2

13
2

1
2

α = − ⇒
5
2

در گزینۀ ھا نیست.
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M

E

B

CD

A

x

3

7
 

   

 

در نتیجه:    
 21

از قضیه تالس به صورت زیر استفاده می کنیم.

  

A B

M N
CD P

ابتدا با رابطۀ فیثاغورس اندازة  را به دست می آوریم.   22

3 1

2
x

A

A
1

1 2

B

O
B

 

  

 23

    

 24

 بعد از رسم شکل عمود  را بر  رسم میکنیم. در این صورت  مستطیل و مثلث  قائمالزاویه است و 

 میانه وارد بر وتر است بنابراین مثلثهاي  و  و  متساويالساقین هستند باتوجه به شکل داریم.

 

H

D

R34

K

B
R

R
1

y
R

R

56
x

90-x

A
x

-x90

O

 25
ابتدا شکل مسأله را رسم می کنیم:

A

BC
MH

6 3 5

 

  

  

⇒ =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

M C : BE ∥AC =A
Δ

−→−
تالس ME

AE

MB

BC

M C : AB ∥CD =D
Δ

−→−
تالس MA

AD

MB

BC

ME

AE

MA

AD

⇒ = ⇒ 7x = 3x + 9 ⇒ 4x = 9 ⇒ x = 2٫25
x

3
x + 3

7
MD = 2٫25 + 3 + 7 = 12٫25

⇒ =
BN ∥AD =−→−

تالس
MN

AM

BM

MD

AB ∥DP =−→−
تالس

BM

MD

AM

MP

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪

MN

AM

AM

MP

⇒ A = MN × MPM 2

OB

OB = =4 − 1
− −−−−

√ 3
−−

√

}⇒ ∼
=O1

^ O2
^

=Â B̂
AOA′

Δ

OBB′
Δ

⇒ = = ⇒ = ⇒ x =
AA′

BB′

OA′

OB′

AO

OB

x

2
1

3
−−

√

2 3
−−

√

3

AM ∥DN =− →−−−
قضیھ تالس AB

AD

BM

MN

AM ∥EN =− →−−−
قضیھ تالس AE

AC

MN

MC

⎫

⎭
⎬
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪
× = × = 1− →−−−−−

BM=MC AB

AD

AE

AC

BM

MN

MN

MC
⇒ AB × AE = AD × AC ⇒ =

AD

AE

AB

AC
=− →−−−

=
AB

AC

2
3 AD

AE

2
3

OKBDOHDKOBK

AKOAKAKBAKD

} ⇒ x + 34 − 56 = 0x + y + 56 = 180
y + 2x + 34 = 180
⇒ x = 22

x + y + 56 = 180 y = 102− →−−
x=22

: (AC + (AB = (BCABC
Δ

)2 )2 )2 → 36 + 45 = (BC → 81 = (BC)2 )2 → BC = 9 → BM = CM = 4٫5

: (AB = BH ⋅ BCمی دانیم )2 → 45 = 9BH → BH = 5 → MH = 0٫5

14
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9

6
5 7

  

 26

چون دو مثلث قابل انطباق نمی باشند یعنی دو مثلث مساوي نیستند و در نتیجه در دو مثلث، اضلاع به طول  نمی توانند متشابه باشند اگر فرض کنیم  است یکی از این دو حالت رخ می دهد. 

که بیشترین محیط برابر است.

 

S

S

a

b

h

h ba +
2

1

2
اندازة پاره خطی که وسط هاي دو ساق ذوذنقه را به هم وصل می کند برابر میانگین دو قاعده است.  27

    

 یعنی نسبت قاعده هاي ذوذنقه،  به  است. 

دو مثلث با یکدیگر متشابه هستند و اگر مساحت مثلث بزرگ تر را  و مساحت مثلث کوچک تر را  بنامیم، داریم:   28

چون بیشترین مقدار ممکن براي عدد  را می خواهیم، لذا  با بزرگ ترین ضلع از مثلث دوم متناسب است. حالات زیر را در نظر می گیریم:   29

 

غیر قابل قبول  

بنابراین بیشترین مقدار  برابر با  می باشد.

 30
می دانیم اگر در یک ذوزنقه خطی موازي دو قاعده رسم شود طول پاره خط رسم شده از این رابطه به دست می آید:

m

n
x

a

b

  

  

بنابر فرض تست شکل زیر را خواهیم داشت.  31
M

A

D C

B
4

6

9

5

 
 محیط 

SABC

SAMH

=

( )(h)(BC)
1
2

( )(h)(MH)
1
2

= = 18
9

0٫5

3a > b

= = → a = , b = 3 + + = 9
3
4

a

5
b

3
15
4

9
4

→ محیط =
9
4

15
4

= = → a = , b = 3 + + = 7٫2
3
5

a

4
b

3
12
5

9
5

→ محیط =
12
5

9
5

9

=
S1

S2

1
2

→

(a + )(h)( )
a + b

2
1
2

(b + )(h)( )
a + b

2
1
2

= → =
1
2

3a + b

2
3b + a

2

1
2

→ =
3a + b

3b + a

1
2

→ 6a + 2b = 3b + a → 5a = b

15

SS ′

→ = → = ( =
S

S ′
K 2
 

نسبت تشابھ

S

S ′

9
6

)2 9
4

= − 1 = − 1 = = 1٫25
مساحت محدود بھ دو مثلث

مساحت مثلث کوچک تر
S − S ′

S ′
= ===

تفکیک S

S ′

9
4

5
4

aa

b < 7 < 9 ⇒ = = ⇒ a = , b =
a

9
5
7

4
b

45
7

28
5

7 < b < 9 ⇒ = = ⇒ a = , b =
a

9
5
b

4
7

36
7

35
4

7 < 9 < b ⇒ = = ⇒
a

b

5
9

4
7

a
45
7

→ x =
mb + na

m + n

: MN پس=
(2 × 12) + (3 × 7)

2 + 3
= = 9

45
5

AB∥DC ⇒ = = =
MA

MD

AB

DC

MB

MC

4
9

= = ⇒ MA = 4
MA

MD

4
9

− →−−−−−
تفضیل در مخرج MA

5
4
5

= = ⇒ MB = = 4٫8
MB

MC

4
9

− →−−−−−
تفضیل در مخرج MB

6
4
5

24
5

= MA + MB + AB = 4 + 4 + 4٫8 = 12٫8MAB
Δ
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 32

M

PB C

H
A

D E

 

 

  

 33
BAشکل مسئله را رسم می کنیم: 

D C
H

17

15

  

 اکنون می خواهیم بدانیم این عدد چقدر از  بیشتر است پس: 

  

شکل مقابل را در نظر بگیرید:     34

9D

BA

C

7 5
4

M
x y

 

  

 

 35

M N

Q P

O
A B

 

از طرفی چون  پس داریم: 

∼ → = ( = ( =PEC
Δ

APB
Δ

S
PEC

Δ

S
APB

Δ

PC

PB
)2 2

3
)2 4

9

∼ → = ( = ( = ( =ADE
Δ

APB
Δ

S
APE

Δ

S
APB

Δ

DE

BP
)2 BC

BP
)2 1

3
)2 1

9

→ =
= × DM × HES

DEM
Δ

1
2

= BD × HE = 2DM × HESDECB

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
S
DEM

Δ

1
4
SDECB

= ( − − ) = ( − − ) = ( ) =S
DEM

Δ

1
4

S
ABP

Δ S
ADE

Δ S
ECP

Δ

1
4

S
ABP

Δ

1
9
S
ABP

Δ

4
9
S
ABP

Δ

1
4

4
9
S
ABP

Δ

1
9
S
ABP

Δ

→ =

S
DEM

Δ

S
ABP

Δ

1
9

(AB = BH ⋅ BD)2 → 289 = 15BD → BD =
289
15

19

− 19
289
15

=
289 − 285

15
=

4
15

AB||CD− →−−−
جزء بھ کل x

7 + x
= =

y

5 + y

4
9

→

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

= → 9x = 4x + 28 → x =
x

7 + x

4
9

28
5

= → 9y = 20 + 4y → y = 4
y

5 + y

4
9

MAB = x + y + محیط مثلث4 = + 4 + 4 = = 13٫6
28
5

68
5

M Q = AO ∥ PQP
Δ

⇒ تالس : = (1)
AO

PQ

MA

MQ

P Q = OB ∥ PQN
Δ

⇒ تالس : = (2)
OB

PQ

NB

NP

PQ ∥ AB ∥ MN

= (3) ⇒ (1), (2), (3) ⇒ = ⇒ AO = OB ⇒ = 1
AM

MQ

NB

NP

AO

PQ

BO

PQ

AO

OB
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 36

ابتدا ثابت می کنیم دو مثلث  و  همنهشت هستند:

 

A

E

C
D

B

M

600

600 600

x

 37
شکل مسئله را رسم می کنیم: 

 

A

B

D

C
M

4

7

6

   

 38

3
4

h1
2h

B C

A

H
5

دو مثلث  و  متشابه هستند (دو زاویۀ مساوي) بنابراین نسبت تشابه آن ها همان نسبت ارتفاع ها است. 

  

 39

: از طرفی می دانیم

 

62/501000

37/
50 160020

0
600

A

B
C

D  

  

نکته: مجموع زوایاي داخلی هر  ضلعی برابر  می باشد.

می دانیم  که میانۀ وارد بر وتر نصف وتر است. داریم:   40

ACDABE

, : CD = AE , AC = AB , = = ⇒ =ACD
Δ

ABE
Δ

Ĉ Â 1200
D̂ Ê

= + M E = + C D = + C D =x̂ Ê Â Ê Â D̂ Â 60∘

AM ||DC → =
BA

BD

BM

BC
→ = =

4
BD

3٫5
7

1
2

→ BD = 8

ABCAHC

k =
h1

h2
= =

BC

AC

5
4

→ =
h2

h1

4
5

= = = = x →
Â

3
B̂

4
Ĉ

5
5D̂
12

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

= 3xÂ

= 4xB̂

= 5xĈ

= xD̂
12
5

+ + + = (4 − 2) × =Â B̂ Ĉ D̂ 180∘ 360∘

→ 3x + 4x + 5x + x = → x =
12
5

360∘ 25∘

→

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

=Â 75∘

=B̂ 100∘

=Ĉ 125∘

=D̂ 60∘

n(n − 2) × 180∘
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B H M

A

12
C

C
0

C  

  

 

مطابق شکل داریم:   41

A

BC

NM

ED

A

BC

NM

H K

 42
روش اول: 

 

A

D E
F G

B C

طبق قضیۀ تالس  و  است. 

     

روش دوم: 

نسبت مساحت هاي محصور بین خطوط موازي،  به  به  به  به  به ... است پس طبق این توضیح، خواستۀ مسئله برابر  است. 

 43
شکل مقابل را در نظر بگیرید: 

B D

A

E

C

2 6

1
2

αα

  

 

  بنابراین دو مثلث  و  در حالت دو زاویۀ مساوي با هم متشابه هستند و می دانیم که نسبت مثلث ها برابر مجذور نسبت تشابه است.  

  

A H : A H = − =M
Δ

M̂ 90∘ 12∘ 78∘

MA = MC ⇒ M C =Â Ĉ

⇒ A H = 2 = ⇒ = , = − =M̂ Ĉ 78∘
Ĉ 39∘

B̂ 90∘ 39∘ 51∘

PB = PD , CQ = EQ

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

: CM ⇒ = ⇒ = 2 (1)BDC
Δ

میانھ S
MDC

Δ S
MCB

Δ S
BCD

Δ S
MCB

Δ

: BN ⇒ = ⇒ = 2 (2)BEC
Δ

میانھ S
BNE

Δ S
BNC

Δ S
BEC

Δ S
BNC

Δ

: AN = BN , AM = MC ⇒ =ABC
Δ AN

NB

AM

MC
⇒ MN ∥ BC ⇒ MH = NK

⇒ = = MH × BC = NK × BC (3)S
MBC

Δ S
NBC

Δ

1
2

1
2

(1) , (2) , (3) ⇒ =S
BCD

Δ S
BEC

Δ

=
DE

BC

1
3

=
FG

BC

2
3

SADE

SFGCB

=

( )(h)(DE)
1
2

( )(h)(FG + BC)
1
2

=
DE

FG + BC
=

BC
1
3

BC + BC
2
3

=

BC
1
3

BC
5
3

=
1
5

13579
1
5

→ {CD = CE → = =Ê D1
^ D2

^

= = αBAD^ EAC^

ABDACE

= (

S
ABD

Δ

S
ACE

Δ

AB

AC
)2 = (

2

6
−−

√
)2 = ( = =

2

6
−−

√
)2 4

6
2
3

18
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از قضیۀ عکس تالس کمک می گیریم:   44

 

 تساوي اول را حل می کنیم که ساده تر است. 

  

 براي ساده تر بودن محاسبات از جزء به جزء استفاده می کنیم: 

  

 

دو مثلث  و  متشابه هستند، پس نسبت مساحت هاي آنها برابر با مجذور نسبت تشابه است.   45

  H

D
B C

A
2

3

   

 46

 

اکنون در مثلث  قضیه کسینوس ها را به کار می بریم: 

A

B

600

600
C D

EF  

 47

 مطابق شکل  و  نیمساز زوایاي  و  هستند.

300

30
0

300

30

0

30

0

600 600 300

A B

CD MH

a

b

a

a

a

داریم: 

BC ||EF = =− →−−−
جزء بھ کل 4

4 + y

x + 1
y + x + 1

y2

+ 5 − xy2

4y + 4x + 4 = 4x + 4 + xy + y− →−−−−−
طرفین وسطین

⇒ 3y = xy ⇒ x = 3

⇒ =
4
y

y2

5 − x
8 =−→−

x=3
y3 ⇒ y = 2

: y − 2x = 2 − 2(3) = بنابراین4−

ABDHDC

(BC = (AB + (AC = 3 + 4 = 7)2 )2 )2 → BC = 7
−−

√

(AC = BC × DC)2 → 4 = × DC7
−−

√ → DC =
4

7
−−

√

= (

S
H CD

Δ

S
A DB

Δ

DC

AB
)2 = (

4

7√

3
−−

√
)2 = (

4

21
−−

√
)2 =

16
21

A B = − ( + + ) =Ĉ 360∘ 60∘ 60∘ 90∘ 150∘

ABC
Δ

A = A + B − 2AC × BC × cosB2 C 2 C 2 150∘

→ A = 4 + 4 − 2 × 4 × 4 × (− ) = 8 + 4B2
3
−−

√

2
3
−−

√

→ AB = = = +8 + 4 3
−−

√
− −−−−−−−

√ ( + )6
−−

√ 2
−−

√
2− −−−−−−−−−−

√ 6
−−

√ 2
−−

√

MAMBAB

A M : DM = AD = a , B C : BC = MC = a ⇒ DC = b = 2aD
Δ

M
Δ

= a + b + a + 2a = 4a + b = 4a + 2a = 12 ⇒ a = 2 , CD = 4ABCD محیط 3
−−

√ 3
−−

√ 3
−−

√

⇒ AH = a = × 2 = 3A MD
Δ

متساوی الاضلاع
3
−−

√

2

3
−−

√

2
3
−−

√

= AH × DC = 3 × 4 = 12SABCD 3
−−

√ 3
−−

√
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 48

 

     

    

 

 49

از طرفی می دانیم جمع زوایاي داخلی هر  ضلعی محدّب برابر  است: 

 

 مطابق شکل واضح است زاویۀ بین نیم سازهاي رئوس  و  برابر  می باشد.
40̊

30̊

A

B

D

C

چون زاویۀ حاده خواسته شده پس زاویۀ حادة  برابر  می باشد.
 50

 

h x3A B

0

y3

y2

x5
D C

از طرفی مثلث هاي    و    ارتفاع یکسان  دارند پس: 

دو مثلث  و  متشابه هستند.   51

    

   

 دو مثلث  و  متشابه هستند. 

    

: {AHC
Δ =Ĥ 90∘

=Â 45∘
}− →−−

از طرفی =C1
^ 45∘

AC = 8
⇒ A = 2AC 2 H 2 ⇒ AH = 4 2

−−
√ ⇒ HB = 8 − 4 2

−−
√

}− →−−
از طرفی =B1

^ 45∘

=O1
^ 45∘

⇒ OHB
Δ

متساوی الساقین ⇒ =OHB
Δ BH × OH

2
⇒ =SOBH

(8 − 4 )(8 − 4 )2
−−

√ 2
−−

√

2

= 48 − 32 = 16(3 − 2 ) ×2
−−

√ 2
−−

√
3 + 2 2

−−
√

3 + 2 2
−−

√
=

16

3 + 2 2
−−

√

= = = t ⇒
A

4
B

3
C + D

11

⎧

⎩
⎨

A = 4t
B = 3t
C + D = 11t

4360∘

A + B + C + D = 360 ⇒ 4t + 3t + 11t = 360 ⇒ 18t = 360 ⇒ t = 20 ⇒ {A = 4t = 80∘

B = 3t = 60∘

BCO = 180 − (40 − 30) = 110∘

O− =180∘ 110∘ 70∘

AB||DC = = ⇒ {−→−
تالس AB

DC

OB

OC

3
5

OB = 3y
OC = 5y

O BA
Δ

A CB
Δ

h

= ⇒

S
O BA

Δ

S
A CB

Δ

3
2

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

= 3SS
O BA

Δ

2S = × 3x × h ⇒ xh =S
A CB

Δ

1
2

4S
3

= × h = 4xh = 4 × =Sذوزنقھ
8x
2

4s
3

16s
3

= =

S
O CA

Δ

Sذوزنقھ

5s
16s

3

15
16

OCDOEF

=
CD

EF

OD

OE
→ =

y

1
4
y

→ = 4 → y = 2y2

=
CD

EF

OC

OF
→ =

2
1

OC

3
→ OC = 6

OCDOAB

=
OD

OB

CD

AB
→ =

4
4 + x

y

2x
→ =

4
4 + x

2
2x

→ 8 + 2x = 8x → x =
4
3
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   :از طرفی

 52

A

B

C

2

2

1

  

 53

A B

CD

EF

a

P

x

x3

5
2 a

 54

 قطر دایره از مرکز دایره می گذرد پس مختصات مرکز به صورت  می باشد. (زیرا معادله قطر دایره به صورت  می باشد)

  
C

B A

-

3

2

0
1 0

α
α

 

   بنابراین

خطی که در نقطه ي تماس، بر خط مماس بر دایره عمود شود از مرکز دایره می گذرد.   55

اکنون کافی است که مختصات مرکز دایره   را در خط به معادله ي   صدق دهیم. 

معادله ي دایره در حالت گسترده به صورت  است. این سه نقطه را در معادله ي دایره صدق می دهیم.   56

 

، شعاع دایره برابر است با: حال با معلوم بودن مقادیر  و  و 

CD||AB → =
OD

DB

OC

AC
→ = → AC = 2

4
4
3

6
AC

AB = AC = 2
= 360 − (90 + 60 + 60) = 360 − (210)Â1

= AB × AC × sin = × 2 × 2 × = 1S
ABC

Δ

1
2

150∘ 1
2

1
2

= ⇒ AB = CD
DC

AB

5
2

2
5

: PF ∥ CD ⇒ = = ⇒ PF = (1)ADC
Δ PF

CD

x

4x
1
4

CD

4

: PE ∥ AB ⇒ = = = =ABC
Δ PE

AB

CE

CB

DF

AD

3x
4x

3
4

⇒ PE = AB = × CD
3
4

3
4

2
5

PE = CD (2)
3

10

(1) + (2) ⇒ PE + PF = EF = + CD = CD
CD

4
3

10
11
20

C
∣

∣
∣
α

α − 2
y = x − 2

R = AC = , R = BC =+(3 − α)
2

(−α + 2)
2− −−−−−−−−−−−−−−−−

√ +α2 (−α + 3)
2− −−−−−−−−−−−−

√

⇒ =+(3 − α)
2

(−α + 2)
2− −−−−−−−−−−−−−−−−

√ +α2 (−α + 3)
2− −−−−−−−−−−−−

√

9 − 6α + + − 4α + 4 = + − 6α + 9 ⇒ −4α = −4 ⇒ α = 1−→−
توان2

α2 α2 α2 α2

: R = AC = == ===
α=1

+(3 − 1)
2

(−1 + 2)
2− −−−−−−−−−−−−−−−−

√ 4 + 1
− −−−−

√ 5
−−

√

= 0 → 2x − 2 = 0 → x = 1 , = 0 → 2y + 1 = 0 → y = −f ′
x f ′

y

1
2

C
∣

∣

∣
∣

1

−
1
2

3x + 2y = a

3(1) + 2(− ) = a → 3 − 1 = a → a = 2
1
2

+ + ax + by + c = 0x2 y2

A  c = 0
∣

∣
∣

0
0

−→−
صدق

a = 0 , b = −5
B  4 + 16 − 2a + 4b = 0∣

∣
∣
−2
4

−→−
صدق

C  4 + 1 + 2a + b = 0∣

∣
∣

2
1

−→−
صدق

⎫

⎭
⎬

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪
−→

abc
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 57

معادله ي دایره 

ها را در دو نقطه به طولهاي  چون مرکز دایره بر روي نیمساز ربع اول  قرار دارد، بنابراین مختصات آن به صورت   است. و چون دایره محور   58

قطع کرده است، پس نقاط   و   روي دایره قرار دارند و فاصله ي هر کدام از این نقاط از مرکز دایره، برابر شعاع دایره است.  و 

 

از روش شکل، مشخص است که مرکز دایره نقطه ي   بوده و شعاع دایره برابر   است.  

 

y

x
21 3

y = x

55
2

نقطه ي داده شده روي دایره در ناحیه ي چهارم است و می دانیم مرکز دایره اي که در ناحیه ي چهارم بر محورهاي مختصات مماس است به صورت   59

است. 

 

- مرکز دایره اي که در ربع اول بر محورهاي مختصات مماس است، نقطه ي   است.   60

- مرکز دایره اي که در ربع دوم بر محورهاي مختصات مماس است، نقطه ي    است. 

- مرکز دایره اي که در ربع سوم بر محورهاي مختصات مماس است، نقطه ي    است. 

- مرکز دایره اي که در ربع چهارم بر محورهاي مختصات مماس است، نقطه ي    است. 

که  شعاع دایره است. 

از نقطه ي داده شده روي دایره متوجه می شویم دایره در ناحیه ي دوم بر هر دو محور مختصات مماس است پس مرکز آن  است. 

 

 

 61

می دانیم قائم بر دایره از مرکز دایره می گذرد بنابراین مرکز دایره ي  نقطه ي  است.

= = = → R = = 2٫5R2 + − 4ca2 b2

4
0 + 25 − 0

4
25
4

5
2

AM = 2OM → = 2 → + = 4 + 4+(x − 3)
2

(y − 6)
2− −−−−−−−−−−−−−−−

√ +x2 y2
− −−−−−

√ (x − 3)
2

(y − 6)
2

x2 y2

→ + 9 − 6x + + 36 − 12y = 4 + 4 → 3 + 3 + 6x + 12y − 45 = 0x2 y2 x2 y2 x2 y2

→ + + 2x + 4y − 15 = 0 :x2 y2

= = = = 20 → R = = 2R2 + − 4ca2 b2

4
4 + 16 + 60

4
80
4

20
−−

√ 5
−−

√

بزرگترین وتر→ = قطر = 4 5
−−

√

(y = x)C
∣

∣
∣
α

α
x1

3A
∣

∣
∣

1
0

B
∣

∣
∣

3
0

R = AC = , R = BC =+(1 − α)
2

α2
− −−−−−−−−−−

√ +(3 − α)
2

α2
− −−−−−−−−−−

√

→ = → + = ++(1 − α)
2

α2
− −−−−−−−−−−

√ +(3 − α)
2

α2
− −−−−−−−−−−

√ (1 − α)
2

α2 (3 − α)
2

α2

→ 1 + − 2α = 9 + − 6α → 4α = 8 → α = 2 → R = BC = =α2 α2 1 + 4
− −−−−

√ 5
−−

√
∣

∣
∣

2
2

5
−−

√

C
∣

∣
∣
R

−R

+ = → + = + =(x − α)2 (y − β)2 R2 (x − R)2 (y + R)2 R2 − →−−
صدق

∣

∣
∣

1
−2

(1 − R)
2

(−2 + R)
2

R2

→ 1 + − 2R + 4 + − 4R = → − 6R + 5 = 0 → (R − 1) (R − 5) = 0R2 R2 R2 R2

→ R = 1 , R = 5
1(R,R)

2(−R,R)

3(−R, −R)

4(R, −R)

R

C
∣

∣
∣
−R

R

+ = ⇒ + = + =(x − α)2 (y − β)2 R2 (x + R)2 (y − R)2 R2 − →−−
صدق

∣
∣
∣

−1
2

(−1 + R)
2

(2 − R)
2

R2

⇒ 1 − 2R + + 4 − 4R + = ⇒ − 6R + 5 = 0R2 R2 R2 R2

⇒ (R − 1)(R − 5) = 0{
R = 1
R = 5 ⇒ = قطر دایره بزرگتر10

+ − 4x + 2y − 4 = 0 → { →x2 y2 = 0 → 2x − 4 = 0 → x = 2f ′
x

= 0 → 2y + 2 = 0 → y = −1f ′
y

C ′ ∣

∣
∣

2
−1

= = = = 9 → = 3R′2 + − 4ca2 b2

4
16 + 4 + 16

4
36
4

R′

CC
∣

∣
∣

8
7
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 : شرط مماس خارج

قطر کوچک یعنی  برابر  است پس  است.   62

   

   

 

 63
  

فاصله مرکز دایره تا خط مماس بر دایره، نشان دهنده شعاع دایره می باشد. 

 

 

:معادله ي دایره   

توجه کنید فاصله ي نقطه ي  از خط به معادله ي  از رابطه ي  به دست می آید. 

در ابتدا باید فاصلۀ مرکز دایره تا خط داده شده را به دست آوریم.   64

A

R

C
1_
4

H 7 y =_2x 3 +1 0

  

  

  

 

 توجه کنید فاصلۀ نقطۀ  از خط به معادلۀ  از رابطۀ  به دست می آید.

معادله ي دایره در حالت گسترده به  صورت  است این سه نقطه را در معادله ي دایره صدق می دهیم.   65

  

C = R + → = R + 3 → = R + 3C ′ R′ +(8 − 2)
2

(7 + 1)
2− −−−−−−−−−−−−−−−

√ 36 + 64
− −−−−−−

√

→ 10 = R + 3 → R = 7

2b6b = 3
⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

F
∣

∣
∣

2
7

F ′ ∣

∣
∣

2
−1

→ F = 2cF ′ → 8 = 2c ⇒ c = 4

= −c2 a2 b2 → 16 = − 9a2 → = 25a2 → a = 5

e =
c

a
= = 0٫8

4
5

R = CH = = × =
|2 + 1 − 1|

1 + 1
− −−−−

√

2

2
−−

√

2
−−

√

2
−−

√
2
−−

√

+ = → + = 2 + 1 = 2(x − α)2 (y − β)2 R2 (x − 2)
2

(y + 1)
2

−→−
y=0

(x − 2)
2

→ = 1 → {(x − 2)
2 x − 2 = 1 → x = 3

x − 2 = −1 → x = 1

A
∣

∣
∣
α

β
ax + by + c = 0AH =

|aα + bβ + c|

+a2 b2
− −−−−−

√

⇒ CH =
| − 2 − 12 + 1|

4 + 9
− −−−−

√
= × =

13

13
−−

√

13
−−

√

13
−−

√
13
−−

√

: = (AH + (CHACH
△

R2 )2 )2 → = 7 + 13 = 20R2 → R = 2 5
−−

√

پس:

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

C
∣

∣
∣
−1
 4

:

:

α

β

R = 2 5
−−

√
(x + 1 + (y − 4 = 20− →−−−−−−−−−−−

(x−α +(y−β =) 2 ) 2 R2

)2 )2 (x + 1 + 4 = 20− →−−
y=2

)2

→ (x + 1 = 16)2 → { x + 1 = 4 → x = 3
x + 1 = −4 → x = −5

A
∣

∣
∣
α

β
ax + by + c = 0AH =

|aα + bβ + c|

+a2 b2− −−−−−
√

+ + ax + by + c = 0x2 y2

A  c = 0
∣

∣
∣

0
0

−→−
صدق

a = −3 , b = 1
B  4 + 1 + 2a + b = 0 ⇒ 2a + b = −5

∣

∣
∣

2
1

−→−
صدق

C  1 + 4 + a − 2b = 0 ⇒ a − 2b = −5
∣

∣
∣

1
−2

−→−
صدق

⎫

⎭
⎬

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪
− →−−

دستگاه

23

بی نام

معین کرمی

https://t.me/mrkonkori


اگر دو دایره به مراکز  و  و شعاعهاي  و  مماس خارج باشند  است.  66

 : شرط مماس خارج

سؤال، اندازه ي وتر کانونی  را خواسته است.   67

 

مقطع قاعدة منشور مطابق شکل می باشد:   68

A B

D C

4

4
 

  

  ارتفاع  مساحت قاعده  حجم منشور

حجم کره همان حجم افزایش یافته ي مایع درون استوانه است. پس:    69

 70

 یال قائم  ارتفاع منشور  ارتفاع استوانه اي  در منشور

مساحت دایرة محاطی شش ضلعی منتظم به طول ضلع   مساحت قاعدة استوانه محاط در منشور

، شعاع دایره محاط در شش ضلعی منتظم می باشد. مطابق شکل، 

A BH

O

 

  

 71

 
O

O

O

5

3

´́

´

 

 

  

= = =  ⇒ R =R2 + − 4ca2 b2

4
9 + 1 − 0

4
10
4

1
2

10
−−

√

CC ′RR′C = R +C ′ R′

+ − 2x + 4y + 1 = 0 ⇒ { ⇒x2 y2 = 0 → 2x − 2 = 0 → x = 1f
′
x

= 0 → 2y + 4 = 0 → y = −2f
′
y

C ′ ∣

∣
∣

1
−2

R = + − c = 1 + 4 − 1 = 4 → = 2′2
α2 β2 R′

C = R + → = R + 2 → = R + 2 → R = 3C ′ R′ +(−2 − 1)
2

(2 + 2)
2− −−−−−−−−−−−−−−−−

√ 9 + 16
− −−−−−

√

(MN = )
2b2

a

16 + 5 − 10x = 75 → 16 + 5( − 2x) = 75 → 16 + 5( − 1) = 75y2 x2 y2 x2 y2 (x − 1)
2

→ 16 + 5 = 80 → + = 1 → {y2 (x − 1)
2 y2

5
(x − 1)

2

16
= 16 → a = 4a2

= 5b2

MN = = = = 2٫5
2b2

a

2(5)

4
5
2

DB = 2 × 4 = 8 , AB = AD ⇒ AB = × 8 = 4
2
−−

√

2
2
−−

√

⇒ = A = = 32SABCD B2 (4 )2
−−

√
2

: × 6 = 32 × 6 = 192SABCD×=

= π (Δh) = π × × = πVکره r2 42 2
3

32
3

= π = π → = 8 → R = 2 کرهVشعاع کره
4
3

R3 32
3

R3

= 4π = 4π × = 16πSکره R2 22

= 7٫5==b

4=

OH

: 4 ⇒ OH = × 4 = 2OAB
Δ

مثلث متساوی الاضلاع بھ ضلع
3
−−

√

2
3
−−

√

S = π × O = π = 12πدایره H 2 (2 )3
−−

√
2

= 12π × 7٫5 = 90πحجم استوانھ

= ( = ( =
S ′oدایره بھ مرکز

Soدایره بھ مرکز

o′′o′

oo′′
)2 2

5
)2 4

25
1

= π(4 = 16πSoدایره بھ مرکز )2

: = × 16 π = = 2٫56π1 Soدایره بھ مرکز
4

25
64π
25

= − = 16π − 2٫56π = 13٫44πمساحت مقطع از برخورد صفحھ Soدایره بھ مرکز S ′oدایره بھ مرکز
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 72

 

 پس شعاع دایرة خواسته شده باید  باشد یعنی  از رسم شکل کمک می گیریم. 

با توجه به شکل  است و داریم: 

 

در معادله ي گسترده ي دایره ضرایب  با هم برابر اند پس:   73

          

 

  

پس فقط  قابل قبول است. 

چون دایره از نقاط  می گذرد پس مرکز دایره روي عمودمنصف پاره خط  یا همان محور   ها قرار دارد پس مختصات مرکز دایره   74

است.

 

2

β

2
1
0

0
00

H
AB

C

y 1=-

 

   

   پس 

قائم بر دایره از مرکز دایره می گذرد پس  می باشد.   75
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0 H

-

=1-

 

 توجه کنید فاصله ي نقطه ي  از خط به معادله ي  از رابطه ي  به دست میآید. 
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؛ از طرفی   

چون  است دو دایره مماس خارج هستند.

فاصله ي مرکز دایره تا خط  (نیم ساز ناحیه ي اول) شعاع دایره را می دهد.  77

2C 0

x-
y =

H
0

حال با داشتن مرکز دایره و شعاع دایره، معادله ي آن را می نویسیم. 

 

توجه کنید فاصله ي نقطه ي  از خط به معادله ي  از رابطه ي  به دست می آید.

 78

 

   از طرفی

چون  است پس دو دایره مماس داخل هستند.

معادله ي دایره در حالت استاندارد به صورت  است، با داشتن مرکز و شعاع هر دو دایره، معادلات آن ها را می نویسیم.   79

براي پیدا کردن معادله ي وتر مشترك بین دو دایره، کافی است که جملات از درجه ي دوم را بین آن ها حذف کنیم. 

کافی است معادله گسترده دایره یعنی  را بنویسیم و این نقاط را در معادله دایره صدق دهیم.  80
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 81
شکل مسأله به صورت مقابل می باشد. 

  
C

B A 1
2

a
a2

-1
4

 

فاصله ي مرکز دایره تا خط مماس بر دایره برابر شعاع دایره است.   82

 

C

H

  

  

  

 :بنابراین 

توجه کنید فاصله ي نقطه ي  از خط به معادله ي  از رابطه ي  به دست می آید. 

چون مرکز دایره روي خط به معادله ي  قرار دارد بنابراین می توان مرکز دایره را به صورت  در نظر گرفت.   83
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معین کرمی

، تشکیل جامعه ي جدیدي داده اند. اگر میانگین ، با جامعه ي دیگري به اندازه ي  و واریانس  یک جامعه با اندازه ي  و واریانس   1
این دو جامعه یکسان باشد، انحراف معیار جامعه ي جدید، کدام است؟

1212٫6247٫2

2٫933٫13٫2

، برابر  می باشد. ، برابر صفر است و مجموع مجذورات اختلاف داده ها از عدد  در  داده ي آماري، مجموع اختلافات داده ها از عدد   2
ضریب تغییرات این داده ها، کدام است؟

501212450

0٫20٫250٫30٫35

،  داده هاي کم تر از چارك اول و بیش تر از چارك سوم را حذف کنید. ضریب  ،  ،  ،  ،  ،  ،  ،  ،  ،  ، در داده هاي آماري   3
تغییرات داده هاي باقی مانده کدام است؟

1312121198866433

0٫150٫170٫210٫25

در کدام مورد، عمل سرشماري انجام نشده است؟  4

نمونه برابر جامعه ي آماري تمام افراد جامعه مورد مطالعه قرار گیرد.

نمونه، زیرمجموعه ي محض جامعه ي آماري اندازه ي نمونه برابر اندازه ي جامعه

اگر میانگین  داده ي آماري  برابر  باشد، میانه کدام است؟  51016, 9, 17, 13, 10,a, 10, 17, 11, 1613٫1

11٫51212٫513

در یک کارگاه، دو گروه مشغول کار هستند، میانگین نمرات مسئولیت پذیري و واریانس در گروه اول به ترتیب  و  و در گروه دوم  و   6

 می باشد. کدام گروه از نظر مسئولیت پذیري یکدست تر است؟ (با تغییر)

اظهار نظر نمی توان کرد.  یکسان گروه دوم  گروه اول 

802572

16

دستگاه  کالایی را با میانگین وزن  و انحراف معیار  و دستگاه  همان کالا را با میانگین وزن  و انحراف معیار  بسته بندي  7
می کنند. دقت عمل کدام، پیرامون میانگین با اطمینان بیشتر است؟

نمی توان اظهار نظر کرد.  یکسان

A1503٫6B1603٫84

AB

در  داده ي آماري با میانگین  ، به دو برابر هر یک از داده ها  واحد اضافه می کنیم. تا داده هاي جدیدي حاصل شود. ضریب تغییرات  8
داده هاي جدید چند برابر ضریب تغییرات داده هاي قبلی است؟

150123

7
9

5
6

7
8

8
9

ضریب تغییرات داده هاي آماري  می باشد. به  برابر این داده هاي آماري،  میانگین آن ها افزوده شده است. ضریب تغییرات داده هاي  9

جدید، کدام است؟

1٫3521
4

0٫961٫081٫151٫2

شش دادة آماري با میانگین  و واریانس  با  دادة دیگر با میانگین  و واریانس  ترکیب شده اند. انحراف معیار گروه جدید، کدام  10
است؟

1269144

2٫22٫32٫42٫5

1
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،  و  بوده است. دقت عمل کدام بیشتر  ،  ،  : ،  و  و براي کارگر   ،  ،  : نمرات مهارت براي کارگر   11
است؟

اظهار نظر نمی توان کرد.  یکسان

(A)1615141312(B)16٫51615٫51311٫5

AB

در  داده ي آماري مقدار میانگین  محاسبه شده است. در بررسی مجدّد داده ها متوجه شدیم که به جاي داده ي  عدد   12
محاسبه شده است. با رفع اشتباه میانگین واقعی، کدام است؟

45112410241204

1119112011211122

ضریب تغییرات در داده هاي آماري،  محاسبه شده است. اگر به هر داده ي مفروض  واحد اضافه شود، ضریب تغییرات حاصل   13
خواهد شد. میانگین داده هاي اولیه کدام است؟

0٫0850٫075

56647580

، برابر  باشد، میانه ي آن ها کدام است؟ اگر میانگین  عدد  ، ، ، ، ، ، ، و   14920918161114107a13

10111214

، از بین آنان حذف شوند، واریانس داده هاي میانگین و واریانس  دادة آماري به ترتیب  و  می باشد. اگر داده هاي  و  و  و   15
باقی مانده، کدام است؟

2917512132122

2٫522٫542٫642٫66

،  و  ، از بین آن ها حذف شوند، در  دادة آماري میانگین و انحراف معیار به ترتیب  و  می باشد. اگر داده هاي ناجور  ،   16
واریانس داده هاي باقی مانده، کدام است؟

2530810154550

14٫7214٫8115٫3316٫66

میانگین طول ضلع مربع هایی  واحد، با ضریب تغییرات  است. میانگین مساحت این مربع ها، کدام است؟  17250٫06

626٫5627٫25627٫75628٫5

. دقت عمل کدام امتیازات مهارت کاري دو فرد  و  در پنج روز متوالی چنین است:   و   18
فرد بیشتر است؟

غیر قابل بررسی یکسان

ABA : 22, 23, 24, 27, 29B : 21, 24, 25, 27, 28

AB

میانگین طول اضلاع مربع هایی  واحد با ضریب تغییرات  محاسبه شده است. میانگین مساحت این مربع ها، کدام است؟  19150٫2

229232234236

میانگین محیط مربع هایی برابر  و میانگین مساحت این مربع ها  می باشند. ضریب تغییرات در طول ضلع این مربع ها، کدام است؟  2084490

0٫250٫270٫280٫33

 

دو نفر دریک آزمایشگاه، در  روز متوالی همزمان شروع به کار کردند. امتیازات دقت کاري آنان، مطابق جدول زیر است، دقت کاري کدام  21
بیشتر است؟ 

نیاز به اطلاعات بیشتر یکسان نفر دوم نفر اول

5

نفر اول

نفر دوم

7
10

9
8

8
6

9
7

7
9

در  دادة آماري، مجموع تمام داده ها  و مجموع مربعات آن ها  می باشد. ضریب تغییرات در این داده ها کدام است؟  22252753250

0٫25720٫26450٫26720٫2727

در  دادة آماري، مجموع تمام داده ها برابر  و مجموع مربعات این داده ها  می باشد. ضریب تغییرات، کدام است؟  23302402190

0٫2250٫2750٫3250٫375
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در  دادة آماري مجموع تمام داده ها  و مجموع مجذورات آن ها  می باشد. ضریب تغییرات این داده ها کدام است؟  241272480

2
5

2
9

1
3

1
4

، به آنان افزوده شوند، واریانس  دادة حاصل، میانگین و انحراف معیار  دادة آماري به ترتیب  و  می باشد، اگر داده هاي  و  و   25
کدام است؟

2216217201125

4٫84٫95٫15٫2

ضریب تغییرات داده هاي آماري به صورت جدول زیر، کدام است؟  26

 

0.18

داده 10, 10, 10, 10, 10, 11, 11, 11, 11, 14, 14, 14, 14, 14, 14, 14

0٫120٫150٫17

میانگین اضلاع مربع هایی برابر  و میانگین مساحت آن ها  می باشد. ضریب تغییرات در طول اضلاع این مربع ها، کدام است؟  27865٫44

0٫120٫150٫20٫25

پانزده دادة آماري با واریانس  و ده دادة آماري دیگر با واریانس  را با هم ترکیب می کنیم اگر میانگین هر دو گروه یکسان باشند،  28

انحراف معیار  دادة حاصل کدام است؟

127٫6

25

3٫13٫23٫253٫5

انحراف معیار  دادة آماري برابر  می باشد اگر یکی از داده ها که با میانگین برابر است از بین آنان حذف شود واریانس  دادة دیگر کدام  29
است؟

26225

3٫964٫084٫124٫16

،  و  به آنان افزوده شود، واریانس  دادة جدید میانگین و انحراف معیار  دادة آماري به ترتیب  و  می باشد. اگر داده هاي   30
کدام است؟

1825320272821

9٫259٫369٫529٫63

،  و  به آن ها اضافه شود، میانگین داده ها تغییر نمی کند، انحراف معیار  دادة واریانس  دادة آماري صفر است. اگر داده هاي   31
حاصل کدام است؟

1124162614

0٫751٫251٫52

میانگین طول اضلاع مربع هایی  واریانس آن ها  می باشد. میانگین مساحت این مربع ها کدام می باشد؟  32125

124134149169

نمرات آزمون مهارت فنی دو کارگر  و  به صورت زیر است:   33

 

دقت عمل کدام بیش تر است؟

غیر پیش بینی یکسان

AB

A : 15, 14, 15, 16, 17, 19
B : 16, 14, 17, 14, 17, 18

AB

داده هاي   مفروض است. ضریب تغییرات داده هاي   کدام است؟  34= 1, 2, 3, 4, 5xi= 12 + 6ui xi

0٫40٫480٫520٫6

داده هاي آماري  و  مفروض اند. ضریب تغییرات داده ها، کدام است؟   3510, 8, 8, 8, 7, 510( ≅0٫534)
2
7

−−

√

0٫150٫200٫250٫30

3
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در داده هاي آماري  ، ضریب تغییرات کدام است؟  369, 11, 11, 12, 12, 13, 14, 14

0٫080٫090٫130٫16

مجموع  دادة آماري برابر  و ضریب تغییرات آن ها  می باشد، مجموع مربعات این داده ها کدام است؟  378480٫5

240320360450

اگر میانگین و ضریب تغییرات اندازة اضلاع مربع هایی  و  باشد میانگین مساحت این مربع ها کدام است؟  38150٫2

227229232234

در یک دنبالۀ حسابی، جملات سوم، هفتم و نهم می توانند سه جملۀ متوالی از دنبالۀ هندسی باشند. چندمین جملۀ این دنبالۀ حسابی، صفر است؟  39

9101112

در یک دنبالۀ هندسی، «جملۀ دوم»، «دو برابر جملۀ پنجم» و «جملۀ هشتم» می توانند سه جملۀ متوالی از یک دنبالۀ حسابی باشند، بزرگ ترین این  40
سه عدد چند برابر کوچک ترین آن ها است؟

2 + 3
−−

√5 + 2 3
−−

√5 + 4 3
−−

√7 + 4 3
−−

√

در یک دنباله ي حسابی، مجموع چهار جمله ي اول  و مجموع پنج جمله ي بعدي آن  می باشد. جمله ي یازدهم این دنباله کدام است؟  411530

7٫588٫59

در الگوي زیر، تعداد نقطه ها، در شکل نهم، کدام است؟  42

117

120

123

125

اعداد طبیعی فرد را طوري دسته بندي می کنیم که تعداد جملات هر دسته، برابر شمارة آن دسته باشد، یعنی  .  43
در این صورت جملۀ آخر واقع در دستۀ شمارة چهل کدام است؟

{1}, {3, 5}, {7, 9, 11}, ⋯

1563158916391651

. در دستۀ نهم، اعداد طبیعی متوالی را به طریقی دسته بندي می کنیم، که آخرین عدد هر گروه مربع کامل باشد، یعنی   44
واسطۀ حسابی بین دو عدد اول و آخر آن، کدام است؟

{1}, {2, 3, 4}, ⋯

71727374

 ....

در الگوي زیر، تعداد نقطه ها، در شکل دوازدهم، کدام است؟  45

3436

3840

جملات سوم، هفتم و شانزدهم یک دنبالۀ حسابی، جملات متوالی یک دنبالۀ هندسی، هستند. قدر نسبت دنبالۀ هندسی، کدام است؟  46

4
3

3
2

29
4

جملات دوم و پنجم و دوازدهم از یک دنباله ي حسابی، می توانند سه جمله ي متوالی از دنباله ي هندسی باشند، قدرنسبت دنباله ي هندسی کدام  47
است؟

5
3

7
4

9
4

7
3

، کدام است؟ در یک دنباله ي اعداد   و براي هر   داریم:  ، حاصل    48= 3a1n ≥ 2= 2 − 2an an−1−a8 a7

32485664
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اگر  باشد مقدار  کدام است؟  49= 52
+ + + + +3x 3x+1 3x+2 3x+3 3x+4 3x+5

+ + + + +2x−2 2x−1 2x 2x+1 2x+2 2x+3
x

1234

اگر   باشد، حاصل عبارت  ، کدام است؟  50x = 7 − 2 6
−−

√+
x + 2

25
1
x

− −−−−−−−−

√

0٫60٫81٫21٫4

، کدام عامل ضرب، موجود است؟ در تجزیۀ عبارت   51 (x − 2)( − 4x + 4) − 1x2

x − 3x − 2x − 1x + 3

ساده شده ي عبارت  ، کدام است؟  52+
⎛

⎝
⎜ 5 + +(− )1

3−−√

4

(− )2
−−

√
2

− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

⎷
3 ⎞

⎠
⎟

−
3
2

( )2
1
4

−−−

√
3

3٫253٫53٫754٫5

، کدام است؟ خلاصه شده ي عبارت   53÷ (x − 2 − )
4 + 4x + 1x2

2 + xx2

+ 1x2

x

1
x − 1

−1
x + 1

1−1

، کدام عامل ضرب وجود دارد؟ در تجزیه ي عبارت   54− 3 + 8x − 24x4 x3

x − 4x − 2x + 2x + 3

مجموع سه عدد  برابر  و مجموع حاصل ضرب دوبه دوي آن ها برابر  می باشد. مجموع مجذورات این سه عدد کدام است؟  55a, b, c113

90105110115

، کدام است؟ ساده شده ي عبارت   56+ − (−3
3
8

− −−−

√3 − 4(1 + )2
−−

√
2

2
−−

√
− −−−−−−−−−−−−−−

√ 1
4

)−0/25

−2٫5−2٫25−1٫75−1٫5

، کدام است؟ حاصل عبارت   57+ (2 −
− 127−−√

4 + 3−−√
3
−−

√ )−1

1 + 2 3
−−

√2 3
−−

√1 + 3
−−

√1

حاصل عبارت   کدام است؟  58× + −24
−−

√3 9
−−

√3
2 − 5−−√

2 + 5−−√
80
−−

√

−4−3−1 − 2 5
−−

√3 − 2 5
−−

√

خلاصه شدة عبارت  کدام است؟  59(1 − )( + x)
6

x + 2
5x − 2
x − 4

x − 2x − 1x + 1x + 2

حاصل عبارت  کدام است؟  60

صفر

−
1 − 2−−√

1 + 2−−√

4 6−−√

12−−√

−3−2−1

اگر  باشد، حاصل  کدام است؟  61(5x − ) = 43
2x

(25 + )x2 9
4x2

24293132

5
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اگر  باشد،  برابر کدام است؟  62A = 2 + 4 − 5 − 350
−−

√ 75
−−

√ 48
−−

√ 8
−−

√A2

24303236

حاصل عبارت  ، کدام است؟  63( − 6 + 12x − 8)( − )x3 x2 x

− 4x + 4x2

1
x − 2

2x − 42x − 22x − 12x

خلاصه شدة عبارت   کدام است؟  64( × (2 ) ×
2−−√

2
)6 1

4
(0٫75)

−3

2
3

3
2

23

، کدام است؟ اگر  باشد، حاصل   65A = (4 16
−−

√3
− −−−−

√5 1
2

)
−

4
3(2A)

−
1
3

0٫250٫50٫751

، کدام است؟ اگر  باشد، حاصل عبارت   66x = 5 + 17
−−

√+
x − 1

16
1

2x

− −−−−−−−−−

√

0٫50٫751٫251٫5

، کدام است؟ حاصل عبارت  67− 2( − 1
+8−−√ 27−−√

5 − 6−−√
9
−−

√4 )−1

1 + 3
−−

√−1 + 2
−−

√1 − 2
−−

√− 22
−−

√ 3
−−

√

حاصل  کدام است؟  68(x + ) × (1 − )
2

x − 3
1

x − 2
x − 1x + 1x + 22x + 1

حاصل عبارت  کدام است؟  69(2x + 1 − ) ÷ (2 + )
3
x

1
x + 1

2 −
2
x

2 +
1
x

x +
1
x

x −
1
x

، کدام است؟ حاصل عبارت   70(1 + ) × (1 − )
3x
− 4x2

1
x − 1

x + 4
x + 2

x − 4
x − 2

x − 4
x + 2

x + 4
x − 2

، برابر کدام سه جمله اي است؟ ، با شرط  حاصل عبارت   71− + 2x
3x(2 − 1)x2

2x + 2
x − 2

2x + 2
x ≠ −1

3 − x + 1x23 + x − 1x23 − 2x + 1x23 + 2x − 1x2

، کدام عامل ضرب وجود ندارد؟ در تجزیۀ عبارت   72− 16( − 12)x
2 2

x
2

x − 6x + 2x + 3x + 6

در تجزیه ي عبارت  کدام عامل ضرب وجود ندارد؟  73a(a − 3)(a − 4) − 12a + 36

a − 6a − 3a − 2a + 2

حاصل   کدام است؟  74+
6

2 − 7−−√
(1 + )7

−−
√

2

4 − 7
−−

√44 + 7
−−

√12

6
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خلاصه شده ي عبارت  کدام است؟  75× (18 × (1٫5 × (3
3
8

−−−

√3 )−2 )4 1
4

)−3

1٫522٫53

حاصل عبارت  کدام است؟  76× + −25
−−

√3 40
−−

√3
2−−√

3 + 2 2−−√

1
2

72
−−

√

43 + 2
−−

√56

حاصل  ، کدام است؟  77

صفر

− + ×
2

2 + 5−−√
20
−−

√ 48
−−

√
3−−√

3

125
−−

√

، کدام عامل ضرب وجود دارد؟ در تجزیه ي عبارت   784 − 6 + 2xx3 x2

2x + 12x − 1x + 1x + 2

، برابر کدام است؟ حاصل عبارت   79

صفر

(1 − )(1 + ) −
2
+x4 x2

2
− 1x2

2
x2

1
x2

11 +
1
x2

اگر  باشد،  برابر کدام است؟  80A = + 2 − + 0٫3
2
3

18
−−

√ 27
−−

√ 108
− −−

√ 200
− −−

√A2

32454850

، کدام است؟ اگر  باشد، حاصل   81(3x + ) = 5
1

2x
(9 + )x2 1

4x2

18202122

، کدام است؟ حاصل عبارت   82A = ( + ) ⋅2 − 3
−−

√
− −−−−−

√ 2 + 3
−−

√
− −−−−−

√ 2 2
−−

√
− −−−

√3

3
−−

√21 + 3
−−

√2 3
−−

√

، کدام است؟ حاصل عبارت   83+ − +
2

3 − 7−−√
(2 − 7

−−
√ )2

− −−−−−−−−
√ 28

−−
√

8−−√

2−−√

7
−−

√342 + 7
−−

√

، کدام عامل ضرب وجود ندارد؟ در تجزیۀ عبارت   84( − 6x − 4 − 144x2 )2

x − 8x − 4x + 2x + 4

حاصل  کدام است؟  85+ (2 − 3 )( + )
2

2 + 6−−√
3
−−

√ 2
−−

√ 3
−−

√ 2
−−

√

−2−112

، کدام است؟ اگر  باشد، حاصل   86x =y2 4
3

−(x + 3 )y2 2
(x − 3 )y2 2

8121618

حاصل عبارت  برابر کدام است؟  87+ −
x

x − 1
3

x + 1
4x − 2

− 1x2

−2−112
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، برابر کدام سه جمله اي است؟ مجموع دو کسر تعریف شده ي  و   88+ 4x3

x + 4
3x(x − 1)

x + 4
− x + 1x

2− x − 1x
2+ x − 1x

2+ x + 1x
2

فرض کنید  و  مقدار  کدام است؟  89a = − 26
−−

√
− −−−−−

√4b = + 26
−−

√
− −−−−−

√4( + − 2ab ( + + 2aba2 b2 )2 a2 b2 )2

4(2 + )3
−−

√4(2 − )3
−−

√16(2 + )3
−−

√16(2 − )3
−−

√

حاصل   برابر کدام است؟  90+
7 − 3 7−−√

3 − 7−−√
(2 − )7

−−
√

2− −−−−−−−−
√

−21 − 7
−−

√22 7
−−

√

، کدام است؟ ساده شده ي عبارت   91÷ (2 − )
4 − 12x + 9x2

4x − 6
4x − 3

x

−
x

2
x

2
−1
2x

2x − 3
x

خلاصه شده ي عبارت  کدام است؟  92(x − )( − 5)
x + 6
x − 4

+ 9x2

x + 1
+ 3x − 4x

2− 3x + 4x
2+ 5x + 6x

2− 7x + 6x
2

، کدام است؟ حاصل عبارت   93× ×12
−−

√6 54
−−

√4 2 6
−−

√4
− −−−

√3

6 2
−−

√63 32
−−

√62 9
−−

√36

، کدام است؟ حاصل   94(2 + ) ÷ (1 + )
x2

x − 4
8

x − 4
2x − 2x − 2x + 1x + 2

فرض کنید  و  جواب هاي معادلۀ  باشند مقدار  کدام است؟  95

صفر

x1x2( + + 1)( − 1) = 2x
2

−−
√3 1

x2−−√3
x

2
−−

√3 x
−−

√
3+x1 x2

−112

، کدام است؟ . مقدار  فرض کنید   96a = 7 − 4 3
−−

√
− −−−−−−

√4(a + + (a + −
1
a

2
−−

√ )2 1
a

2
−−

√ )2

9162549

، به صورت  باشد،  کدام است؟ اگر حاصل عبارت   97×(2 − )3
−−

√
3
2 (2 + )3

−−
√

4
3 2

−−
√
−−−

√3A
−−√3

A

− 13
−−

√3
−−

√2+ 13
−−

√

8
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اگر یک جامعه با اندازه ي   و واریانس   و جامعه ي دیگري با اندازه ي   و واریانس   وجود داشته باشد و میانگین دو جامعه با هم برابر باشند،  1
واریانس جامعه ي حاصل از اجتماع این دو جامعه، از رابطه ي زیر بدست می آید: 

می دانیم مجموع اختلاف داده ها از میانگین برابر صفر است. بنابراین میانگین داده ها برابر  می باشد و داریم:   2

 3
   داده ها از کوچک به بزرگ مرتب شده داده شده اند.

تعداد داده ها  تاست. در هر سري شش داده داریم که میانۀ شش داده برابر با نصف مجموع دو دادة وسط است. پس داریم: 

  چارك اول  میانۀ نیمۀ اول داده ها

  چارك سوم  میانۀ نیمۀ دوم داده ها

طبق گفتۀ مسأله از بین داده ها، اعداد کم تر از  و بیش تر از  را حذف می کنیم که اعداد باقی مانده عبارتند از: 

حالا ضریب تغییرات آن ها را می خواهیم. ابتدا میانگین را محاسبه می کنیم: 

حال، واریانس و سپس انحراف معیار را حساب می کنیم: 

   انحراف معیار    

وقتی می خواهیم تمام افراد جامعه را مورد مطالعه قرار دهیم عمل سرشماري انجام می دهیم، در این حالت نمونه دیگر زیرمجموعه اي از جامعه ي آماري نیست،  4
بلکه برابر با خود جامعه است و در نتیجه اندازه ي نمونه و جامعه با هم برابر است.

 5

  میانگین

براي یافتن میانه، ابتدا باید داده ها را از کوچک به بزرگ مرتب کنیم.

  میانه ي ده داده ي آماري

کافی است ضریب تغییرات هر دو گروه را به دست آوریم.   6

 

 چون  است پس گروه دوم از نظر مسئولیت پذیري یکدست تر است. 

ضریب تغییرات هر دو را محاسبه می کنیم و با هم مقایسه می کنیم.  7

n1σ
2
1n2σ

2
2

= ( ) + ( ) = ( )(12٫6) + ( )(7٫2) = (12٫6) + (7٫2) = 9 → σ = 3σ2 n1

+n1 n2
σ

2
1

n2

+n1 n2
σ

2
2

12
36

24
36

1
3

2
3

= 12x̄

= = = = 9 ⇒ σ = 3σ2 + + ⋯ +( − 12)x1
2

( − 12)x2
2

( − 12)x50
2

50

مجموع مجذورات اختلاف داده ھا از 12

50
450
50

CV = = = = 0٫25σ

x̄

3
12

1
4

,3, 3, 4, 6, 6, 8
  

نیمۀ اول داده  ھا

8, 9, 11, 12, 12, 13
  

نیمۀ دوم داده ھا

12

= = = = 5Q1
4 + 6

2
10
2

=

= = = = 11٫5Q3
11 + 12

2
23
2

=

511٫5

6, 6, 8, 8, 9, 11

= = = 8x̄
2(6) + 2(8) + 9 + 11

6
48
6

= = = = 3σ2 2 + 2 + +(6 − 8)
2

(8 − 8)
2

(9 − 8)
2

(11 − 8)
2

6
8 + 0 + 1 + 9

6
18
6

= σ = 3
−−

√⇒

CV = = ≅ ≅0٫21
σ

x̄̄̄

3
−−

√

8
1٫7
8

⇒ 13٫1 =
16 + 9 + 17 + 13 + 10 + a + 10 + 17 + 11 + 16

10
=

مجموع داده ھا

تعداد داده ھا

⇒ 13٫1 = → 119 + a = 131 ⇒ a = 131 − 119 ⇒ a = 12
119 + a

10

9 , 10 , 10 , 11 , 12 , 13 , 16 , 16 , 17 , 17

= = = = 12٫5
داده ی پنجم+ داده ی ششم

2
12 + 13

2
25
2

CV =
σ

x̄̄̄
→

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

C = = =V1

25
−−

√

80
5

80
1

16

C = = =V2

16
−−

√

72
4

72
1

18
C > CV1 V2

9

بی نام

معین کرمی

https://t.me/mrkonkori


بنابراین دقت عمل آن ها یکسان است. 

 8

اگر هر یک از داده ها را دو برابر کنیم انحراف معیار و میانگین نیز دو برابر می شوند و وقتی  واحد به آن ها اضافه کنیم، انحراف معیار تغییر نکرده و به میانگین  واحد اضافه می شود.

طبق صورت سوال    9

  :داده هاي قدیم

 :داده هاي جدید

داده ها دو برابر شده اند بنابراین انحراف معیار و میانگین نیز دو برابر می شوند و چون به داده ها  اضافه شده است به میانگین نیز  اضافه می شود ولی انحراف معیار تغییري نمی کند. 

می دانیم که  است.  10

 

 اکنون اگر دو دسته را با هم ترکیب کنیم داریم: 

  

   

کافی است ضریب تغییرات را براي هر دو کارگر حساب کنیم.   11

  

  

  

   

 چون  است پس کارگر  دقت عمل بیشتري دارد. 
 12

در ابتدا مجموع اشتباهی داده ها را حساب می کنیم. 

  مجموع اشتباهی داده ها

حال چون به جاي  عدد  محاسبه شده است، یعنی مجموع داده ها  واحد بیشتر محاسبه شده است، در نتیجه مجموع درست داده ها برابر 

 است. 

C = = = 0٫024 , C = = = 0٫024VA

σ

x̄

3٫6
150

VB

σ

x̄

3٫84
160

33

→ = = = =

C =Vقدیم
σ

x̄

C =Vجدید
2σ

2 + 3x̄

CVجدید

CVقدیم

2σ
2 +3x̄

σ

x̄

2x̄
2 + 3x̄

24
27

8
9

C = = 1٫35Vقدیم
σ

x̄

, , , ⋯x1 x2 x3

2 + , 2 + , 2 + , ⋯x1
x̄

4
x2

x̄

4
x3

x̄

4
x̄

4
x̄

4

C = = = ( ) = (1٫35) = = 1٫2Vجدید
2σ

2 +x̄ x̄

4

2σ
9
4
x̄

8
9

σ

x̄

8
9

10٫8
9

= ( + + ⋯ + ) −σ2 1
N

x
2
1 x

2
2 x

2
N

( )x̄̄̄
2

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

= 12 → + + ⋯ + = 6 × 12 = 72x̄̄̄ x1 x2 x6

= 6 → − 144 = 6 → + + ⋯ + = 900σ
2
x

+ + ⋯ +x
2
1 x

2
2 x

2
6

6
x

2
1 x

2
2 x

2
6

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

= 14 → + + ⋯ + = 9 × 14 = 126ȳ̄ y1 y2 y9

= 4 → − 196 = 4 → + + ⋯ + = 1800σ
2
y

+ + ⋯ +y
2
1 y

2
2 y

2
9

9
y

2
1 y

2
2 y

2
9

=x̄̄̄جدید
72 + 126

6 + 9
=

198
15

= 13٫2

= − (13٫2σ
2
جدید

900 + 1800
15

)2 = 180 − 174٫24 = 5٫76 → =σجدید 5٫76
− −−−

√ = 2٫4

= = 14x̄̄̄A
70
5

→ = ((12 − 14 + (13 − 14σ
2
A

1
5

)2 )2 + (14 − 14 + (15 − 14 + (16 − 14 ))2 )2 )2

→ = (4 + 1 + 0 + 1 + 4)σ
2
A

1
5

= = 2
10
5

→ = C = ∼ 0٫101σ
A

2
−−

√ − →−−−

CV= σ

x̄
VA

2
−−

√

14

= = 14٫5x̄̄̄
B

72٫5
5

→ = ((11٫5 − 14٫5 + (13 − 14٫5σ
2
B

1
5

)2 )2 + (15٫5 − 14٫5 + (16 − 14٫5 + (16٫5 − 14٫5 ))2 )2 )2

→ = (9 + 2٫25 + 1 + 2٫25 + 4)σ
2
B

1
5

= = 3٫7
18٫5

5
→ =σ

B
3٫7
−−−

√ C = ∼ 0٫132− →−−−

CV=
σ

x̄
VB

3٫7
−−−

√

14٫5
C > CVB VAA

= → 1124 میانگین=
مجموع داده ھا

تعداد کل داده ھا

مجموع داده ھا

45

= 1124 × 45 = 50580→

102412041204 − 1024 = 180

50580 − 180 = 50400

= = میانگین1120
50400

45
10
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 13

اگر به تمام داده ها  واحد اضافه شود انحراف معیار تغییر نمی کند ولی به میانگین،  واحد اضافه می شود.

 14

 داده ها به صورت  و  و  و  و  و  و  و  و  درمی آیند که میانه برابر  است.

15  دادة آماري را به صورت  نشان می دهیم. 

 

       

     

 

 

چون چهار دادة حذف شده، میانگین شان  است   بنابراین پس از حذف شان دوباره میانگین همان  است. اکنون واریانس  دادة باقی مانده را

حساب می کنیم. 

   

 16

  

 

 

 

 

 

 اکنون باید مجموع مربعات انحراف از میانگین  دادة ناجور را به دست آوریم: 

 

 پس مجموع مربعات انحراف از میانگین  دادة باقی مانده برابر  است. 

   : پس

اگر اضلاع مربع ها را به صورت  نشان دهیم در این صورت  مجموع مساحت هاي این مربع ها و  میانگین  17

مساحت این مربع ها می باشد. 

   

C = → 0٫08 = → σ = 0٫08Vقدیم
σ

x̄

σ

x̄
x̄

55

C = → 0٫075 = → = → 80 = 75 + 375Vجدید
σ

+ 5x̄

0٫08x̄
+ 5x̄

75
1000

8
100

x̄

+ 5x̄
x̄ x̄

→ 5 = 375 → = = 75x̄ x̄
375

5

= 13
a + 7 + 10 + 14 + 11 + 16 + 18 + 9 + 20

9

→ a + 105 = 117 → a = 12
201816141211109712

29, , ⋯ , , 12, 13, 21, 22x1 x2 x25

= (( − + ( − + ⋯ + ( − )σ2 1
N

x1 x̄̄̄)2 x2 x̄̄̄)2 x
N

x̄̄̄)2

→ 5 = ( ( − 17
1

29
x1 )2 +( − 17x2 )2 + ⋯ +( − 17x25 )2 +(12 − 17)2 +(13 − 17)2 +(21 − 17)2 +(22 − 17 ))2

→ 5 × 29 = ( − 17x1 )2 +( − 17x2 )2 + ⋯ +( − 17x25 )2 +25 + 16 + 16 + 25

→ ( − 17 + ( − 17 + ⋯ + ( − 17x1 )2 x2 )2 x25 )2 = 145 − 82

→ ( − 17 + ( − 17 + ⋯ + ( − 17x1 )2 x2 )2 x25 )2 = 63

17( = = 17)
12 + 13 + 21 + 22

4
68
4

1725

= (( − 17 + ( − 17 + ⋯ + ( − 17 )σ2 1
25

x1 )2 x2 )2 x25 )2 = (63)
1

25
=

63
25

= 2٫52

= 30x̄̄̄ →
+ + ⋯ + + 10 + 15 + 45 + 50x1 x2 x21

25
= 30

→ + + ⋯ + + 120 = 750x1 x2 x21 → + + ⋯ + = 630x1 x2 x21

→ =x̄̄̄ جدید

630
21

= 30

σ2 = (( − + ( − + ⋯ + ( − )
1
N

x1 x̄̄̄)2 x2 x̄̄̄)2 x
N

x̄̄̄)2

→ 64 = (( − 30 + ( − 30 + ⋯ + ( − 30 )
1

25
x1 )2 x2 )2 x25 )2

→ ( − 30 + ( − 30 + ⋯ + ( − 30x1 )2 x2 )2 x25 )2 = 1600

4

(10 − 30 + (15 − 30 + (45 − 30 + (50 − 30)2 )2 )2 )2 = 1250

211600 − 1250 = 350

σ2 = (350)
1

21
= 16٫66

xi+ + ⋯ +x
2
1 x

2
2 x

2
N

+ + ⋯ +x
2
1 x

2
2 x

2
N

N

CV =
σ

x̄̄̄
→ =

6
100

σ

25
→ σ = 1٫5 → = 2٫25σ2

11
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 18

(   میانگین (نفر 

(   میانگین (نفر 

اکنون ضریب تغییرات هر دو را حساب می کنیم: 

 

 

همانطور که مشاهده می کنید ضریب تغییرات فرد  کمتر از فرد  است یعنی پراکندگی دقت عمل او کمتر است پس دقت عمل بیش تري دارد. 

اگر اضلاع مربع ها را به صورت  نشان دهیم در این صورت  مجموع مساحت هاي این مربع ها و  میانگین  19

مساحت این مربع ها می باشد. 

   

  

 

طول اضلاع مربع را  در نظر می گیریم، میانگین محیط مربع ها برابر  است (مجموع محیط مربع ها تقسیم بر تعدادشان) پس داریم:   20

 

 

میانگین مساحت مربع ها برابر  است (مجموع مساحت مربع ها تقسیم بر تعدادشان) پس داریم: 

 

  

  

در ابتدا میانگین امتیازات دو نفر را به دست می آوریم.   21

 

حال که میانگین ها برابر است دقت کاري نفري بیشتر است که ضریب تغییراتش کمتر باشد. 

 

 

σ2 = ( + + ⋯ + ) −
1
N

x
2
1 x

2
2 x

2
N

( )x̄̄̄
2

→ 2٫25 = − 625
+ + ⋯ +x

2
1 x

2
2 x

2
N

N

→ = 627٫25
+ + ⋯ +x

2
1 x

2
2 x

2
N

N

= = = 25x̄
22 + 23 + 24 + 27 + 29

5
125

5
A

= = = 25x̄
21 + 24 + 25 + 27 + 28

5
125

5
B

:σ
2
A

+ + + +(22 − 25)
2

(23 − 25)
2

(24 − 25)
2

(27 − 25)
2

(29 − 25)
2

5

= = = 6٫8 → = → C =
9 + 4 + 1 + 4 + 16

5
34
5

σ
A

6٫8
−−−

√ VA

6٫8
−−−

√

25

:σ
2
B

+ + + +(21 − 25)
2

(24 − 25)
2

(25 − 25)
2

(27 − 25)
2

(28 − 25)
2

5

= = 6 → = → C =
16 + 1 + 0 + 4 + 9

5
σ
B

6
−−

√ VB

6
−−

√

25
BA

xi+ + ⋯ +x
2
1 x

2
2 x

2
N

+ + ⋯ +x
2
1 x

2
2 x

2
N

N

CV =
σ

x̄̄̄
→ 0٫2 =

σ

15
→ σ = 3 → = 9σ2

σ2 = ( + + ⋯ + ) −
1
N

x
2
1 x

2
2 x

2
N

( )x̄̄̄
2

→ 9 = − (15
+ + ⋯ +x

2
1 x

2
2 x

2
N

N
)2

→ = 234
+ + ⋯ +x

2
1 x

2
2 x

2
N

N

, , ⋯ ,x1 x2 xN84

=x̄̄̄
4 + 4 + ⋯ + 4x1 x2 xN

N
→ 84 =

4( + + ⋯ + )x1 x2 xN

N

→ = 21
+ + ⋯ +x1 x2 xN

N
→ = = میانگین اضلاع21 x̄̄̄

490

= 490
+ + ⋯ +x

2
1 x

2
2 x

2
N

N

= ( + + ⋯ + ) −σ2 1
N

x
2
1 x

2
2 x

2
N

( )x̄̄̄
2

⇒ = 490 − 441 = 49σ2 ⇒ σ = 7

CV =
σ

x̄̄̄
=

7
21

= 0٫33

= = 8 ,x̄̄̄1
7 + 9 + 8 + 9 + 7

5
= = 8x̄̄̄2

10 + 8 + 6 + 7 + 9
5

σ
2
1 = (( − + ( − + ⋯ + ( − )

1
N

x1 x̄̄̄)2 x2 x̄̄̄)2 x
N

x̄̄̄)2

=
(7 − 8 + (9 − 8 + (8 − 8 + (9 − 8 + (7 − 8)2 )2 )2 )2 )2

5
=

4
5

12
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چون میانگین ها برابر هستند بنابراین ضریب تغییرات نسبت مستقیم با واریانس دارد پس دقت نفر اول بیشتر است. 

 

 22

  

    

  

 23

 

     

  

 24

     

  

25  دادة آماري را به صورت:  در نظر می گیریم که میانگین شان برابر  و واریانس آنها برابر  است. 

 

 

  

سه دادة  و  و  که به این  داده اضافه می شوند میانگین شان برابر  است. بنابراین میانگین  دادة جدید همان  است. اکنون واریانس  دادة

جدید را حساب می کنیم. 

   

 

26  

 

  

σ
2
2 = (( − + ( − + ⋯ + ( − )

1
N

x1 x̄̄̄)2 x2 x̄̄̄)2 x
N

x̄̄̄)2

=
(10 − 8 + (8 − 8 + (6 − 8 + (7 − 8 + (9 − 8)2 )2 )2 )2 )2

5
=

10
5

<σ
2
1 σ

2
2 ⇒ C < CV1 V2

=x̄̄̄
275
25

= 11

= ( + + ⋯ + ) −σ2 1
N

x
2
1 x

2
2 x

2
N

( )x̄̄̄
2

= − (11
3250

25
)2 = 130 − 121 = 9 → σ = 3

CV =
σ

x̄̄̄
=

3
11

= 0٫2727

=x̄
240
30

= 8

σ2 = ( + + ⋯ + ) −
1
N

x
2
1 x

2
2 x

2
N

( )x̄̄̄
2

→ = −σ2 2190
30

82
= 73 − 64 = 9 → σ = 3

CV =
σ

x̄̄̄
=

3
8

= 0٫375

= = 6x̄̄̄
72
12

σ2 = ( + + ⋯ + ) −
1
N

x
2
1 x

2
2 x

2
N

( )x̄̄̄
2

= − (6
480
12

)2 = 40 − 36 = 4 → σ = 2

CV =
σ

x̄̄̄
=

2
6

=
1
3

22, , ⋯ ,x1 x2 x22164

= (( − + ( − + ⋯ + ( − )σ2 1
N

x1 x̄̄̄)2 x2 x̄̄̄)2 x
N

x̄̄̄)2

⇒ 4 = (( − 16 + ( − 16 + ⋯ + ( − 16 )
1

22
x1 )2 x2 )2 x22 )2

⇒ ( − 16 + ( − 16 + ⋯ + ( − 16x1 )2 x2 )2 x22 )2 = 4 × 22 = 88

17201122= = 16
11 + 20 + 17

3
48
3

251625

= (σ2 1
25

( − 16 + ( − 16 + ⋯ + ( − 16x1 )2 x2 )2 x22 )2

  
88

+(11 − 16)2 +(20 − 16)2 +(17 − 16 ))2

= (88 + 25 + 16 + 1)
1

25
= = 5٫2

130
25

=x̄
5(10) + 4(11) + 7(14)

16
= = 12

192
16

= (( − + ( − + ⋯ + ( − )σ2 1
N

xi x̄)2 x2 x̄)2 xN x̄)2 = (5(10 − 12 + 4(11 − 12 + 7(14 − 12 )
1

16
)2 )2 )2 = (20 + 4 + 28) =

1
16

52
16
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طول اضلاع مربع را  درنظر می گیریم، در این صورت میانگین مساحت مربع ها به صورت  می باشد.   27

     

  

می دانیم  است.   28

    

    

 با توجه به اینکه میانگین هر دو دسته یکسان است پس وقتی آن ها را باهم ترکیب می کنیم میانگین تغییر نمی کند و فقط تعداد داده ها  می شود یعنی: 

 

 29

 

 

اگر یکی از داده ها را که با میانگین برابر است حذف کنیم تغییري در میانگین  دادة باقی مانده رخ نمی دهد و جمع مربعات تفاضل  داده از میانگین همان  است. 

 

 30

 

 

 

 میانگین  دادة جدید اضافه شده  است  یعنی در  دادة جدید میانگین همان  است و تغییر نمی کند. 

  

  

چون واریانس این  دادة آماري برابر صفر است، درنتیجه تمام داده ها با هم برابرند.   31

میانگین سه دادة اضافه شده  است و چون با اضافه شدن این سه داده، میانگین  داده تغییر نکرده است پس میانگین  داده نیز برابر  است. چون می 

دانیم در بین  داده،  داده با هم برابرند می توانیم همۀ آن  داده را  در نظر بگیریم. 

 

= → σ = ∼ 1٫8
13
4

13
−−

√

2

CV =
σ

x̄
= = 015

1٫8
12

, , ⋯ ,x1 x2 xN

+ + ⋯ +x
2
1 x

2
2 x

2
N

N

σ2 = ( + + ⋯ + ) −
1
N

x
2
1 x

2
2 x

2
N

( )x̄̄̄
2

= 65٫44 − 64 = 1٫44 → σ = 1٫44
− −−−

√ = 1٫2

CV =
σ

x̄̄̄
=

1٫2
8

= 0٫15

= (( − + ( − + ⋯ + ( − )σ2 1
N

x1 x̄̄̄)2 x2 x̄̄̄)2 x
N

x̄̄̄)2

σ
2
1 = (( − + ( − + ⋯ + ( − )

1
15

x1 x̄̄̄)2 x2 x̄̄̄)2 x15 x̄̄̄)2 = 12 → ( − + ( − + ⋯ + ( −x1 x̄̄̄)2 x2 x̄̄̄)2 x15 x̄̄̄)2 = 180

σ
2
2 = (( − + ( − + ⋯ + ( − )

1
10

x′
1 x̄̄̄)2 x′

2 x̄̄̄)2 x′
10 x̄̄̄)2 = 7٫6 → ( − + ( − + ⋯ + ( −x′

1 x̄̄̄)2 x′
2 x̄̄̄)2 x′

10 x̄̄̄)2 = 76

25

= (180 + 76) =σ2 1
25

256
25

→ σ = = = 3٫2
256
25

− −−−

√
16
5

= 4σ2 → = (( − + ( − + ⋯ + ( − )σ2 1
N

x1 x̄̄̄)2 x2 x̄̄̄)2 x
N

x̄̄̄)2

→ 4 = (( − + ( − + ⋯ + ( − )
1

26
x1 x̄̄̄)2 x2 x̄̄̄)2 x26 x̄̄̄)2 → ( − + ( − + ⋯ + ( − = 104x1 x̄̄̄)2 x2 x̄̄̄)2 x26 x̄̄̄)2

2525104

= (( − + ( − + ⋯ + ( − )σ2 1
25

x1 x̄̄̄)2 x2 x̄̄̄)2 x25 x̄̄̄)2 = (104) = = 4٫16
1

25
104
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σ2 = (( − + ( − + ⋯ + ( − )
1
N

x1 x̄̄̄)2 x2 x̄̄̄)2 x
N

x̄̄̄)2

→ 9 = (( − 25 + ( − 25 + ⋯ + ( − 25 )
1

18
x1 )2 x2 )2 x18 )2

→ ( − 25 + ( − 25 + ⋯ + ( − 25x1 )2 x2 )2 x18 )2 = 162

325( = = 25)
28 + 27 + 20

3
75
3

2125

σ2 = (
1

21
( − 25 + ( − 25 + ⋯ + ( − 25x1 )2 x2 )2 x18 )2

  
162

+(20 − 25 + (27 − 25 + (28 − 25 ))2 )2 )2

= (162 + 25 + 4 + 9)
1

21
=

200
21

= 9٫52

11

= = 22
26 + 16 + 24

3
66
3

141422

14111122

σ2 = (( − + ( − + ⋯ + ( − )
1
N

x1 x̄̄̄)2 x2 x̄̄̄)2 x
N

x̄̄̄)2

= (11(22 − 22 + (24 − 22 + (16 − 22 + (26 − 22 )
1
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)2 )2 )2 )2
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اگر  مربع به ضلع  داشته باشیم در این صورت مجموع مساحت ها به صورت  و میانگین مساحت مربع ها به صورت  32

 است. 

   

در ابتدا میانگین دقت این دو کارگر را به دست می آوریم:   33

     

     

     

می دانیم  است و چون  است پس دقت کاري  از  بیشتر است. 

ابتدا ضریب تغییرات داده هاي  و و و و راحساب می کنیم.   34

  

  

 

   

 

حال اگر داده ها را  برابر کنیم میانگین و انحراف معیار نیز  برابر می شوند و اگر  واحد به داده ها اضافه کنیم، انحراف معیار تغییر نمی کند و به میانگین  واحد اضافه می شود. 

  

 35

  

   

  

  

 36

    میانگین

 

 

= (0 + 4 + 36 + 16)
1

14
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Nxi+ + ⋯ +x
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1
N

x
2
1 x

2
2 x

2
N

( )x̄̄̄
2
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3

121266
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=

16٫8
42
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√
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√
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=
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√

8
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8
=
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8
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با توجه به این که مجموع  دادة آماري  است، بنابراین میانگین آن ها برابر است با    37

   

  

 

اگر اضلاع مربع ها را به صورت  نشان دهیم در این صورت  مجموع مساحت هاي این مربع ها و  میانگین  38

مساحت این مربع ها می باشد. 

   

  

 

 39

، جملۀ  ام از رابطۀ   به دست می آید و اگر  سه جملۀ متوالی یک دنبالۀ هندسی باشند آن گاه  است. در هر دنبالۀ حسابی با جملۀ اول  و قدر نسبت 

  

 40

، جملۀ  ام  از رابطۀ   به دست می آید. اگر  سه جملۀ متوالی یک دنبالۀ حسابی باشند، آن گاه  است و در یک دنبالۀ هندسی با جملۀ اول  و قدر نسبت 

اگر فرض کنیم دنباله صعودي است، جملۀ هشتم بزرگ ترین جمله است. 

 41

 42

    

  پس تعداد نقطه ها در شکل نهم می شود: 

  

 43

 :دستۀ اول

CV = =
1٫6
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16
120

∼ 0٫13

848= = 6x̄
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CV = =
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a1 a1 a1 )2 ⇒ + 8 d + 2 d + 16 = + 36 + 12 da
2
1 a1 a1 d2 a

2
1 d2 a1
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2d
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√
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− →−−−−−−−−
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1
2

= + 10d = 3 + 10( ) = 8a11 a1
1
2

: 1 شکل اول, : 2 + 3 شکل دوم, : 3 + 4 + 5 شکل سوم, : 4 + 5 + 6 + 7 شکل چھارم, ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

9 + 10 + 11 +12 + 13 + 14 +15 + 16 + 17 = 117

{1}
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   :دستۀ دوم

   :دستۀ سوم

 :دستۀ چهارم

 بنابراین دنبالۀ جملات آخر دسته ها به صورت  است که می توان به صورت 

 نوشت یعنی جملۀ عمومی  است، پس: 

  

آخرین عدد دستۀ هشتم،  است بنابراین دستۀ نهم از  شروع می شود.    44

  

تعداد دایره ها با یکدگیر تشکیل یک دنبالۀ حسابی با قدرنسبت  می دهند.   45

  

 46

ام از رابطۀ  به دست می آید و اگر  جملات متوالی یک دنبالۀ هندسی باشند  است. ، جملۀ  روش اول: در هر دنبالۀ حسابی با جملۀ اول   و قدرنسبت 

 

 

     

روش دوم: اگر  جملات یک دنبالۀ حسابی باشند که با یکدیگر تشکیل دنبالۀ هندسی می دهند آن گاه  است. 

 

 47
روش اول: 

، جمله ي  ام  از رابطه ي   بدست می آید و اگر  سه جمله ي متوالی یک دنباله ي هندسی باشند آن گاه  در هر دنباله ي حسابی با جمله ي اول  و قدر نسبت 

 است.

روش دوم: اگر  جملات یک دنباله ي حسابی باشند که با یکدیگر تشکیل دنباله ي هندسی می دهند قدر نسبت دنباله ي هندسی از رابطه ي  به دست می آید.

 48

  : پس

از فاکتورگیري استفاده می کنیم.   49
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 50

 روش دوم: 

     

می دانیم که  است.   51

 

 

حاصل هر یک از پرانتزها را جداگانه محاسبه می کنیم:   52

  : پس داریم

روش اول:   53
هر عبارت را جداگانه ساده می کنیم.  

 

: پس

روش دوم: کافی است یک عدد دلخواه مثلاً   را در عبارت قرار دهیم. 

 

بنابراین گزینه ي چهارم صحیح است. 
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 54

پس باتوجه به گزینه ها تنها، عامل    وجود دارد.

 55

باتوجه به صورت مسأله  و  است.                                  
طبق اتحاد مربع سه جمله اي داریم:

ابتدا حاصل تک تک عبارت ها را به دست می آوریم:   56

 حاصل نهایی 

توجه کنید که: 

ابتدا هر دو عبارت را ساده می کنیم.   57

     

    

 58

مخرج کسر را با استفاده از اتحاد مزدوج گویا می کنیم: 

  : پس داریم

روش اول:   59
ابتدا هر یک از پرانتزها را ساده می کنیم: 
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حال دو عبارت ساده شده را در هم ضرب می کنیم: 

 

روش دوم: 

یک عدد دلخواه، مثلاً  را در عبارت جایگزین می کنیم. 

فقط گزینۀ دوم است که اگر به جاي  آن یک قراردهید حاصل برابر صفر می شود.

ابتدا هر یک از کسرها را ساده می کنیم و مخرج آن ها را به صورت عددي گویا می نویسیم:   60

 

  حاصل عبارت  

می دانیم:    61

ابتدا تک تک رادیکال ها را ساده می کنیم.   62

 63

می دانیم:  
روش اول: 

روش دوم: کافی است یک عدد دلخواه مثلاً  را در عبارت جایگزین کنیم. 

تنها گزینه ي اول است که اگر به جاي  آن عدد یک قرار دهید حاصل برابر  می شود. 

 64

 

می دانیم  است.   65
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  :پس

 66

از طرفی داریم: 

حاصل عبارت 

 67
ابتدا هر دو عبارت را ساده می کنیم.

    

   

     

  

روش دوم: 

     

  

روش اول:   68
ابتدا در هر یک از پرانتزها مخرج مشترك می گیریم: 

روش دوم: یک عدد دلخواه مثلا  را در عبارت جایگزین می کنیم. 

تنها در گزینه ي اول است که اگر به جاي  عدد یک را قرار دهید حاصل صفر می شود.

 69
ابتدا در هر پرانتز، مخرج مشترك می گیریم. 

روش اول:

A = × (4 16
−−

√3
− −−−−

√5
1
2

)
−

4
3 = ××22 24

−−
√3

− −−−−−−−
√5 2

4
3 = ××22 2

4
3

− −−−−−−
√5

2
4
3 = ×2

10
3

− −−−
√5

2
4
3

= ( ×2
10
3 )

1
5 2

4
3 = × =2

10
15 2

4
3 22

(2A = (2 ×)
−

1
3 22

)
−

1
3 = ( = = = 0٫523

)
−

1
3 2−1 1

2

= = = =+
x − 1

16
1

2x

− −−−−−−−−−

√
x(x − 1) + 8

16x

− −−−−−−−−−−

√
1
4

− x + 8x2

x

− −−−−−−−−

√ 1
4

− +
x2

x

x

x

8
x

− −−−−−−−−−

√ 1
4

x − 1 +
8
x

− −−−−−−−−

√

x = 5 + ⇒ = × = =17
−−

√
1
x

1

5 + 17
−−

√

5 − 17
−−

√

5 − 17
−−

√

5 − 17
−−

√

25 − 17

5 − 17
−−

√

8

= = = = = 0/75
1

4
(5 + ) − 1 + 8( )17

−−
√

5 − 17
−−

√

8

− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

⎷

 1

4
5 + − 1 + 5 −17

−−
√ 17

−−
√

− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

√
9
−−

√

4

3

4
⇒

= ×
+8

−−
√ 27

−−
√

5 − 6
−−

√

2 + 32
−−

√ 3
−−

√

5 − 6
−−

√

5 + 6
−−

√

5 + 6
−−

√
=

10 + 2 + 15 + 32
−−

√ 12
−−

√ 3
−−

√ 18
−−

√

25 − 6
=

10 + 4 + 15 + 92
−−

√ 3
−−

√ 3
−−

√ 2
−−

√

19
=

19 + 192
−−

√ 3
−−

√

19

=
19( + )2

−−
√ 3

−−
√

19
= +2

−−
√ 3

−−
√

2( − 1 =9
−−

√4 )−1 2

− 132
−−

√4
= ×

2

− 13
−−

√

+ 13
−−

√

+ 13
−−

√
=

2( + 1)3
−−

√

3 − 1
= + 13

−−
√

: − 2( − پس1
+8

−−
√ 27

−−
√

5 − 6
−−

√
9
−−

√4 )−1 = + − − 12
−−

√ 3
−−

√ 3
−−

√ = − 12
−−

√

− 2( − 1
+8

−−
√ 27

−−
√

5 − 6
−−

√
9
−−

√4 )−1 =
+8

−−
√ 27

−−
√

( + ( − ( × )2
−−

√ )2 3
−−

√ )2 2
−−

√ 3
−−

√
×

+2
−−

√ 3
−−

√

+2
−−

√ 3
−−

√
−

2

− 13
−−

√
=

( + )( + )8
−−

√ 27
−−

√ 2
−−

√ 3
−−

√

+8
−−

√ 27
−−

√
−

2( + 1)3
−−

√

2

= +2
−−

√ 3
−−

√ − − 13
−−

√ = − 12
−−

√

(x + ) × (1 − ) = ( ) × ( )
2

x − 3
1

x − 2
x(x − 3) + 2

x − 3
x − 2 − 1
x − 2

= × = × = x − 1
− 3x + 2x2

x − 3

  اتحاد یک جملھ ی مشترک

x − 3
x − 2

(x − 1)(x − 2)

(x − 3)

x − 3
x − 2

x = 1

x = 1 → (1 + )(1 − ) = (1 − 1)(1 + 1) = 0
2

−2
1

−1
x

21

بی نام

معین کرمی

https://t.me/mrkonkori


روش دوم: کافی است یک عدد دلخواه مثلاً  را در عبارت جایگزین کنیم. 

فقط گزینه ي چهارم می باشد که اگر  را جایگزین کنیم حاصل برابر  می شود.

 70
روش اول:  

حاصل هر پرانتز را جداگانه حساب می کنیم.

 :پرانتز اول

 :پرانتز دوم

 :پس داریم

روش دوم: 

یک عدد دلخواه مثلاً  را در عبارت جایگزین می کنیم بنابراین داریم: 

فقط گزینه ي اول است که اگر به جاي  آن  قرار دهید حاصلش برابر  می شود.

روش اول:   71

حال با تقسیم صورت بر مخرج داریم: 

 

  

 حاصل عبارت

روش دوم: عدد دلخواهی مانند  را در عبارت جایگزین می کنیم.

فقط گزینه ي اول است که اگر  را در آن قرار دهیم حاصل برابر  می شود.

 72
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 ابتدا با اتحاد مزدوج عبارت را تجزیه می کنیم: 

 حل هر یک از پرانتزها با اتحاد جمله مشترك تجزیه می شوند. 

 بنابراین گزینۀ  بین عوامل تجزیه وجود ندارد.

 73

 

 

و  می باشند براي عبارت   که آن را از طریق اتحاد جمله ي مشترك تجزیه می کنیم باید دو عدد پیدا کنیم که ضرب آن ها  ومجموع آنها  باشد که این دو عدد،
پس داریم: 

  جزو عوامل تجزیه نمی باشد.  

حاصل هر یک از عبارات را جداگانه به دست می آوریم. مخرج کسر اول را با استفاده از اتحاد مزدوج گویا می کنیم:   74

حاصل عبارت دوم را با استفاده از اتحاد مربع دو جمله اي به دست می آوریم: 

حال، این دو عبارت را با هم جمع می کنیم، در نتیجه داریم: 

 حاصل نهایی عبارت

هر عبارت را جداگانه محاسبه می کنیم:   75

  

 :پس داریم

هر کدام از سه عبارت را جداگانه محاسبه می کنیم:   76

 :عبارت اول
مخرج کسر را گویا می کنیم:

 :عبارت دوم

 :عبارت سوم

 حاصل نهایی

تک تک رادیکال ها را ساده می کنیم و کسر اول را نیز گویا می کنیم.   77
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 78

عبارت داخل پرانتز را از طریق روش  تجزیه می کنیم:

پس عبارت تجزیه شده ي نهایی به صورت  است، که مشاهده می شود عامل  در تجزیه ي عبارت وجود دارد.

 79

ابتدا تک تک رادیکال ها را ساده می کنیم.   80

می دانیم:    81

 82

طرفین را به توان  میرسانیم.

تک تک جملات را ساده کرده و حاصل عبارت را بدست می آوریم:   83

توجه کنید که   است.
هر دو جمله اي که هر دو مربع کامل (مجذور کامل) باشند و بین آن ها علامت منفی وجود داشته باشد، را می توان از طریق اتحاد مزدوج؛ یعنی  84

 تجزیه نمود. 

حال هر یک از عبارات را از طریق اتحاد جملۀ مشترك به دو عامل تجزیه می کنیم: 

مشاهده می کنیم عامل  بین عوامل تجزیه وجود ندارد. 
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ابتدا کسر  را گویا می کنیم:   85

 

 

: پس  

 86

 ابتدا با اتحاد مربع دو جمله اي دو پرانتز را ساده می کنیم: 

 

 با توجه به متن سؤال  است، بنابراین داریم: 

 

روش اول: مخرج کسر سوم یعنی  را طبق اتحاد مزدوج تجزیه می کنیم:   87

بین این سه مخرج، مخرج مشترك (ك.م.م) می گیریم: 

روش دوم: یک عدد دلخواه مثلاً  را در عبارت جایگزین می کنیم.

روش اول:   88

حال کافی است صورت را بر مخرج تقسیم کنیم: 

 

 

 حاصل عبارت  

روش دوم: یک عدد دلخواه مثلاً  را در عبارت جایگزین می کنیم.

فقط گزینه ي اول است که اگر در آن  را قرار دهیم حاصل  می شود.

براي پاسخ به سؤال ابتدا صورت عبارت خواسته شده را کمی ساده می کنیم در این سؤال اتحاد مربع دو جمله اي و مزدوج مورد استفاده قرار می گیرند.    89

  

 و اماّ  و  می شوند پس داریم: 

  

ابتدا حاصل تک تک عبارت ها را به دست آورده، سپس آن ها را با هم جمع می کنیم:  90
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از طرفی   و در نتیجه داریم: 

بنابراین حاصل نهایی عبارت برابر است با: 

 91

روش دوم: یک عدد دلخواه مثلاً  را در عبارت قرار می دهیم:

تنها گزینه اي که به ازاي  برابر  می شود گزینه ي اول است.

 92
روش اول: 

ابتدا هر یک از عبارات را جداگانه ساده می کنیم. 

حالا عبارات ساده شده را جایگزین می کنیم: 

روش دوم: 

یک عدد دلخواه مثلاً  را در عبارت جایگزین می کنیم. 

فقط گزینه ي چهارم است که اگر به جاي  آن عدد  قرار دهید حاصل برابر  می شود.

 93

می دانیم: 

در هر پرانتز مخرج مشترك می گیریم:   94
روش اول: 

روش دوم: یک عدد دلخواه مثلا  را در عبارت جایگزین می کنیم. 

) می شود. تنها گزینه ي دوم است که اگر به جاي  آن یک قرار دهید حاصل برابر (

داخل پرانتز اول مخرج مشترك می گیریم:  95
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 می دانیم معادلۀ درجۀ  به صورت  است. درواقع مجموع ریشه ها  خواهد بود. 
داریم: 

 

 96

 اکنون با استفاده از اتحادهاي  و  به حل مسئله می پردازیم: 

    

طبق فرض داریم:   97
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